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Drnck  der  Stnttgparter  Vereins-Buchdrackerei. 


Vorrede. 


Uas  über  die  Grundsätze  für  Bebandlmig  und  Anordnung  des  Stoffes  in 
der  Vorrede  zum  I.  Teil  Gesagte  gilt  auch  far  den  vorliegenden  IT.  Teil:  Das 
Bestreben,  dem  Anfänger  die  analytische  Geometrie  der  Ebene ,  die  Eingangs- 
pforte in  das  weite  Gebiet  der  höheren  Mathematik,  so  vertraut  als  möglich  zu 
machen,  nötigte  zu  ganz  elementarer  Behandlung,  damit  aber  auch  vielfach  zu 
einer  gewissen  Breite  und  zum  Verzicht  auf  die  eleganten  Methoden  der  neueren 
Mathematiker.  Dagegen  hoffe  ich,  dass  die  grosse  Zahl  der  vollständig  durch- 
geführten Uebungsaufgaben  sowohl  für  das  Selbststudium  als  fOr  den  Lehrer 
von  Nutzen  sein  werde. 

Die  benätzten  Quellen  sind  die  gleichen  wie  im  ersten  Teil. 

Der  Umstand,  dass  die  Diskussion  der  Gleichung  zweiten  Grades  bei  Be- 
sprechung der  einzelnen  Linien  zweiter  Ordnung  schon  in  diesem  Bande  auf- 
genommen wurde,  sowie  der  Wunsch,  durch  möglichst  vollständige  Behandlung 
der  Theorie  des  Kreises  in  Cartesischen  und  trimetrischen  Koordinaten  dem  An- 
fänger ein  möglichst  reiches  Uebungsmaterial  zu  bieten,  haben  diesem  Teile  eine 
etwas  grössere  Ausdehnung  gegeben,  welche  zur  Entlastung  des  ni.  Teiles  bei- 
tragen sollte. 

Bei  Benützung  des  I.  Teiles  fanden  sich  noch  verschiedene  Druckfehler  und 
Versehen  in  demselben  vor,  deren  Verzeichnis  dem  II.  Teile  angehängt  ist;  ihre 
Kenntnis  verdanke  ich  grösstenteils  Herrn  R.  Swoboda  in  Strassburg,  dem  ich 
an  dieser  Stelle  meinen  verbindlichsten  Dank  abstatte. 

Die  Verlagsbuchhandlung  hat  auch  dem  vorliegenden  Bande  eine  treffliche 
Ausstattung  durch  Papier,  Druck  und  zahlreiche  Figuren  gegeben. 

Stuttgart,  im  Oktober  1894. 

Der  Verfasser. 
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Forte.  Y,  Heft  1070.  —  Seite  1—16. 

Mit  8  Figuren. 
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Die  einzelnen  Linien  zweiten  Grads. 

Nach  System  Kleyer  bearbeitet  von  Professor  H.  Cranz. 

Fortsetzung  von  Heft  1070.  —  Seite  1—16.     Mit  8  Figuren. 

Inhalt: 

Einleitang.   —  Das  Geradenpaar. 


Stuttgart  1894. 

Verlag  von  Julius  Maier. 

Das  vollständige  Itihaltsverzeichnif  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  ksLixn 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881, 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  ähnliches  zur  Seite  steht ,  erscheint  monatlich  in  3—4 
Heften  zu  dem  billigen  Preise  von  25  /^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Aufgraben  aas  dein  Gesatnl gebiete  der  Mathematik,  Physik, 
Mechanik,  math.  Geographie;  Astronomie,  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbahn-, 
Brflcken-  nnd  Hochbaues,  des  konstruktiren  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  Tollst&ndi^ 
gelöster  Form,  mit  vielen  Figuren,  Erklärnngen  nebst  Angabe  und  Entwickelnng  der 
benntzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Ldsung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grossere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  aach  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelösten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltsTerzeicli- 
nis,  Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärungen  über  das  betreifende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  I«  und  II»  Ord»,  gleich- 
berechtigten höheren  Bftrgerschulen,  PrlTatschulen ,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro- 
gymnasien, Schullehrer -Seminaren,  Polytechnike^n,  Techniken,  Bangewerksclialen, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techu.  Yorbereitnngsschulen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildungsschulen,  Akadeniien,  Unirersitäten,  Land-  nnd  Forstwissenschaftsschulen, 
Militärschttlen,  Yorbereitnngs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B  filr  das  Einjährig-Frei- 
willige- nnd  Offlziers-Examen,  etc. 

Die  SchOler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  nnd 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese,  Schritt  für  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  nnfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftiig-e  Stütze  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  zum  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meistr/n  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen^ 'häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  verwerten.  Lust,  Liebe 
und  Yerständnis  für  den  Schul-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  mid  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  dlirch  ihre  praktischen  in  allen  Berufs- 
zweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toüen  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Verwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  enttgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  pie  Kedaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.,  FischerfeldstraJBse  IG,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt.  / 

Stuttgart.  i         Die  Yerlagshandlung. 


Analytische  Geometrie  der  Ebene. 


IL  TeU. 

Die  einzelnen  Linien  zweiten  Grades. 

A.  Einleitung. 

ErOrtermig  1.  Im  I  Teil  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene  wurde 
in  den  Abschnitten  1  bis  4  gezeigt,  wie  sich  mit  Hilfe  eines  rechtwinkligen 
oder  schiefwinkligen  Koordinatensystems  jeder  Punkt  der  Ebene  durch  zwei 
Gleichungen  zwischen  seinen  Koordinaten  x  und  y  bestimmen  lässt  Sind  diese 
zwei  Gleichungen  vom  ersten  Grad,  so  kann  man  daraus  die  Werte  von  x  und 
y  eindeutig  berechnen;  man  erh&lt  also  einen  einzigen  bestimmten  Punkt  der 
Ebene.  Ist  dagegen  die  eine  der  beiden  Gleichungen,  oder  sind  beide  yon 
höherem  Grad,  so  stellt  (siehe  L  Teil,  Erört  4)  das  System  beider  Gleichungen 
soyiele  Punkte  der  Ebene  dar,  als  es  reelle  Wertepaare  für  x  und  y  giebt, 
welche  die  gegebenen  Gleichungen  beftiedigen.  In  Verfolgung  dieses  Gedankens 
wurde  weiter  gezeigt,  wie  eine  einzige  Gleichung  ersten  Grades  zwischen  den 
Koordinaten  x  und  y  eines  Punktes  die  Gesamtheit  aller  Punkte  darstellt,  deren 
zusammengehörige  Koordinaten  x  und  y,  in  die  Gleichung  ersten  Grades  ein- 
gesetzt, diese  wahr  machen,  und  zwar  hat  sich  ergeben,  dass  die  durch  eine 
Gleichung  ersten  Grades  analytisch  ausgedrückte  Linie  eine  Gerade  ist 

Die  nächste  Aufgabe  wird  nun  (Se  sein,  zu  untersuchen,  ob  auch  Glei- 
chungen von  höherem  Grade,  insbesondere  Gleichungen  zweiten  Grades,  geome- 
trische Linien  repräsentieren,  ob  dies  immer  der  FaU  ist,  und  wenn  nicht,  unter 
welch^i  Bedingungen;  endlich  von  welcher  Gestalt  die  Linien  sind,  die  durch 
solche  Gleichungen  von  der  allgemeinen  Form: 

1)  .  .  .  ^x»+JBa:y  +  Cy«+Dic  +  £y  +  jP=0 

ausgedruckt  werden. 

Frage  1.   Was  stellt  die  allgemeine 
Gleichung  zweiten  Grades  zwischen  den 

rechtwinUigen  oder  schiefwinkligen  Koor-       Antwort.    Man  denke  sich  in  der 
dinaten  emes  Punktes:  gegebenen  Gleichung: 

Aa^-\'Bxy+Cy^^Dx+Ey+F  =  (i  Ax^J^Bxy^Cy^-{-Dx^Ey-\-F=  0 
geometrisch  dar?  ^^^  ^  ^jj^^jj  bestimmten  Wert  erteüt 

und   die   Gleichung   nach   y   aufgelöst 
(siehe  Erkl.  1),  so  ist: 
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oder  wenn  man  unter  dem  Wurzelzeichen 
nach  Potenzen  von  x  ordnet: 

Wenn  nun  der  Ausdruck  unter 
dem  Wurzelzeichen  positiv  ist, 
also  : 

4)  .  .  .  «-»(B*  — 4^C)  +  2a;(££— 2Cfl)  +  Ä^— 4CF>0 

für  den  gewählten  Wert  von  o?  ist,  so 
gehören  zu  jedem  gewählten  Werte  von 

Erkl.  1.    Die  allgemeine  Gleichung  zweiten  ^^  «ir  welchen  die  Ungleichung  4)  gut, 
Grades  (siehe  Blind,  Lehrbuch  der  Gleichungen  Z wa    bestimmte ,     reelle ,     verschiedene 

zweiten  Grades):  Werte  von  y  von  der  Form: 


hat  die  Wurzeln:  6) 


f  y,  =  Jtf  +  Vif 8  —  }s 

^2  =  ^'—   VJf«— iV. 


* ""      2a  —  2a  ^  "       ^  '  Die  beiden  Werte  y^   und  y^   sind 

nun  folgt  aus  Gleichung  1):  verschieden;     geometrisch     gesprochen 

Cy2  4-  {Bx  +  i?)  y + (w4ar«  +  Da?  +  iO  =  0  heisst  dies :  auf  jeder  im  (schiefen  oder 

Daher  ist:  senkrechten)  Abstände  x  zu  der  F-Achse 

—  _  -P^  +  -^  gezogenen  Parallelen  liegen   zwei   ge- 

^ ""          2C  trennte  Punkte,  deren  Koordinaten  der 

+  Jl  1/(^0?  + jsi)«- 4C (^a:8  + Da: +  F)  Gleichung  1)  genügen. 

""2C  Denkt  man  sich  nun  den  Wert  von 

(B*4-^)a  =  B«aTa  +  2B£a:+^  ^  »"^  ^™  K^^z  wenig  verändert,  aber 

daher  ist   der  Ausdruck  unter    dem  Wurzel-  «^^   J^SS   audl   für   diesen   veränderten 

zeichen:  ^^rt  noch  die  Ungleichung  4)  gilt,  so 

B«ar2— 4^Car84.2BJE?Ä— 4CDX+JS8— 4CF  wird   auch    der   Ausdruck   unter   dem 

=  Wurzelzeichen   und   ebenso  daher  der 

a;2(B«--4^C)+2a?(BjE;-2CD)  +  jB2~4CF.  ganze  Wert  für  y^  und  y^  sich  nur  sehr 

wenig  ändern;  je  näher  die  beiden  ge- 

Erkl.  2.  Der  Ausdruck  unter  dem  Wurzel-  wählten  Werte  von  x  angenommen  wer- 

zeichen  in  Gl.  3)  ist  entweder  für  jedes  reelle  ^e^     desto    näher    werden    auch    einer- 

X  positiv,  oder  für  jedes  reelle  ^negativ,  oder  -^     ^     hpidpn  Punkte  et   a/      Anilprpr. 

für  eine  Gruppe  von  reellen  Werten  von  x  ^^J®  ^?  ^^^®"   -^  T7     '  ^^ '  antterer- 

positiv,  für  eine  andere  Gruppe  negativ  und  seits  die  beiden  Punkte  a:,  y^  einander 

für  hestimmte  Werte  von  o;  =  0.  rücken ;  d.  h.  einer  stetigen  Veränderung 

Soll  der  letztere  FaU  eintreten,  d.  h.  soll  die  you  x  entspricht  auch  eine  Stetige  Ver- 

WurzelgTösse  in  Gl.  3)  verschwinden,  so  muss  X|,^p„,«jy  ^v^p«  a^^  hpiilPTi  vnn  PiiiÄnrlpr 

X  eine  Wurzel  der  quadratischen  Gleichung:  anaerung  jeuer  uer  oeiüen  von  einauaer 

xHB^^^AC)^^x{fiE^^CD)  Verschiedenen  Ordmaten  y,  und  y,. 

-^^2-_4CF  =  o  sein.  I^ie  Gleichung  1)  stellt  also  in  dem- 

Sind  a?o  und  <  die  Wurzeln  dieser  Glei-  jenigen  Teil  der  Ebene,  für  welchen  die 

chung,  so  ist:  Ungleichung  4)  gilt,  zwei  von  einander 

_         1         r     .pj,     g^^.  getrennte  Linienzüge  dar;  jeder  Punkt 

^0  —  52  — 4^(7  L    V                ;  ggg  einen  oder  des  andern  dieser  zwei 

+  \/(B£r-2CD)2— (J52— 4^C)(Js;2_-4CF)]  Linieuzügc  erfüllt  mit   seinen  Koordi- 
naten die  Gleichung  zweiten  Grades. 


^"^  "   B^  —  ^AC 


_          .  [—  (äjE?—  2 CD)  Ist  aber  die  Grösse  unter  dem  Wurzel- 

,       — H^ T  zeichen  in  Gl.  3)  negativ,  d.  h.  ist: 

-l/(ß^-2CD)2-(B2-4^C)(£2-4CF)].  .           o,^^       lAC^^^crinF      ^Cm 

Dies   ist  nur  möglich,  wenn  die  Wurzel-  ^^  '  '"^  ^^^  —^AU)^^x{Bh  —  ^CD) 

grosse  reell,  also  wenn:  -j-jEr  —  4(7ii^<C  0, 

(ß£-2Ci?)«>(B2-4^C)(B^-4CF)ist  so  ist  die  Ausziehung  der  Quadratwurzel 


Einleitnng.  3 

In  diesem  Fall  gilt  dann  die  Ungleichung  4)  unmöglich,  die  zum  angenommenen  Werte 

entweder  fttr  alle  zwischen  x^  nnd  x^*  liegen-  y^,.  ^  irehöriß'en  Werte  von  1/  sind  ima- 

den  Werte  von  x,  nicht  aber  für  die  ausser-  .  «^  genongen  vverxe  von  y  sma  ima 

halb  dieses  Intervalls  liegenden,  oder  nicht  fttr  g"^är,  es  entspricht  also  überhaupt  kein 

die  zwischen  ^o  und  x^*  liegenden  Werte  von  x,  Ponkt  der  Gleichung  1) ,  wenigstens  in 

wohl  aber  fttr  aUe  ausserhalb  dieses  Intervalls  demjenigen  Teil  der  Ebene,  für  welchen 

liegenden.  ^j^  Ungleichung  6)  gilt 


Frage  2,  Welche  verschiedenen  Fälle 
sind  zu  unterscheiden,  wenn  man  die 
Gleichung  zweiten  Grades  jßr  die  Koor- 
dinaten eines  Punktes  nadi  y  auflöst, 

und  was  ist  die  geometrische  Bedeutung  Antwort.      Aus    der   Antwort   zu 

dieser  Unterscheidung?  Fi^ge  1,  sowie  aus  Erkl.  2  geht  hervor, 

dass  die  Entscheidung  darüber,  ob  jedem 

Krkl.  8.  Derquadratische  Ausdruck  für  x:  reellen  Wert  der  Abscisse  x  ein  reeller 

X~ax2  +  6ar  +  <j  ^ert  der  Oi^dinate  y  entspricht,  oder 

verechwindet   bekanntüch   unter    der  Voraus-  j^^yA,  davon  abhängt,  ob  der  Ausdruck: 

62_4a(.>o  7)  .  .  tr«(B«  — 4^C)4-2x(££^— 2CD) 

far  die  beiden  Werte:  -t-E* ^CF=^  H 

6.1  ~ 


*•  ~        2a    •    2a 


-}-_i-  y'ft«  — iac,  entweder: 


h        1 


a)  fttr  jedes  beliebige  x  positiv,  oder 

*i  =  — ^— 2a~  ^**~'*'''^'  ^)  f^^  ^^^^  Werte  x^  und  Xq'  =  o 

Also  ist  der  Ausdruck  X  entweder  fttr  die  «»^  für  die  daymschen  liegenden  Werte 

«wischen  x^  und  a?,  liegenden  Werte  positiv,  VOn  x  positiv,   fÜr   die  andern  negativ, 

f&r  die  ttbngen  negativ,  o^er  umgekehrt.  oder: 

Die  Entscheidung  darttber  ergiebt  sich  aus  x  x»« •   iir«^«  a       t       n 

der  Bemeikung,  daSs  die  Summe  der  WuraeUi  ?)/*r  /wei   Werte  ar^   und   ^  =  0 
einer  quadratischen  Gleichung  gleich  dem  ne-  und   für  die   dazwischen   liegenden   ne- 
gativ genommenen  Koeffizienten  von  x  ist  (siehe  gativ,  für  die  andern  positiv  ist. 
Blinä,  Lehrb.  der  Gleichungen  zweiten  Grades) ;  ^                     «,,..,, 

alBo:  Der  erste  Fall  tntt  ein,  d.  h.  es 

^   ,  ^  ___]^     ^i  +  a?« i_        ist  für  jedes  x  die  Grösse  H  positiv, 

a '       2  2a  '      wenn  sowohl: 

Nun  liegt  aber  :?L+3.  zwischen  a?,  und   8a)  .  .  .  {BE—2CDy  —  {B^  —  A:AG) 

\  {E^  —  4:CF)<0 

X,,  setzt  man  daher  — ^ —  statt  a?  in  dem  Aus-   j^jg. 

druck  X  ein,  so  erhält  er  dasselbe  Vorzeichen,  .  B^  —  4J^C>  0  ist  (siehe  Erkl.  4). 

Wcr^%?n  f hatTStÄ^"?  **  "•**"'"  ,.  Indiesem-FaUebesteht  also  die  durch 

,ft       ,«  M     j  die  Gleichung   zweiten  Grades   darge- 

^-7—2^  +  0= ,  stellte  Kurve  aus  zwei  von  einander 

da  aber^ach  Voraussetzung  5«- 4ac  positiv  getrennten  Zweigen,  welche  sich 
ist,  so  sieht  man,  dass  der  Ausdruck  X  fttr  die  ^^^^   ^1?   ganze   Ebene   erstrecken  und 
zwischen  ar,  und  x.  liegenden  Werte  von  x  das   durch  die  Gerade : 
entgegengesetzte  Vorzeichen  von  a  hat.  BxA-E 

9)  .  .  .  y= ^ — 

Erkl.  4.    Der  Ausdruck :  ^  ^ 

X  =  a:c«  4-  tx  4-  c  vou  einander  getrennt  sind  (siehe  Figur  1 

verschwindet  fttr  keinen  reellen  Wert  von  a?,   nnd  2). 

^^^"'  6«  — 4ac<oi8t  ^er  zweite  Fall  tritt   ein,    d.h. 

(siehe  Blind,  Lehrbuch  der  Gleichungen  zweiten   ^  ist  für  jedes  x  der  Ausdruck  H  ne- 
Grades).  gativ,  wenn  sowohl: 
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Figur  1. 


Figur  2. 


Der  Ausdnick  X  ist  somit  entweder  für  alle 
X  positiv,  oder  fUr  alle  x  negativ.  Um  dies 
zu  entscheiden,  schreibe  man  ihn: 

X=z  ax^-^hx  +  c 

=  ax^  +  hx  +  c-f--: -: — 

h  62 


=  aa:*  +  2a' 


2a 


x-\-a 


=<'+^)'+ 
=-(-+^)'-- 


4as 
4a  c —  6* 
40 
—  4ac 


+  c--rr  = 


51 

4a 


4a 


Da  ein  Quadrat  stets  positiv  ist,  so  hat  der 
erste  Posten  dasselbe  Zeichen  wie  a,  da  nach  Vor- 
anssetzang  h^  —  4ac  negativ,  also  —  (6*  —  4ae) 
positiv  ist,  hat  auch  der  zweite  Teil  dasselbe 
Zeichen  wie  a,  folglich  hat  im  Falle 

62  — 4ac<0 

der  Ausdruck  X  dasselbe  Vorzeichen  wie  a.    ' 


8b)  .  .  .  {BE—2CDy  —  (B*  —  4:AC) 
als:  (^-4CiP)<0 

B^  —  4AC<0  ist  (siehe  Erkl.4). 

Dann  entspricht  keinem  einzigen 
reellen  Werte  von  x  ein  reeller  Wert 
von  ifj  die  Gleichang  1)  stellt  also  dann 
überhaupt  keine  geometrische  Linie 
dar. 

Der  dritte  Fall  tritt  ein,  d.  h.  es 
verschwindet  der  Ausdruck  H  für  die 
beiden  Werte  (siehe  ErkL  2): 


10) 


a?ft  = 


[^(BE'-^CD) 


B«  — 4^C 

[—{BE  —  ^CD) 


*o  —  B^^AAC 


8c)  .  .  . 


—  \/(JBJE^2CZ))2-{B«— 44C)(^— 4CF)], 

ZU  welchen  die  Werte: 

)  ^0-  2C 

gehören,  und  es  ist  gleichzeitig  der 
Warzelansdruck  in  Gleichang  3^  positiv 
für  die  zwischen  x^  und  x^'  hegenden 
Werte,  wenn  gleichzeitig: 

'(BE—2CDy-{B*  —  4AC)(E*  —  4CF)>0 

und 
B*  — 4^C<0  ist 


Einleitniig. 


Figur  3. 


8d)  . 
Figur  4. 


In  diesem  Falle  gehören  za  jedem 
Werte  von  x  zwischen  x^  und  x^*  zwei 
verschiedene  reelle  Werte  von  y,  da- 
gegen zu  Xq  und  Xq'  nur  je  ein  Wert 
von  y;  den  Werten  von  a?,  welche 
aussertialb  des  Intervalls  x^  bis  x^'  liegen, 
entspricht  kein  reeller  Wert  von  y. 

Die  durch  Gleichung  1)  dar^ 
gestellte  Kurve  besteht  also  aus 
zwei  inneriialb  des  Gebiets  von 
Xq  bis  Xq*  getrennten  Linien* 
zagen,  wdche  in  den  Punkten 
a^o,  y^  und  x^' ^  y^*  zusammen- 
hängen, d.  h.  es  liegt  der  Fall 
einer  geschlossenen  Kurve 
vor  (siehe  Figur  3). 

Der  vierte  Fall  endlich 
tritt  ein,  d.  h.  es  verschwindet 
der  Ausdruck  H  fttr  die  beiden 
.  Werte  x^  und  x^*  [s.  Gleich.  10)], 
denen  je  ein  einziger  Wert  von 
y  {ifQ  bezw.  yoO  entspricht,  und 
es  ist  gleidbzeitig  die  Grösse 
unter  dem  Wurzelzeichen  in 
Gleichung  3)  für  die  zwischen 
Xq  und  V  liegenden  Werte  von  x 
negativ,  fttr  die  ausserhalb  liegen- 
den aber  positiv,  wenn  sowohl: 
(B£  -  2CZ))«  —  (£«  —  4^0) (^  —  4CiO  >  0 

als 
£2  — 4^C>0  ist. 

Dann  entspricht  keinem  Werte 
zwischen  x^  und  x^*  ein  reeller 
Wert  von  y,  jedan  Werte  von 
X  ausserhalb  des  Intervalls  x^ 
bis  Xq*  entsprechen  zwei  ge- 
trennte reelle  Werte  von  y,  dem 
Werte  x^  und  x^*  je  nur  ein 
Wert  von  y;  die  durch  Gl.  1) 
dargestellte  kurve  besteht  also 
aus  zwei  Linienzägen  im 
Gtebiete  —  oo  bis  ar^,  die  im 
Punkte  Xq  zusammenhängen  und 
aus  zwei  getrennten  Zügen 
im  Gebiete  x^*  bis  +  «^  die 
im  Punkte  x^'  zusammenhängen 
(siehe  Figur  4). 

Der  besondere  Fall,  wo 

{BE-^iCDy  —  iß^  —  A^AC) 

ist,  soll  später  eingehend  unter- 
sucht werden. 
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Erörterung  2.  Nachdem  in  der  Antwort  zu  Frage  2  gezeigt  worden  ist, 
wie  die  Gleichung  zweiten  Grades  entweder  eine  über  die  ganze  Ebene  sich  er- 
streckende zweiteilige,  oder  eine  in  einem  beschränkten  Teü  der  Ebene  liegende 
geschlossene,  oder  eine  aber  die  ganze  Ebene  mit  Ausnahme  eines  beschränkten 
Gebiets  reichende,  zweiteilige  Kurve  darstellen  kann,  wie  es  aber  auch  unter 
gewissen  Voraussetzungen  gar  kdnen  Punkt  der  Ebene  giebt,  welcher  der  Glei- 
chung zweiten  Grades  Genüge  leistet,  so  liegt  es  nahe,  nach  einem  Mittel  zn 
suchen,  um  die  Untersdi^dung  dieser  verschiedenen  FäUe  nicht  im  voraus  bei 
jeder  Gleichung  zweiten  Grades  machen  zu  müssen  und  die  aUen  Klassen  von 
Linien  zweiten  Grades  gemeinsamen  Eigenschaften  durch  Betrachtung  der  all- 
gemeinen quadratischen  Gleidiung  zu  finden.  Ein  solches  Mittel  bietet  die 
Analogie  mit  den  imaginären  ZaUen  (siehe  R.  Krüger,  Lehrbuch  des  Rechnens 
mit  imaginären  und  komplexen  Zahlen). 

Unter  imaginären  Zahlen  versteht  man  bekanntlich  Ausdrücke  von  der 
Form  a  +  i«"»  wo  a  und  h  gewöhnliche  Zahlen  und  i  die  unmögliche  Quadrat- 
wurzel aus  — 1  bedeuten.  Ein  solcher  Ausdruck  hat  die  Form  einer  Summe 
aus  a  und  6*1,  es  fehlt  ihm  aber  jede  Bedeutung  im  Sinne  gewöhnlicher  Zahlen. 
Ihre  Definition  finden  die  imaginären  Zahlen  darin,  dass  sie,  als  Wurzeln  von 
quadratischen  Gleichungen  betrachtet,  eine  solche  von  der  Form  x^  +i>.^+ 3  =  0 
liefern.  Die  Einführung  derartiger  Zahlformen  entsprang  zunächst  dem  Be- 
dürfnis nach  einer  Vereinfachung  der  mathematischen  Sprache.  Statt  zu  sagen, 
die  Gleichung  x^'\-px'^p  ==  0  hat  zwei  oder  eine  oder  keine  Wurzel,  je  nach- 
dem p^  —  4iq  positiv.  Null  oder  negativ  ist,  sagt  man,  sie  hat  stets  zwei,  diese 
sind  aber  entweder  reell,  oder  sie  fallen  zusammen,  oder  sie  sind  imaginär. 

Ebenso  kann  man  in  der  Geometrie  mit  dem  an  und  für  sich  sinnlosen 
Ausdruck  „imaginärer  Punkt^'  ein  solches  Etwas  bezeichnen,  dessen  Beziehungen 
zu  den  Koordinatenachsen  nach  Analogie  der  gewöhnlichen  Koordinaten  durch 
zwei  Ausdrücke  angegeben  sind,  welche  sich  als  die  imaginären  Wurzeln  von 
quadratischen  Gleichungen  darstellen  und  die  Form  a-}-6i,  c-^-di  haben.  Ist 
dann  ft  =  0  und  es^  =  0 ,  so  sind  die  Koordinaten  gewöhnliche  reelle  Strecken 
und  bestimmen  einen  reellen  Punkt ,  sind  aber  h  oder  d  oder  beide  von  NuU 
verschieden,  so  fehlt  dem  Etwas,  das  durch  die  quadratische  Gleichung  definiert 
ist,  die  geometrische  Bedeutung. 

Da  aber  die  Form  a-\-hi  den  Fall  der  reellen  Zahl  einschliesst,  so  ist  es 
bequemer,  als  „Punkt"  ganz  allgemein  das  zu  bezeichnen,  was  durch  zwei 
Zahlen,  reelle  oder  imaginäre,  in  eindeutiger  Weise  auf  Koordinatenachsen  be- 
zogen ist.  Diese  Ausdrucksweise  ist  aber  zunächst  nichts  anderes,  als  ein  be- 
quemer sprachlicher  Ausdrude  zur  Vermeidung  schwerfälliger,  stets  zu  wieder- 
holender Unterscheidungen,  wobei  man  sich  stets  zu  vergegenwärtigen  hat,  dass 
den  imaginären  Punkten,  Geraden  etc.  jede  geometrische,  d.  h.  anschauliche 
Bedeutung  fehlt 

Unter  Anwendung  dieser  bequemeren  sprachlichen  Bezeichnung  kann  man 
die  Antwort  zu  Frage  2  so  fassen: 

Jede  Gleichung  zweiten  Grades  zwischen  den  Koordinaten 
eines  Punktes  stellt  eine  Kurve  dar,  welche  von  Parallelen  zur 
y-Achse  in  zwei  Punkten  geschnitten  wird. 

Diese  Schnittpunkte  sind 

a)  aUe  reell  und  verschieden,  wenn: 

{BE—2CDy  —  {B^  —  4:ÄC){I?  —  4:CtX(i,  B^  —  4AC>0, 

b)  alle  imaginär,  wenn: 

{BE^2CDy  —  iB^  —  ^AC)(E'  —  4CF)<0,  B*  —  iAC<0, 
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c)  für  o;  <  x^  und  x  >  x^*  imaginär,  für  j-q  <  -^  <  ^'o  reell  und  verschieden, 
für  x:=Xq  und  x  =  Xf^'  zusammenfallend,  wenn: 

{BE  —  2CDy  —  (B*  —  4LAC){I?  —  4LCF)>0,  B*-4.4C<0, 

d)  für  a;^  <  x  <  jr^'  imaginär,  für  a;  <  x^  und  x  >  a-^'  reell  und  verschieden, 
für  x  =  Xq  und  x=^x^*  zusammenfallend,  wenn: 

{BE—2CDf  —  (B^  —  4:AC){E'  —  4:CF)>0,  B^  —  4AC>0. 

Xq  und  X'Q  sind  die  Wurzeln  der  Gleichung: 

{B^  —  4AC)x^-^2iBE—2CD)x-\-{E'  —  4.CF)  =  0. 

Anmerkung  1.  Die  in  Erörterung  2  geschehene  Einführung  imaginärer  Elemente  ist 
nur  die  logische  Konsequenz  des  Grandprinzips  der  analytischen  Geometrie.  Diese 
bestimmt  die  Lage  geometrischer  Elemente  durch  ihre  zahlenmässig  ausgedrückten 
Beziehungen  zu  den  Koorduiatenachsen  und  untersucht  die  Eigenschaften  der  geo- 
metrischen Gebilde,  indem  sie  jene  Ausdrücke,  welche  ihre  Beziehungen  zu  den 
Koordinatenachsen  definieren,  durch  Rechenoperationen,  Gleichungen  u.  s.  w.  mit- 
einander verbindet.  Kommt  man  nun  bei  solchen  Eechenoperationen  auf  imaginäre 
Zahlen  al^  Ausdruck  jener  Beziehungen,  so  wäre  es  ungerechtfertigt,  plötzlich  Halt 
zu  machen,  sondern  man  muss  sich  klar  werden,  dass  die  Definition  der  geome- 
trischen Elemeute  in  der  analytischen  Geometrie  weiter  gefasst  ist  als  in  der  an- 
schaulichen Geometrie  der  Alten.  Wie  man  aber  in  der  Algebra  durch  geeignete 
Verbindung  imaginärer  Ausdrücke  wieder  zu  reellen  gelangt,  so  werden  auch  in 
der  Geometrie  imaginäre  Elemente  zwar  nicht  selbst  anschauliche  Bedeutung  haben, 
aber  gewisse  Beziehungen  zwischen  ihnen  werden  der  Anschauung  zugänglich 
werden.  Die  Einführung  der  imaginären  Punkte  bedeutet  eine  Erweiterung  des 
BegrifTs  Punkt.  Alle  geometrisch  vorstellbaren  Punkte  sind  auch  analytisch  defi- 
niert, nicht  alle  analytisch  ausgedrückten  Punkte  sind  geometrisch  anschaulich. 

Anmerkung  2.  Daraus,  dass  die  „Koordinaten"  imaginärer  Punkte  stets  als  Wurzeln 
von  Gleichungen  auftreten,  folgt,  dass  imaginäre  Elemente  in  der  analytischen 
Geometrie  stets  paarweise  vorkommen. 

Frage  3.   Welche  Unterscheidungen 
für  die  Kurven  zweiten  Grades  erhält 
man,  wenn  man  die  allgemeine  Glei- 
chung zweiten  Grades  nach  x  auflöst,       Antwort«    Löst  man  die  Gleich,  1) 
und  wie  hängt  diese  Unterscheidung  mit  bei  festgehaltenem  y  nach  x  auf,   so 
der.  von  Frage  2  zusammen?  wird: 

12)...  x  =  ^.[-(Btf-\-D) 

±  V{B*  —  AAC)f/^-\-2(BD  —  2AE)y  +  iD^—lAF^l 

Die  Werte  von  x  sind  die  Abscissen 
derjenigen  Punkte,  in  welchen  eine  im 
(schiefen  oder  senkrechten)  Abstand  y  zu 
der  X-Achse  gezogene  Parallele  die  Kurve 
schneidet 

Verfährt  man  mit  Gleichung  12) 
ebenso,  wie  in  Frage  2  mit  Gleich.  3), 
so  kommt  man  auf  analoge  Weise  (siehe 
Erkl.  6)  zu  folgendem  Resultat: 

a)  Alle  Parallelen  zur  X-Achse  schnei- 
den die  Kurve  in  zwei  getrennten  reellen 
Punkten,  wenn: 

13a)  (iBD-2ÄE)^-iB'-4AC)iD^-4AF)<0  . 
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ß)  Keine  Parallele  zur  ^-Adise 
sdmeidet  die  Kurve  in  rellen  Punkten, 
wenn: 

2ÄE)^  -  (Ä*  —  4ÄC)  (D*  —  4ÄF)  <  0 
und  5»  — 4^C<0  ist 


y)  Diejenigen  Parallelen^  für 
welche  y^  <y  <y/,  schneiden 
die  Kurve  in  zwei  getrennten 
reellen,  diejenigen  Parallelen, 
für  welche  y  <  y,  oder  y  >  y/ 
ist,  in  imaginären,  die  beiden 
Parallelen ,  für  welche  y  =  yi 
und  y  =  yi  ist,  in  zwei  zu- 
sammenfallenden Punkten  mit 
den  zugehörigen  Abscissen  x^ 
bezw.  a?/,  wenn: 

r(BZ)  —  2^  Ji?)«  —  (B -.  4^  C) 
13c).  ^  (i>8  — 4^F)>0 

l    und  B2  — 4^C<0  igt; 


dabei  ist: 

14)    ^'  -— 1— 


[-(BZ)-2^jB) 


±  V{BD-2AEy^'-(^m  —  AÄC){m-'4.AF) 


Figur  6. 


und 


16)  . 
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•      .      . 
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(siehe  Figur  7). 


d)  Jede  Parallele  zur  X-Achse, 
für  welche  y  <  yi  und  y  >  y^* 
ist,  schneidet  die  Kurve  in  zwei 
reeUen  Punkten,  jede,  für  welche 
yi<y<yi  ist,  in  zwei  ima- 
ginären Punkten,  die  beiden 
Parallelen,  fttr  welche  y  =  yi 
und  y  =  y^'  ist,  schneiden  £e 
Kurve  in  zwei  zusammenfallen- 
den Punkten  mit  den  zugehörigen 
Abscissen  x^  und  x^,  wobei  x^, 
^if  yi,  y/  die  Bedeutung  von 
Gleichung  14)  und  16)  haben, 
wenn: 

und  B*  —  ^AC>0  ist. 
(siehe  Figur  8). 
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Figur  8. 


Nun  Stimmen  aber  die  beiden  Ausdrücke: 

(BE^2CDy  —  (B^  —  AÄC!){E^  —  4:CF) 

und     (BD  —  2AE/  —  {B*  —  ^AC)(D^  —  4:AF), 

F%^  7.  von  welchen  in  Frage  2   und 

3  die  Unterscheidung  abhängt, 
nach  Erkl.  6  miteinander  über- 
ein bis  auf  die  Faktoren  A  bezw. 
C.  Wenn  also  A  und  C  gleiches 
Vorzeichen  haben,  so  besitzen 
auch  jene  beiden  Ausdrücke 
gleiches  Zeidien,  folglich  sind 
die  beiden  mittleren  Fälle  in 
Frage  2  und  3  identiscL  Dies 
ti-itt  ein,  wenn  JB*  — 4^C<0, 
oder  4-4C>Ä*,  also  grösser 
als  ein  Quadrat,  somit  positiv 
ist.  Wenn  dagegen  J3*  —  4iAC 
<  0  ist ,  so  können  A  und  C 
entweder  gleiches  oder  un- 
gleiches Vorzeichen  haben.  Be- 
sitzen sie  gleiches  Zeichen,  so 
trifft  dies  auch  bei  jenen  Aus- 
drücken zu,  daher  sind  dann 
die  Bedingungen  für  die  ersten 
Fälle  der  Fragen  2  und  3 
identisch;  haben  sie  ungleiches 
Vorzeichen,  so  entspricht  die 
Bedingung  für  den  ersten  Fall 
der  Frage  2  demjenigen  für 
den  vierten  Fall  der  Frage  3 
und  umgekehrt 

Ueberdies  wird  es  sich  in  der 
Folge  zeigen,  dass  die  Unter- 
scheidung des  ersten  und  des 
vierten  Falles  nur  von  der  Lage 
des  Koordinatensystems  her- 
rührt. 

Man  hat  somit  im  wesent- 
lichen drei  Klassen  zu  unter- 
scheiden, nämlich  1)  durchweg 
imaginäre ,  2)  geschlossene, 
3)  aus  zwei  getrennten  Aesten 
bestehende  Kurven  zweiten  Gra- 
des. 

ErkL  5.    Es  ist: 

=  4.C{ÄEi  +  CD^  +  FB^  —  BDE^4ACF). 
Ferner  ist: 

(BZ)  — 2^-E0*-(^  — 4ilC)(l>8  — 4^F) 

=Z'^4cÄBDE+^Ä^Ei  +  AB^AF+^ÄCD^—16Ä^CF 

=^  4Ä  (AE^  +  CDi  +  FBi-^BDE—  4ACF), 
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Setzt  man  für  den  gemeinsamen  Faktor  snr  AbkOizung: 

G=:z(^AEi  +  CDi  +  FBi''BDE--4ACF) 
so  lanten  die  Bedingungen  in  Frage  2: 

Fall  a):     CC?<0,  B«  — 4^C>0: 

„      b):     Cö<0.  B«  — 4^C<0: 

„      c):     Cö>0,  ^  — 4^C<0: 

„     d):     CG>0,  B2--4^C>0. 

Die  Bedingungen  in  Frage  3  sind: 

Fall  a):     ^G<0,  B«  — 4-4C>0i 

„      /J):     ^Gf<0,  5«— 4^C<0: 

„     y):    ^(?>0,  B«  — 4^C<0: 

„     J):     ^ö>0,  -B2  — 4^C>0, 

Wenn  nun  J8ä  — 4^(7<0,  so  ist  4AC>B*,  also  jedenfalls  positiy,  d.  h.  ii  und  C 
haben  gleiches  Vorseichen,  d.  h.  also:  die  Bedingungen  der  Fälle  b)  und  /9),  ebenso  c)  und  y) 
sind  dieselben. 

Ist  ^  — 4ui(7]>0,  so  ist  AC  entweder  positiv  oder  negativ,  im  ersten  Falle  ist  Be- 
dingung a)  identisch  mit  a)  und  d)  mit  d),  im  andern  Falle  ist  a)  identisch  mit  d)  und  d) 
mit  «). 

Erörterung  3.  Aus  Frage  2  iind  3  ergiebt  sich,  dass  jede  Kurve  zweiten 
Grades  von  jeder  Parallelen  zu  einer  der  Achsen  in  zwei  (reellen,  imaginären 
oder  zusanunenfallenden)  Punkten  geschnitten  wird. 

Dieses  Eesultat  ist  allgemein: 

Jede  Gerade  schneidet  eine  Kurve  zweiten  Grades  in  zwei 
Punkten,  welche  reell,  imaginär,  verschieden  oder  zusammenfallend  sein  können. 
Denn  die  Koordinaten  des  Schnittpunktes  von: 

mit    ax-{-by-\-l  =0 

erhält  man  als  die  Wurzeln  zweier  Gleichungen  zweiten  Grades,  welche  da- 
durch aufgestellt  werden  kOnnen,  dass  man  je  eine  der  Unbekannten  eliminiert 
Die  nächste  Aufgabe  ist  nun  die,  die  verschiedenen  Formen  zu  studieren, 
unter  welchen  die  Gleichung  zweiten  Grades  auftreten  kann,  und  die  geome- 
trischen Eigenschaften  zu  erforschen,  welche  durch  diese  Formen  repräsentiert 
werden.  

B.  Das  Geradenpaar. 

Erörterung  4.  Einer  der  einfachsten  Fälle  der  Linien  zweiten  Grades 
ist  derjenige,  wo  der  linke  Teil  der  zugehörigen  Gleichung  als  das  Produkt 
zweier  Ausdrücke  ersten  Grades  erscheint,  der  also: 

1)  .  .  .  Ax^-j-Exy^Cy^  +  Dx-^Ey-i-F 

=  (ai«+/*iy+yi)(«2^+/?2y+y2)  =  ^ 

ist,  und  zwar  für  jedes  beliebige  x  und  y. 

Die  geometrische  Bedeutung  dieser  Forderung  ist  die,  dass  die  Kurve 
zweiten  Grades  aus  zwei  geraden  Linien  besteht,  deren  Gleichungen  dann 
aiX+/?iy+y,  =  0  und  cc^^ -j-- ß2V ^ Yi  =^  ^  sind;  denn  jedes  Wertsystem  x 
und  y,  welches  eine  der  letzten  Gleichungen  beMedigt,  genügt  auch  der  Gleichung 
zweiten  Grades,  d.  L  jeder  Punkt  auf  einer  der  beiden  Geraden  ist  auch  Punkt 
der  Kurve  zweiten  Grades. 

Da  andererseits  eine  Kurve  zweiten  Grades  von  einer  beliebigen  Geraden 
nur  in  zwei  Punkten  geschnitten  wird,  ebenso  wie  ein  Geradenpaar,  so  kann 
eine  Kurve  zweiten  Grades,  wenn  ihre  Gleichung  in  zwei  Faktoren  ersten  Grades 
zerfällt,  nicht  noch  einen  weiteren  Linienzug  enthalten. 
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^  Erörtenmg  5.  Offenbar  moss,  wenn  der  linke  Teil  der  Gleichung  zweiten 
Grades  in  zwei  Faktoren  zerfallen  soll,  zwischen  den  Koeffizienten  A,  B,  C,  D, 
Ey  F  eine  Bedingongsgleichung  bestehen.  Um  diese  aufzufinden,  denke  man 
sich  die  Gleichung  zweiten  Grades  nach  y  aufgelöst  (siehe  Frage  2): 

^~  2C      ^  2C  *         • 

Soll  nun  der  durch  die  Koordinaten  a?,  y  bestimmte  Punkt  einer  der  Ge- 
raden Oi-P+Z^iy  +  yi  =  0  oder  a^x -{- ß^y -j- y^  =  0  angehören,  so  muss:     • 

y  = ^     '  ^'    oder  y  = '  J  '^ 

sein,  d.  h.  die  aus  der  Gleichung  zweiten  Grades  berechnete  Ordinate  y  muss 
die  Form  haben :  y  =  mx-\-n.  Dies  ist  aber  nur  dann  möglich ,  wenn  die 
Wurzelgrösse  vom  ersten  Grade  ist,  d.  h.  wenn  der  Ausdruck  unter  dem  Wurzel- 
zeichen dn  vollständiges  Quadrat  ist  Dazu  ist  (siehe  Blind,  Lehrbuch  der 
quadratischen  Gleichungen)  nötig,  dass  der  Koöffizient  von  2x  das  Produkt  aus 
den  Quadratwurzeln  der  Koeffizienten  von  x*  und  afi  ist,  oder  dass: 

BE—  2CD  =  ±  V£'  — 4^C.  VE^  —  4cCF, 
d.  h.  dass: 

2)  .  .  .  (5^-2CD)^  — (£*  — 4^C)(^  — 4CiO  =  0. 

Ein  analoges  Besultat  erhält  man  durch  Auflösung  der  allgemeinen  Glei- 
chung nach  x: 

_       By-{-D   ^V(B^  —  4AC)y^  +  2(ßD  —  2AE)y+(D*  —  4.AF) 

^~  2A~-  2Ä  ' 

soll  X  vom  ersten  Grade  sein,  so  muss: 

BD  —  2AE=  ±  yB*  —  4:AC'  MD^  —  ^AF 
oder: 

3)  .  .  .  {BI)  —  2AEf  —  {B^  —  ^AC){I)''  —  ^AF)  =  ^  sein. 

Nach  Erkl.  5  ist  aber: 

r(^^— 2Ci))«— (£2  — 4^C)(J5?^-4(7iO  =  4C.6? 

4)  .  .  .  ^{BD  —  2AE)  —  {ß''  —  A.AC){jy'^^AF)  —  4.A^G 

wo      G  =  AE^^CD^  +  FB^'^BDE—4ACF 

Da  nun  im  allgemeinen  A  und  C  von  Null  verschieden  sind,  so  erhält  man 
als  Bedingung  dafär,  dass  die  Kurve  zweiten  Grades  in  ein  Geraden- 
paar zerfällt: 

5)  .  .  .  G  =  AE^-^CD^-^FB^  —  BDE—4:ACF=0. 

Es  fragt  sich  aber,  ob  es  nicht  hinreicht,  wenn  sowohl  -4,  als  C  =  0  ist, 
aber  G  von  Null  verschieden  ist.  In  diesem  Falle  hätte  die  allgemeine  Glei- 
chung die  Form: 

Bxy-\-Dx^Ey-\-F=  0, 
also: 

_        Dx-\-F 

y—       Bx^-E' 

Diese  Gleichung  ist  nur  dann  vom  ersten  Grade,  wenn  entweder  die  Grösse 
X  im  Nenner  verschwindet,  d.  h.  wenn  B  =  0  ist,  oder  wenn  y  konstant  wird, 
d.  h.  wenn  Dx-\-F  ein  Vielfaches  von  Bx-^E  ist,  d.  h.  wenn  B:E=D:t 
oder  BF—DE=0  ist. 
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Die  erste  Bedingung  würde  die  Gßeichnng  zweiten  Grades  ohne  weiteres 
zu  einer  Gleichung  ersten  Grades  machen,  die  zweite  nadi  Division  mit  Bx-^-E. 
Beide  Bedingungen,  sowohl  -4  =  0,  J8  =  0,  C=0,  als  u4  =  0,  C=0, 
BF —  DE=0  sind  fibrigens  als  Spezialfälle  schon  in  6)  enthalten  and  folgen 
daraus,  wenn  man  Ä  =  C=:0  setzt  Demnach  ist  5)  die  ausreichende  Be- 
dingung für  das  Zerfallen  der  Linie  zweiten  Grades  in  ein  Geradenpaar. 

Aufgabe   1.     Unter    der  Voraus- 
setzung, dass  die  Kurve  zweiten  Grades: 

6)  .  .  .  ^a;«  +  £aty  +  Cy*  +  7)a;  +  %  +  i<  =  0 
in   ein   Geradenpaar   zerfällt,  die  Be- 
ziehungen zwischen  den  Koeffizienten  in       AnflSsniig.   Multipliziert  man  beide 
der  Gleichung  6)  und  den  Gleichungen  Gleichungen  7)  miteinander,  so  erhält 
der  beiden  Geraden: 


aufzustellen. 


man: 

H-0»iy2+i?2yi)y+yiyi  =  ö. 

Soll  diese  Gleichung  mit  der  GL  6) 
identisch  sein,  so  mfissen  die  KoSffi- 
zienten  gleich  hoher  Potenzen   von  x 

Erkl.  0.     Quadriert  man  die  vierte  Qlei-  und  y  einander  gleichen,  also: 


chiug  von  9)  und  zieht  davon  das  vierfache 
Produkt  der  ersten  nnd  letzten  ah,  so  erhält 
man: 

Quadriert  man  ehenso  die  fOnfte  Gleichung  ^) 
und  zieht  davon  das  vierfache  Produkt    der 
dritten  und  letzten  ah,  so  erhält  man: 

Aus:  

«ly» - «t/i  =  ±  yi>«  — 4^F, 

erhält  man: 


«iy2  =  4-(^±/^«-42F), 


10) 


«1/2-1-02/1  =  A 

/?iy2+/?2yi  =  ^, 
yiy2  =  ^- 

Hieraus  erhält  man  (siehe  Erkl.  6) : 
«iy2  =  j(^±V2)*-4^J^) 
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ehenso: 

Setzt  man  voraus,  dass  die  oheren  Vor- 
zeichen in  Gl.  10)  mit  den  oheren  in  Gl.  11) 
zusammengehören,  multipliziert  die  erste  Glei- 
chung von  10)  mit  der  zweiten  von  11)  und 
die  zweite  von  10)  mit  der  ersten  von  11)  und 
addiert,  so  erhält  man: 

=  -i^  (z)  -[-  y/m-'^AF)  (e—  Ve^—^cf) 
-f-  -i-  (z)  —  >/5«— 4^f)  {e+ Ve^  —  ^cf), 


11) 


«2^1  =  ^(^T  VI)^  —  4:IF) 


•    •   \ 


Es  ist  daher: 

«1  =  -^ (J!>±  VW^^TJF) 

a3=-l-(i)TVD»_4i7) 
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oder: ofler  mit  BäcksiGht  auf  die  letzte  Glei- 

ABF=:z2DE--2\/'Di'-AÄF*YE^--4cCF  chUHg  VOn  9): 
oder: 


Nimmt  man  dagegen  das  obere  Voraeichen 
.in  Gl.  10)  mit  dem  untern  in  Gl.  11)  zusammen, 
80  erhftlt  man  anf  gleiche  Weise: 

Quadriert  man  diese  Gleiehtmg,  so  ist:  12) 

(iDE—2BF)*  =  (D2  — 4^^(J5«  — 4CF) 

oder: 

'-4BDEF+4B»Fi  +  ^CL»F+AAEiF 

—  16^CF«  =  0 

oder  nach  Division  durch  4F: 

AE^+CIß  +  FBi--BDE'^4ÄCFz=0; 


Yi  = 


2F 

2^2 


ft  =  -^  {E+  VE'  —  ^CF) 


man  erbsit  also  die  Bedingungsgieichung  5).         DaJier  werden  die  Gleichungen  des 

G^radenpaares  entweder: 

({D-^Viy'^4ÄF)x+{E+VE'  —  ACF)y'}-2F=0 

'  \{D^VD*  —  4ÄF)x^{E—VE^-^4CF)y'^2Fz=0 

oder: 

Ul>+yD*-^iAF)x  +  {E—VE*  —  ACF)y  +  2F=0 

^  '  '  '\{D—VD^  —  4ÄF)x-i^{E+VE'-4CF)y  +  2F=0. 

Multipliziert  man  die  erste  Gleichung 
von  10)  mit  der  zweiten  von  Gl.  11), 
die  zweite  von  Gl.  10)  mit  der  ersten 
von  Gl.  1 1)  und  addiert ,  so  erhält  man 
unter  Berücksichtigung  der  zweiten  und 
vierten  Gleichung  von  9): 

14)  .  .  .  DE-'2BF=±VD*  —  4:ÄF'VE^  —  4:CF 

wo  das  obere  Vorzeichen  im  Fall  von 
13  a),  das  untere  im  Fall  von  13  b)  gilt. 
Da  diese  Gleichung  eine  Bedingung 
zwischen  den  Koeffizienten  in  der  Glei- 
chung zweiten  Grades  enthält,  so  muss 
sie  mit  GL  6)  identisch  sein;  man  sieht 
dies  auch  (siehe  Erkl.  6),  wenn  man  sie 
quadriert  und  durch  AF  dividiert 

Anmerkung  8.  Aus  den  Oleichongen  13  a)  und  13b)  ist  ersichtlich,  dass  die  Geraden 
beide  imaginär  werden ,  wenn  eine  der  Wurzehi  Yd^^AäF  oder  Ye^  —  4 CF 
imaginär  ist. 

Da  eine  reelle  Grösse  (DE — 2 BF),  durch  eine  imaginäre  dividiert,  etwas 
Imaginäres  ergiebt,  so  folgt  ans  Ol.  14),  dass  stets  beide  Wurzeln  imaginär  oder 
beide  reell  sein  mUssen. 

Aufgabe  2.  Die  Koordinaten  des 
Schnittpunktes  der  zwei  Geraden  anzu- 
geben, in  welche  die  Kurve  zweiten 
Grades  unter  der  Bedingung: 

G  =  AE'-^CD^-\-FB^~BDE 

—  AACFzzzO       Anflösnng.     Die  Gleichungen  der 
zerf&Ut  Geraden  seien  nach  Gl.  13a): 
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x(D-j-VD^  —  4AF)  +  y{E'\-VE'  —  4:CF)-\-2F=  0 

x{D—VD^  —  4:AF)+y{E^VE^  —  4.CF)'^2F=0. 

£rk1.  7.     Subtrahiert  man  die  Gleichungen        Löst  man   diese  Gleichungen  nach  X 
der  beiden  Geraden,  so  erhält  man:  ^jj^  y  ^uf ,    SO    erhUt  man  die  Koordi- 

\/Di  —  4.ÄFx+  y£2  — 4CFy  =  0  naten  des  Schnittpunktes. 

daraus:                Die  Auflösung  wii:d  bequemer,  wenn 

x^__  VE^  —  ^cJ^  man  die  Gleichungen  zuvor  addiert  und 

y           Yiß'-AAF  subtrahiert : 

_       YW^4cCF'Vl>^'-AÄF  Dx-^  Et/-\-2F=:0 

oder  mit  Bücksicht  auf  die  erste  Gleichung  m  _  .j.       j.  i^i  •  i. 

Ql  14).  aus  der  zweiten  dieser  Gleichungen  er- 

x^  __      DE—2BF  hält  man  mit  Bäcksicht  auf  Gl.  14): 

y  ""       Di-4ÄF'  x_       DE  —  2BF     . 

x—^{DE^2BF)'Q  y  ~         D^  —  AAF^ 

y  =  (/>«  — 4 uiF)«^  diese  mit  der  eraten  kombiniert,  giebt: 

und   diese  Werte  in   die  durch  Addition  der  ^  j)^ 2BF 

Gleichungen  18  a)  erhaltene  Gleichung: 

Dx+Ey  +  2F:=zO  15) 

ein,  so  eigiebt  sich: 

p(—  D^E  4- 2BDF+D*E—4:ÄEF) 

+  2F  =  0 

1 


X 


"  BD  —  2AE 

_  D^  —  4:Af 

y~       BD  —  2AE' 


Man  erkennt  daraus,  dass  der  Schnitt- 
^  ^  ""  BD-^QAE'   ^*^^^"  punkt  des  Geradenpaares  stets  reell  ist, 

DE^2BF  wenn  auch  die  Geraden  selbst  imaginär 

^ ~  BD'^2AE'  werden. 

__  __  pi'-AAF  Wären  die  Gleichungen  des  Gteraden- 

^  ~"  ""  bD'-2äE'  paares  nach  13b): 

rr(/)+Vi)«-4ZF)  +  y(^— V^  — 4Ci^O  +  2F=0 

x{D  —  VD^  —  4AF)-^y{E-\-VE^  —  4CT)-{-2F=0, 

so  würde  man  auf  die  gleiche  Art,  unter 
Zuhilfenahme  der  zweiten  Gleichung  von 
19)  dieselben  Werte  för  die  Koordi- 
naten des  Schnittpunktes  erhalten. 

Anmerkung  4.    Wenn  BD  —  2ÄE=0  ist,  so  muss  wegen  Gleichung  14)  entweder 
Z>^  — 4^i^=0,  oder  J^  — 4Ci^=0  sein. 

Ist  D*  —  4  ^  F  =  0 ,  so  erhält  man  durch  Division  der  beiden  Gleichungen : 

2AE  =  BD 

iÄF=D^ 
die  weitere  Gleichung: 

DE=2Bli 
oder: 

BE'-2BF=^0, 

Es  werden  also  die  Koordinaten  des  Schnittpunktes  der  beiden  Geraden,  welche 
durch  die  Gleichungen  15)  angegeben  sind,  unbestimmt,  ein  Fall,  auf  welchen 
später  zurückgekommen  werden  soll. 

Ist    dagegen   BD  —  2ÄE  =  0   und  E^  —  4(7F=0,    so    kann   man  die 
Gleichung  5)  so  schreiben: 

Ä(E^  —  4CF)  +  CD^  +  FB^  —  BDE  =  0, 
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voraus  folgt: 

CD2  +  FJ5«  — J9D£=0; 

aber  es  ist  (7  =  -rw\  dies  eingesetzt  giebt: 

B^E^  +  iB^F^  —  A:BDEF=0 
oder: 

(Di;— 2J5iO^  =  0, 
oder: 

aach  in  diesem  Falle  wird  also  eine  der  Koordinaten  des  Scbnittpnnktes  unbestimmt, 
da  im  Werte  von  x  der  Zäbler  und  Nenner  verschwindet. 
Aus  den  drei  Gleichungen: 

2BF=DE 
folgt  durch  Multiplikation: 

oder: 

Anmerkung  5.  Setzt  man  voraus,  dass  die  Grössen  A,  C^  F  von  Null  verschieden  sind, 
so  erhält  man  durch  Multiplikation  der  Gleichung  5)  mit  4^,  4C,  ^F  nach  Glei- 
chung 4)  und  Erkl.  6  die  Gleichungen: 

(BD  —  2ÄFrf=^{J^'-^ÄC){D^'-iAF), 

{BE  —  2  CDf  =  (B^  —  iAC)(E^  —  iCF), 

(DE^2BF)^  =  (Z)2  --AAF)  {E^  —  iCF). 

Aus  diesen  drei  Gleichungen  ersieht  man  sofort  das  Resultat  von  Anmerkung  4): 
Ist: 

E^-^iCF  =  0, 
so  ist: 

BE—2CD  =  0 
und 

DE—2BF=0. 
Ist: 

i>2  — 4-4J  =  0, 
80  ist  auch: 

BD^2AE  ==0 
und 

DE'-2BF=0; 

wenn  nun  im  ersten  Falle  auch  noch  BD  —  2AE  =  0  ist,  so  muss  wegen  der 
ersten  jener  Gleichungen  auch  noch  J9*— 4-4(7  =  0  sein. 

Es  ist  also  unter  der  Voraussetzung  E^—iCF=  0  und  BD  —  2AE  =  0 
auch  noch  BE---  2CD  =  0,  DE—  2BF=  0  und  ^  —  iAC  =  0,  dagegen  unter 
der  Voraussetzung  D«  —  iAF=  0  und  BD  —  2AE=^0  nur  noch  DE—2BI  =  0, 
dagegen  jB^— 4^C  und  BE—2CD  von  Null  verschieden.  Im  folgenden  soll 
zunächst  vorausgesetzt  werden,  dass  die  drei  Grössen  B^  —  4-4C,  D^  —  AAF, 
E^  —  4  CF  von  Null  verschieden  sind. 

Aufgabe  3.  Wenn  eine  Kurve  zwei- 
ten Grades  in  ein  Gei^adenpaar  zerf^lt,       Auflösung,   Nach  dem  I.  Teil  dieses 
die  Gleichungen  der  Winkelhalbierenden  g^^^^g  (^j^j^f  ^^^^^^^  22)  erhält  man 
anzugeben.  ^j^    Gleichungen    derjenigen    Geraden, 

welche  die  Winkel  zwischen  zwei  durch 
ihre    Gleichungen    gegebenen   Geraden 
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16) 


'(■ 


m 


Vm»+M^ 


halbieren,  wenn  man  die  letzteren  addiert 
und  subtrahiert,  nachdem  man  diese 
Gleichungen  vorher  auf  die  Normalform 
dadurch  gebracht  hat,  dass  man  die  linke 
Seite  durch  die  Quadratwurzel  aus  der 
Summe  der  Quadrate  der  Koefiäzienten 
von  X  und  y  dividiert 

Man  erhält  daher  als  Gleichungen  der 
Halbierungsgeraden : 


=  0, 


wo  m,  71,  m^,  92 j  die  Eogfi&denten  von 

Erkl.8.  Wenn  die  Geraden  iniMrinÄr  sind,  ^^  und  y  in  den  Gleichungen  13  a)  be- 

kann  man  allerdings  geometrisch,  d.  h.  anschan-  j^„a  o  / 

lieh  im  Sinne  der  Geometrie  der  Alten,  keine  ^®u«6n.  .  a    .  j    i_ 

Parallelen  sn  ihnen  ziehen;  der  Ansdrnck  „eine        Diese  Gleichungen    Sind  jedoch   sehr 

Parallele  En  einer  imaginären  Geraden  riehen"  wenig    übersichtlich,     deshalb    soll    im 

bedeutet  eben  nichts  Anderes,  als  nach  den  folgenden  die  Aufgabe  auf  andere  Weise 

gleichen  Formeln  wie  bei  reellen  Geraden  die  ,    ^    ^  ,.  ^^  j« 

Gleichnng  einer  Geraden    anfeusteUen  (nnbe-  Denanaeil  wertten: 

kümmert  darum,  ob  sie  reell  ist  oder  nicht),        Man   denke   sich   (s.  Figur  9)  durch 

welche  aus  der  Gleichung  der  imaginären  Ge-  den  Eoordinatenursprung  Parallelen  zu 


gäbe  18  und  Anmerkung  18). 


und  Anmerkung  18: 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


Der  ansführliche  Prospekt  und  das  ausführliche  In- 

haltsyerzeichnis  der  ,,yollständig  gelösten  Aufgabensammlung 
von  Dr.  Ad.  Kleyer**  kann  von  jeder  Buchhandlung,  sowie  von 
der  Verlagshandlung  gratis  und  portofrei  bezogen  werden* 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschDüten  und  gut  brochiert,  um  den  sofortigen  und  dauern- 
den Gebrauch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeicbnis,  Berichtigungen 
und  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreise  von  25  Pfg.  pro  Heft. 

5).  Die  Beihenfolge  der  Hefte  im  nachstebenden ,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  ans  dem  Prospekt  ersichtlich,  ohne  jede  Bedeutung 
fUr  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  Alles,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formek  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  für  Schüler  aller  Schulen,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vorzüglichste  Lehrbuch 
sum  Selbststudium,  das  vortrefflichste  Nachschlagebuch  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art, 

8).  Alle  Buchbaiidlnngen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


Das  vollständige 

InhaltsYerzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  Über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Druck  von  Carl  Hammer  in  Stuttgart. 
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-  nebst  Anhangen  ungelöster  Äafgaben  fnr  den  Schnl-  &  Selbstunterricht  - 

I  mit  '  ' 

I  Angabe  oad  Entf  icUnng  der  benutzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  und  intf  orten 

erläutert  durch  ^ 

viele  Holzschnitte  &  lithograph.  Tafeln, 

aus   allen   Zweigen  is 

der  Beehenkunjst^  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  q.  sphärischen     11 

1    Trigonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  u.  höheren  Mathematik  (höhere  Analysis,     is 

I    Differential-  n.  Integral-Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Raumes  etc.);  —     | 

g    aus  allen  Zweigen  der  Physik 9  Mechanik,  Graphostatik,  Chemie 9  Geodäsie,  Nantik,     | 

mathemat.  Geographie,  Astronomie;  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenhahn-,  Wasser-, 

Brtteken-  n.  Hochhan's;  der  Konstrnktionslehren  als:  darstell.  Geometrie,  Polar-  u. 

Parallel-Perspectire,  Schattenkonstniktionen  etc.  etc. 

für 

Schüler,  Studierende,  Kandidaten,  Ijehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 

zum  einzig  richtigen  und  erfolgreichen 

Stadium,   zur  Forthülfe  bei  Schularbeiten   und   zur   rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften,  B 

1  herausgegeben  von 

I>p.  Adolph  Kleyer, 

Sl&them&tiker,  vereideter  königl.  preiiSB.  Feldmesaer,  vereideter  grossh.  heeBischer  Oeometer  I.  Klasse 

in  Frankfurt  a.  M. 

unter  Mitwirkung  der  bewährtesten  Kräfte. 


I  Fortsetzung  von  Heft  1276.  —  Seite  17—32.     Mit  1  Figur. 
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Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Heite  kann 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881, 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  ähnliches  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3 — 4 
Heften  zu  dem  billigen  Preise  von  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten' und  praktischsten  Anfgaben  aus  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik,  Physik, 
Mechanik  9  math.  Geographie ,  Astronomie ,  des  Maschinen- ,  Strassen- ,  Eisenbahn-, 
Brücken-  und  Hochbanes,  des  konstrukliren  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  Yollständi^ 
gellSster  Form,  mit  Tielen  Figuren,  Erklärungen  nebst  Angabe  und  Entwiekelong  der 
benutzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  L5sung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw«  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Eapi- 
teln  angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelösten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  Inhaltsrerieich- 
nis,  Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärungen  aber  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch -naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  I,  und  II.  Ord»,  gleich- 
berechtigten höheren  Bürgerschulen,  Priratschulen,  Gymnasien,  Bealgymnaaien,  Pro- 
gjmnasien,  Schullehrer -Seminaren ,  Polytechniken,  Techniken,  Baugewerksohulen, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn.  Torbereitungsschulen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  Universitäten,  Land-  und  Forstwissenschaftsschnlen, 
Militärschulen,  Torbereitungs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  ffir  das  Eii\|ährig-Frei- 
willige-  und  Offlziers-Examen,  etc. 

Die  Schiller,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese,  Schritt  ffir  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  zum  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lösen,  die  ge- 
habten Begeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  verwerten.  Lust,  Liebe 
und  Yerständnis  für  den  Schul-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingeniearen,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praklischen  in  allen  Berufls- 
zweigen  rorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Terwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben« 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreflfen,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.,  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart.  Die  Yerlagshandlung. 
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17) 


cos  <jp] 


stn  (pi  =  — 


tff(pi  = 


COStf^  =  — 


stnq>2  =  — 


Die  Ndgangs'winkel  tp,^  nnd  w^  ihrer 
Normalen  gegen  die  positive  ^-Achse 
werden  nach  Teil  I,  Aufgabe  16  dorch 
die  Gleichungen  bestimmt: 

D+\D*—4t~lF 

E-\-VE*  —  4CF 

V{D  4- V]Ö^34ZF)*+ (jE;+  V£»  -  4CFy 
E^VE*  —  4CF 


D-{-VD*  —  4:uiF 


D—Viy  —  'iAF 


YiD—  VD^-4:AFf-\-{E—VE'  —  'iCF) 

E—  Ve*  —  acf 


t9<Pi  = 


V(2)—  V/)*  -  4.AFf  +  (^—  VI? 
E—VE'  —  ACF 


ACF) 


2 


D—VD^'^4:ÄF    ' 


Erfcl«  9.    Bei  einer  imaginären  Geraden  hat         Sei  nun  w   der  Winkel,  welchen  die 

es  keine  anschanüche  Bedeutnng    von  ihrer  Normale  von  einer  der  beiden  Winkel- 

Richtung  oder  denenigen  ihrer  Normalen  za  ,    ,, .         ,  ,.  w       v  a   v«^ 

spreche?  oder  von  ihrem  Neigungswinkel  gegen  halbierenden  gegen  die  positive  X-Achse 

eine  Koordinatenachse,  nachdem  jedoch  imaginäre  bildet,  SO  ist: 


V  =  Y  ('Pi  +  ^2\ 


Geraden  durch  Gleichungen  definiert  sind,  welche 
dieselbe  Form  haben  wie  die  Gleichungen  von 
reeUen  Geraden,  so  ist  es  eine  logische  Kon- 
sequenz,   unter    dem    „Neigungswinkel    einer  also: 
imaginären  Geraden  gegen  die  X-Achse"  die-  2^/;  =  ^^-(-9)0, 

äTdir^Säg^T  MaSrSVradt  ^^^^'^'^^  ^^^^  Kleyers '  Goniometrie) : 

durch  ^eselbea  Rechenoperationen  erhalten  wird, 

wie  der  Neigungswinkel  einer  reellen  Geraden 

aus  ihrer  Gleichung.    Man  wird  also  auch  von 

den  goniometriflchen  Funktionen,  sin,  cos,  tang,  andererseits  ist  aber : 

eines  imaginären  Winkels  sprechen,  wenn  diese 

aus  der  (Heichung  der  Geraden  durch  dieselben 

Formeln  abgeleitet  sind  wie  die  goniometrischen 

Funktionen  eines  reellen  Winkels. 


ErU.  10.     Mit  Bücksicht   auf  die  Werte 
von  tgifi  und  tgtp^  wird: 

(/)  —  y^i>2  —  4^  F)  +  (^  -  V-B«  —  4  C?i^) 

(d + \//)a— 4i4F)] :  [(/>  +  VW^Täf) 

(Z)->^/>8  — 4^2?')]  =  (2  DE 

-'2Vl>i  —  4kAF  VE^-'ACF):AÄF 
oder  mit  Rtteksicht  auf  Gl.  14): 

femer  ist:  =*^^^=^^^=^^^ 

4CF         C 

l'-'tg(p,'tg<f^=z — -J-— 
Cranz,  AnalyüBche  Geometrie  der  Ebene.    II. 


daher  ist  (siehe  Erkl.  10): 
2  fgcp      _        B:A 


B 


l  —  tg^(p  ~  {Ä  —  C):Ä         A  —  C 

Man  erhält  somit  für  tgcp  die  Glei- 
chung: 

2{A  —  C)tg(p  =  B{l  —  tg'cf) 
oder: 

18)  .  .  Btg^(p+2(A  —  C)tgfp  —  B=0 

woraus : 

A^C 

19)  .  .  .  tg(p  = ^ — 
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Da  (^  — C)^  +  jB«  als  die  Summe 
der  Quadrate  zweier  reellen  Grössen 
stets  positiv  ist,  so  ist  der  Wert  von 
tgcp  stets  reell,  d.  h.: 

B  M    it     r»-    r-i  •  u  n    A  Zwei  Geraden,  mögen  sie  reell 

Erkl.  IL     Die  Gleichung    einer  Geraden,      ,         .  .    „  •        v    v  x    i. 

welche  durch  den  Punkt  x^,  y,  geht  und  zu  «der    imaginär    sein,    haben   stets 
der  gegebenen  Geraden :  ein  reelles  Paar  von  Winkelhai- 

ax  +  fty  +  c  =  0  bierenden. 

parallel  läuft,  ist  nach  Teil  I,  Angabe  26:  Multipliziert  man  die  beiden  in  For- 

ax-^hy  —  {ax^  +  fty,)  =  0.  mel  19)  enthaltenen  Werte  von  tg<p  mit- 

Der  Schnittpunkt  des  Geradenpaares  hat  nach  einander,  SO  erhält  man  — 1,  d.  h.  die 

Angabe  2  die  Koordinaten:  beiden   Winkel,    welche    die   Winkel- 

DE—2BF      __  D^'-^ÄF  halbierenden  gegen  die  X-Achse  bilden, 

BD^2AE'        BD  —  2AE'  sind  um  90^  verschieden.    Daher  ent- 

Folglich  wird  die  Gleichung  der  Winkel-  spricht  der  eine  Wert  von  ^^r  qp  der  einen, 

halbierenden: ^je^  andere  Wert  der  zweiten  Wiakeh 

Bar  — (ii  — C)y  +  V^(^  — C>8  +  J?2y  halbierenden  des  Geradenpaares.     Man 

DE'-2BF     (^-C)(2)2-4^F)   erhält  somit  füi-  die  eine  Halbierungs- 
BD  —  ^AE  BD  —  2AE         gerade: 

,    (D2^4AF)V(A-C)^  +  Bi  _^           ^                 —(A  —  C)4-V(A^C)^4-B^ 
^  BD^2AE  ""•  ^,9T  = ß ? 

Da  die  Quadratwurzel  V(i—  O)^  +  B^  reell  ftir  die  andere : 
ist,  so  sind  die  Halbierungsgeraden  eines 
(reellen  oder  imaginären)  Geradenpaares    ^^.^ 


_  —  (A  —  C)—V{A-^C)^-i-B^ 


stets  reell.  «^^  B 

Die  Gleichung  der  zu  den  Winkel- 
halbierenden des  gegebenen  G^raden- 
paares  parallel  durch  den  Ursprung  ge- 
zogenen Geraden  ist  also  nach  Teil  I, 
Anmerk  18: 


20)  .  .  .  Bx-[(Ä  —  C)^V(A  —  Cy  +  B^]i/  =  0. 

Folglich  ist  die  Gleichung  der  Winkel- 
halbierenden selbst,  welche  durch  den 
Schnittpunkt  des  Geradenpaares  geht 
(siehe  ErkL  11): 

21)  .  .  .  Bx-^[{A^C)+V{A-q^  +  B^]y^  ^^_^^^^[B{DE-2BF) 

+  (^-C)(/?*~4^F)=F(i92-4.4F)V(4-C)«  +  J5»]  =  0. 

Aufgabe  4.     Den  Winkel  zu  be- 
stimmen, welchen  die  beiden  Geraden       Auflösung.    Wenn  v  der  gesuchte 
bilden,  in  die  eine  Kurve  zweiten  Grades  Winkel  ist  und  cp^  und  ip^  die  Neigungs- 
zerfallen kann.  Winkel  der  Normalen  zu  den  beiden  Ge- 
raden gegen  die  positive  A"-Achse  be- 
deuten, so  ist: 

daher : 

l-^tgcprfffrr 
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Erkl.  12.    Es  ist: 

tffw*  —  tfffPi  = ■ — , 

D^V^  —  ^^F         D+VW^^4tAF 

__  (E—VEi'^4CF)(D  +  V'Di'-^ÄF)'-'iE+VE'^^4CF)(D  —  VDi  —  ^ÄF) 

_   2EVW^AäF  — 22)]/^2  — 4CF    _  EVDi  —  AÄF  —  D  y/E^  —  ^CF 

""  A.AF  ""  ^AF 

femer: 

^^V,-*i^y.  =  -?- (siehe  Erkl.  10)  SeM  man  ^r  tg<f,   und   f^^),   die 

A  ^  aus   Gleichung   17)    zu   entnehmenden 

^^^''  AA-c  Werte  ein,  so  erhält  man  nach  einigen 

1  +  '^yr<^v»  =  — ^j — I  Umformungen  (siehe  Erkl.  12): 

also:  22)  .  .  .  tgv^=^ 
tg^t-tgtp,  E  VD^  —  4:ÄF—  D  Vi?«  —  4C/ 

1  +  ig  Vi  tg^ 2F{A'{-q  ' 

=  ^^^"^il,':^^^^^——.         Dieser  Ausdruck  lässt  sich  aber  (siehe 
i:^uK*         A     /hm     •     A    A  .  Erkl.  12)   unter  Berücksichtigung  der 

Erhebt  man  den  Zfthler  ms  Quadrat,  so  er-  m«:«u L i  .i\    ,  ..^     ir\        ^  j«       • 

halt  man:  Gleichungen  14)  und    5)  auf  die  em- 

j^2(2)f  — 4^1?')4-1>2(je;«__4CF)  fächere  Form  bringen: 

—  2DE  y/jy^  —  ^AF  •  y/W^^lkCF         ^^^         /,_-!-  ^^^  —Tac 


oder  wegen  Gleichung  14):  /      •  •    y  ^__|«,(7        * 

^(D«-4^F)+i>«(^^--4C2^)  Die   beiden   Geraden   sind   parallel, 

^2DE(DE'-2BF)  wPTiTi  ?;  —  0    odpr- 

=:4F(BDE--AE2--CD^)  ^®™  V  —  V,  oaer. 
oder  wegen  Gleichung  5):  x?        *-ao  —  u 

=  42?'«(52-~4^c).  ist,  sie  stehen  aufeinander  senkrecht, 

Folglich  ist  der  Zähler:  wenn  f^r«?  =  ±  od  oder: 

ist. 


Aufgabe  5.  Die  Gleichung  des  Ge- 
radenpaares soll  unter  Benützung  der 
Koordinaten  seines  Schnittpunktes  auf        a   j«-^  ^  j  r  j- 

eine  einfachere  Form  gebracht  werden.  ^  ^^*f™f-    ^l  ^?J^^  V"^  ^,^^ 

^  Koordinaten  des  Schnittpunktes,  welche 


Erkl.  18.    Die  Gleichung: 
VW^TÄF-a-^  Ve^  —  ^CF'I  =  0 


nach  Aufgabe  3  die  reellen  Werte: 

DE—2BF 


a 


giebt  quadriert :  BD  —  iAE' 

(D^ - 4.AF) a«  +  (^2^4Ci?-)62  _    D^^AAF 

+  2a5l/2)8-4^F- V^^«~4Ci^  =  0;  BD  —  2AE 

aber  nach  Gleichung  14)  ist  das  Produkt  der  Nun  folgt  aus  den  beiden  Gleichungen 

beiden  Wurzeln  =  i)^-25F,  folglich  ist:  ^^  Geradenpaares  (siehe  Aufgabe  2), 

D^a^^En^-^2aiDE  wenn  man  darin  die  laufenden  Koor- 

A     ^.         ■"  /x^  •  K  "^f.^  "^      ^  ^    '  dinaten  ar,  y  durch  diejenigen  desSchnitt- 

da  aber  wegen  G^ichung  24) :  ^^^j^^^^   '^^^^^^    durch    Addition    und 

Bo  ist:          ^«  +  ^«»  =  -  22^,  Subtraktion : 

'z>2a«4-^6«  +  2a6Z)£r=4F2,  24)  .  .  .  Z^a  +  jE'A-f  22^  =  0 

folglich:  ^jjfl 
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die  letztere  Gleichung  giebt  quadriert 
unter  Berücksichtigung  der  Gleich.  14) 
(siehe  Erkl.  13): 

Erkl.  14.   Wenn:  oder  mit  Rücksicht  auf  GL  24): 

a(BD^2Äi:)  =  DE^2BF  mit  2Ä,       25)  .  .  .  Aa^  +  Bab  +  Cb^  - F=0. 
biBD  —  QÄE)  ^z^-D^+^ÄF  mit  B  ^  '  ' 

multipliziertwird,  so  erhält  man  durch  Addition:  ^  Schreibt  man  femer  die  Ausdrücke 
(BD-'2ÄEji2Äa+Bb)=:'^D(BD-~2AE)  ^^  die  Koordinaten  a  und  b  in  der 
oder:  Form: 

2Aa  +  Bh  =  -i>.  a(Bn  —  2AE)  =  /?£?—  2BF 

Erkl.  16.   Setzt  man  GL  26)  in  Gl.  24)  ein,  b{BD—2AE)  =  — i>*  +  4^i?, 

80  ist:  SO  erhält  man  durch  Elimination  von  F 

Eh  =  -2F+^Äa^  +  Bah,  (gjehe  Erkl.  14): 


26)  .  .  .  —D  =  2Aa'\'Bb 


aher  wegen  Gl.  25): 

0  =  — 2F  +  2^a2  +  2Ba6  +  2C6«, 

daher  durch  Snhtraktion:  hieraus  in  Verbindung  mit  Gleich.  24) 

JS?d  =  -Ba6-2C62,  ^^^  25)  (siehe  Erkl.  15): 

woraus  Gl.  27)  folgt  27)  .  .  .  —  jE=5a  +  2C6. 

Erkl.  16.    Die  Resultate  der  Ansahen  1,       Nun  lautet  die  Gleichung  des  Geraden- 

2,  5  gelten  sowohl  für  schiefwinklige  als  ftlr  paares: 

rechtwinklige  KoordinatCDsysteme,  das  Resultat    a^2  \    n^..  \  n..^  i    n^-  \    jp.,  \    ip      n 
von  Au^e  3  gut  nur  fOr  ein  rechtwinkliges  Äx'+Bxy+Cy  +/?a?+£y+i^=0, 

System,  dasjenige  von  Aufgabe  4  ist  awar  unter  ersetzt  man  hier  F  durch  seinen  Wert 

Jw/Ü^^J^ff   Ä  rechtwinkligen    Systems  ^us  Gleich.  25)   und   substituiert  für  D 
abgeleitet,  gilt  jedoch,  da  es  sich  um  emen  von        ,    r,  ,.     rrr  -u.^  m    o^\       a  c%n\ 

den  Koordinaten  unabhängigen  Winkel  handelt,  ^^^  ^  ^le  Werte  aus  Gl.  26)  und  27), 

allgemein.  SO  bekommt  man: 

Ax^'\-Bxy'{-Cy^  —  2Aax~Bbx  —  Bay  —  2Cby'\'Aa^-]-Bab'{-Cb^  =  Q 

oder: 

^(a;2  — 2ax4-a^+B(a:y  — 6ar  — ay  +  aft)  +  C(y»  — 2fty  +  y*)  =  0 

oder: 

28)  .  .  .  A{x  —  ay'-^B{x-a){tf'^b)-\-C{y  —  by=zO. 

Die  Bedingung  für  die  Möglichkeit 
dieser  Umformung  ist,  dass: 

BD—2AE^0 

ist  (siehe  Erkl.  16). 


Aufgabe  6.  Die  Gleichung  des 
Geradenpaares  auf  den  Schmttpu]±t  als 
Koordinatenursprung  zu  transformieren.       Auflösung.   Nach  Teü  I,  Aufgabe  1 

hat  man  nur: 

X=  x  —  a 

Y  =  y-b 
zu  setzen. 

Dann  geht  Gleichung  28)  in  die  fol- 
gende über: 

29) . . .  ^z«+i?zr+cr2  =  o. 

Anmerkung  6.    Die  Ableitung  der  Gleichungen  des  Geradenpaares  nach  Aufgabe  1  ist 
nicht  die  einzig  mögliche,  es  lassen  sich  dieselben  noch  unter  verschiedenen  anderen 
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Formen  darstellen.    Wenn  man  in  den  Oleichnngen  9)  sämtliche  übrigen  Grössen  in  ß^ 
ansdrückt,  so  erhält  man: 

A        .         C  F 


Ä^  +  C^^B,     C-^+F^^E, 


hieraas: 


also: 


folglieh: 


a,  Pj  pg  Yi 


_J[ 2AC Ä   __!£  -_  2C^ 


oder: 

Die  Gleichungen  des  Geradenpaares  werden  demnach: 

(5+  VB^  —  ^AC)x  +  2Cy  +  E+  VE^  —  ACF^  0, 

(B—  YB*  —  'iAC)x'{'2Cy  +  E'\-  VE^  —  ACF  =  0, 

unter  der  Bedingung:  

BE—2CD  =  +  VB^  —  ^AC'VE^—iCF; 
oder:  

(B  +  VB^  —  iAC)x  +  2Cy  +  E—VE^  —  4CF=0r 

(B-'VB^  —  iAC)x  +  2Cy  +  E+VE^-'iCF=0, 
unter  der  Bedingung: 

BE—2CD==  —  VB^  —  ^AC  •  VE^—4:CF. 

Die  Bedingungsgleichungen  erhält  man  durch  Einsetzen  der  Werte  von  a^^  y^j  a^j 
7i  in  GL  IV  von  9). 

Drückt  man  dagegen  alle  übrigen  Grössen  in  a^  aus,  so  wird: 

A        .         C  F 

«1  =  "T" »  Pl  =  "ä"  »   yi  = 


oder: 


«»  P«  ««  7s 


Ah.^C^^B,    Ä^  +  F^  =  D, 


\  a2  /  ^2  ^  ^2  '^  ^i 


woraus: 


2A        ^  2AC  2AF 


oder:  

^  __2£       ü  __  B+VB^  —  ^AC       ^  _  D  +  VD^  —  AAF 
^^%  2a^  2«j 

Die  Gleichungen  des  Geradenpaares  werden  somit: 

2Ja:  +  (B  +  V^  — 4^<7)y  +  ^  +  V^^*— 4^jP=0, 

2Ax  +  {B  —  VBI^  —  ^AC)y  +  D  —  VD'^  —  ^AF=^  0, 
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tmter  der  Beding:äng: 

oder:  

2^a?  +  (J9  +  /^  — 4^C)y  +  Z)  — V^D*-^  — 4^F=0, 

2Ax  +  {B  —  VBr"-^ÄC)y  +  D']-VD^  —  ^ÄF={), 

unter  der  Bedingung:  

BD  —  2äE=:--VB^  —  ^AC'  VD^  —  4:AF, 

Die  Bedingnngsgleichimgen  erhält  man,  wenn  man  die  Werte  von  ßn  y^  ß^t  7^  ^ 
Ol.  I  von  9)  einsetzt. 


30  a)  ...  I 


Anmerkung  7.    Die  yersehiedenen  Formen  der  Gleichungen  des  Geradenpaares  mit  den 
zugehörigen  Bedingnngsgleichungen  lauten  nun  zusammengestellt: 

2^ar  +  (jB  +  |/JB2— 4^C)y  +  2)  +  V^D«— 4^i^=0, 

2^a?  +  (J9  — /52_4^(7)y^2)  — VD^  — 4^F=0; 

Bedingungsgleichung:  

31a)  .  •  .  BD-'2äE  =  +VB^  —  ^AC'  VD^  —  ^AR 

i2Ax  +  (B  +  VB^-iAC)i/  +  D  —  VD^-iAF=0, 

^  '  '  '  \2Ax  +  {B  —  VB^—^AC)y  +  D  +  Vf>'^—^AF=0] 

Bedingungsgleichnng :  

31b)  .  .  .  BD-^2AE=-^VB'''-4AC'  VD^—4AF. 

oder:  ^__ 

i  {B  +  VB^—iAC)x  +  2Cy  +  E  +  VE^—iCF=0, 
32  a)  ...  <  ,—, '  '        '     , 

Bedingungsgleichung:  

33a)  .  .  .  BE''2CD  =  -\-VB^'-iAC'  VE^  —  4CF. 

UB  +  VB^  —  ^AC)X'\-2C!f  +  E  —  VE^  —  'iCF=0, 
^^  )  '  '  '  \(B  —  VB^  —  AAC)x  +  2Ct/  +  E+VE^^4CF=0; 

Bedingungsgleichung:  

33b)  .  .  .  BE  —  2CD  =  —VB^  —  4:AC'  VE^  —  ^CF, 

oder: 

i(D+VD^--iAF)x  +  {EJ^VW^^^TCF)y  +  2F==0, 

\{D  —  VD^  —  4AF)x  +  (E'-VE'^--^CF)y-\-2F=0] 

Bedingungsgleichung:  

35a)  ..  .  I)E^2BF=+VD^  —  4AF'  VE^  —  ^CF. 

UD  +  VD^—iAF)x  +  (E^VE*  —  iCF)i/  +  2F=:0, 

\(D'-Vl)^—'iAF)x  +  (E+VE^  —  iCF)y'\'2F=0] 

Bedingungsgleichung:  

35b)  ..  .  DE^2BF=  ^VD^  —  ^AF'VE'^--4tCF 

Anmerkung  8.   Unter  der  Voraussetzung,  dass  A,C,F^O  seien,  sind  nadi  Erörterung  5 
die  Bedingnngsgleichungen  der  Anmerkung  7  alle  in  der  Gleichung  5)  oder: 

AE^+CD^'\-FB^'-BDE^iACF^O 

enthalten  [vergl.  Gl.  4)  und  Erkl.  6]. 

Wenn  also  die  Gleichung  5)  besteht,  so  kann  das  Geradenpaar  in  Jedem  der 
sechs  Systeme  von  Gleichungen  ausgedrückt  werden.  Die  Systeme  a)  und  b)  der 
Anmerkung  7  sind  jedesmal  identisch,  wenn  die  Vorzeichen  der  Quadratwurzeln 
mit  Rücksicht  auf  die  zugehörige  Bedingungsgleichnng  angenommen  werden.   Diese 
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Identität  ergiebt  sich  auch  daraas,  dass  die  Schnittpniikte  beider  Systeme  dieselben 
Koordinaten  haben  (siehe  Aufgabe  2). 

Zwischen  den  drei  verschiedenen  Formen  von  Bedingnngsgleichnngen  lassen 
sieh  noch  einige  interessanten  Beziehungen  aufstellen. 

Multipliziert  man  die  Gleichungen  31a)  und  33 a),  so  erhält  man: 

(B^  —  iÄQVn^  —  AAF'  VB'  —  iCF 

=  {BD  —  2ÄE)(BE-^2CD)  =  B^DE—2BCD^  —  2ÄBE^  +  ^ACDE, 

=  2B^DE—2BCD^  —  2ABE^-\-4äCDE-''B^DE, 

=  2B{BDE—CD^  —  AE^)-{'^ACDE^B^DE,  oder  wegen  Gl.  5): 

=  2BiFB^  —  4ACF)  —  DE(B^''4AC), 

=  2BF(B^  —  4^C)  —  DE(B^  —  4-4(7) 

=  —  (^2  —  iAC)  {DE-'2BF), 

Man  erhält  somit  durch  Multiplikation  von  Gl.  31a)  und  33  a)  die  GL  35  b).  Ebenso 
folgt  aus  31a)  und  35  a)  die  Gl.  33  b),  aus  GL  33  a)  und  35  a)  die  GL  31b),  femer  folgt 
aus  GL  81b)  und  33  b)  die  GL  35  b). 

D.  h.  wenn  die  Vorzeichen  zweier  der  Quadratwurzeln 

VB^  —  ^AC,  VD^  —  ^AF,  VE*  —  iCF 
festgelegt  sind,  so  ist  damit  das  Vorzeichen  der  dritten  Wurzel  ebenfalls  bestimmt. 


36)  .  .  . 


Anmerkung  9.    Aus  Anmerkung  8  folgt: 

{{BD'^2AE){BE^2CD)=^—{DE—2BF){B^-^4AC), 
ebenso  ist: 

{BD  —  2AE)  {DE--'2BF)  =  —  {BE^2CD)  (D«  —  4AiO, 
(BE—2CD)(DE-^2BF)  =  '-{BD  —  2AE)\i^--'^CF), 

Femer  lässt  sich  die  Gleichung  5)  nach  einer  leichten  Umformung  auch  so  schreiben: 

37)  .  .  .  A[E^  —  ^CF)-]-C{D^  —  A:AF)  +  F{B^-^AC)=^BDE—SACf. 
Setzt  man: 

38)  .  .  .  (BD^2AE){BE~-2CD){DE'-2BF)^H, 
so  folgt  aus  GL  36): 

fB^-^4AC^—II:{DE^2BF)^ 
D^—4AF=--H:(BE'-2CD)^ 
E^'-ACF=^  —  H:{BD  —  2AEy. 

Aus  GL  5)  folgt  femer: 

AE^  —  CD'^  =  BDE+4ACF'-B^F—2CD^, 
oder : 

AE^^  CD^  =  D{BE^2CD)  —  F{B^  —  4^C), 

oder  wegen  GL  33) :  

AE^  —  CD«  =  VB^  —  4^C(+  D  VEt  —  4CF—FVB^  —  4.4 C) ; 

ebenso  ist  * 

AE^  —  B^F:=BDE+iACF--CD^'--2B^F, 
oder: 

AE^  —  B^F=:B(DE—2BF)  —  C{D^  —  4AF), 
oder  wegen  GL  35) :  

AE*'-B^F=VD^—AAF(±BVE^  —  iCF—CVD^'-^Ai^] 

ebenso  ist: 

CD^'-B^F=BDE  +  4ACF^AE^  —  2B^F, 
oder: 

CD^  —  B^F  =  B{DE—2BF)--'  A{E^  --  iCf^, 

oder  wegen  GL  35):  

CD^'-B^F=VE^--4CF(±BVD^—4tAF—AVE^''4CF). 
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Die  letzten  der  drei  Formeln  lauten  znsamm^igestellt: 

40)  .  .  .     AE^-^B^F^—VD^  —  ^AF(CVD^'^4tAF+BVE^'-4CF) 

CI)^  —  B^F:=:^VF^  —  4CF(AVE^  —  4:CF^^BVD*'-iAF). 

Das  obere  Vorzeichen  bezieht  sich  auf  die  Gl.  33  a)  nnd  35  a),  das  untere  auf  die 
GL  33  b)  und  35  b). 

Multipliziert  man  Gl.  31)  mit  E,  GL  35)  mit  ^,  so  erhält  man  durch  Subtraktion: 
2  (AE^  ^E^F)  =  VD^  —  4AF(E  Vm^^AC±  B  VE^^^CF). 
Das  obere  Zeichen  gilt  für  die  GL  31  b)  und  35  a),  das  untere  für  die  GL  81b)  und  35  b). 
Multipliziert  man  ebenso  GL  31b)  mit  E,  GL  33)  mit  D,  so  erhält  man: 

2 {AE^  —  C2)2)  =  VB^  —  ^AC {E  VD^  —  4AF± D VE^^^CF). 

Ebenso  erhält  man,  wenn  man  GL  33)  mit  D,  GL  35)  mit  B  multipliziert  und 
subtrahiert:  

2(CD^'--B^F)  =  +VE^'-4CF(DVB^  —  4:AC'{-BVD^  —  4AF). 

Das  obere  Zeichen  gilt  für  die  Gl.  33  a)  und  35  a),  das  untere  für  die  GL  33  b)  und  85  b). 
Die  Zusammenstellung  der  drei  letzten  Formeln  ist: 

2{AE^^B^F)=Vl)^—4AF{EVB^^iAC±BVE^-^iCF) 

41)  ...  '  2{AE^'^CD^)  =  VB^'-iAC{EVl)^—iAF±DVE^  —  ^CF) 

2(CD^  —  B^F)=z±Ve^-^4CF(DVB^—^AC+BV1)^  —  ^AF). 

Die  oberen  Zeichen  gelten  für  die  Kombination  33  a),  35  a),  31b),  die  unteren  für  die 
Kombination  33  b),  35  b),  31b)  (siehe  den  Schluss  der  Anmerkung  8). 

Durch  Kombination  der  GL  40)  und  41)  erhält  man  leicht  folgende  Formeln : 

EVB^  —  ^ACTBVE^  —  ^CF=—2CVD'^'-'^AF 

42)  .  .  .    eVd^  —  ^af+dVe^  —  ^cf=-^2fVb^'-^ac 

DVB^  —  ^AC+BVD^'-4:AF  =  +  2AVE^  —  iCF. 

Das  obere  Zeichen  gilt  für  die  GL  83  a),  35  a),  31b),  das  untere  für  die  GL  31b), 
33  b),  35  b). 

Anmerkung  10.  Mit  Hilfe  der  GL  42)  ist  es  leicht  nachzuweisen,  dass  die  verschiedenen 
Formen,  unter  welchen  die  Gleichuugen  des  Geradenpaares  auftreten,  identisch  sind. 

Multipliziert  man  beispielsweise  die   erste   der  GL  34a)  mit  D  —  VD^  —  4-4F, 

die  zweite  mit  D-^Vd^  —  4^F,    so    erhält  man  unter  Berücksichtigung   der 
Bedingungsgleichung  35  a): 

4AFx'\-(2BF+DVE^-^4CF  —  EVl)^—4AF)tf-^2F{D  —  VD^—^AF)=:0, 

iAFx  +  {2BF-^DVE^  —  4CF-\-EVD^—4AF)y  +  2F(D  +  VD''-'AAF)  =  0; 
aber  wegen  der  zweiten  Gleichung  von  42)  wird  hieraus: 

4AFx  +  (2BF—2FVB^--4AC)!f  +  2F(D'-VD^--iAF)  =  0, 

4AFx  +  (2BF-\'2FVB^  —  iAC)y  +  2F(D+VD^'-4AF)  =  0. 
Diese  Gleichungen  gehen  nach  Division  mit  2F  in  die  Gleichungen  30)  über. 

Anmerkung  IL  In  Aufgabe  2  und  den  folgenden  war  zunächst  der  Fall  ausgeschlossen, 
dass  eine  der  Grössen  jB«  — 4^(7,  D^  —  4AF,  E^-^4:CF  =  0  werde  (siehe  An- 
merkung 5,  Schluss). 

Wenn  aber  z.  B.  E^--4CF=:^0  ist,  so  wird  die  GL  13  a): 

{D  +  VD^  —  ^AF)X'\-Ei/  +  2F=0, 

{D  —  Vl)^'-'iAF)x  +  Ey  +  2F=  0. 
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Ersetzt  man  hier  die  laufenden  Koordinaten  x  und  y  durch  die  Koordinaten  a  und  h 
des  Sehnittponktes,  so  sieht  man  durch  Subtraktion,  dass: 

aVD^  —  iAF^Q 

ist;   wenn  also  D^  —  ^ÄF  von  Nnll  verschieden  ist,  so  moss  a  =  0  sein,  d.  h.  der 
Schnittpunkt  liegt  auf  der  F-Achse,  für  h  erhält  man  den  Ausdruck: 

2-F       ,       .       _       ^ 


h  = j^,  oder,  da  2jF  = 


E  '  """•'  ^  ^'  —  2C' 
E 


2C' 

Ist  dagegen  D*  —  4-äi^  =  0,  aber  E^  —  ^CF  von  Null  verschieden,  so  wird  die 
Gleichung  des  Oeradenpaares :  

Da:  +  (i;  +  l/J5«  — 4CJ?')y  +  2F=0, 

Dx  +  {E-'VE^'-4:CF)y-['2F=zO. 

Hieraus  folgt,  dass  die  Ordinate  h  des  Schnittpunktes  =  0  wird,  d.  h.  der  Schnitt- 
punkt liegt  auf  der  X-Achse,  und  die  Abcisse  a  wird: 

2F  D 


D    ""       2A' 

Die  in  Aufgabe  3  und  4  erhaltenen  Ausdrücke  for  die  Neigungswinkel  der  Normalen 
zur  Halbierungsgeraden  und  für  den  Winkel  des  Geradenpaares  werden  jedoch  nicht 
geändert,  wenn  nur  eine  der  Grössen  D^  —  ^AF  oder  E^  —  iCF  verschwindet. 

Anmerkung  IS.   Wenn  JP  =  0  ist,  aber  D  und  E  von  Null  verschieden,  also  auch  die  Aus- 
drücke D^  —  ^AF  \aA  E^  —  iCF'S.O  sind,  so  wird  die  Gl.  13)  des  Geradenpaares: 

x(J)-\'VD^  —  4.AF)'{'y{E'\-VE^'-^CF)  =  0  oder,  da  F=  0  ist: 

Dx-{'Ey  =  ^. 

Dies  stellt  nach  Teil  I,  Abschnitt  6  eine  Gerade  dar,  welche  durch  den 
Koordinatenursprung  geht.  Da  jedoch  die  zweite  Gleichung  des  Paares  die  Form 
Orr-j-O-y  ==  bekommt,  so  wird  besser  auf  die  Gl.  30)  oder  32)  zurückgegangen, 
sie  werden  in  diesem  Falle: 

2^a:  +  (5  +  \/^  — 4^C)y  +  2D  =  0, 

2Ax  +  (B  —  VB^-'AAC)y  =  0]  bezw.: 

{B  +  VB^^^AC)X'\'2Cy  +  2E  =  0, 

{B  --V  B^  —  ^AC)x  +  2Cy  =  0. 
Aus  ihnen  erhält  man  für  die  Koordinaten  a  und  h  des  Schnittpunktes  die  Ausdrücke: 

DiB^VB^  —  AAC)    ,  E 

öj  = — 7 —         — — ,  bezw.  a^  = 


2aVb^^aac    '       '   "     Vb^—aäc' 

D  .       _  E(B^VB^  —  4:AC) 

*""        VB*  —  4AC'  *~"~       2CVW-^^^ltAC 

aber  aas  Gl.  31a)  folgt  für  F  =  0: 

VW--ÄÄC  =  lii:^?- 

aber  ans  GL  33a)  folgt  für  F  =:  0: 

EI)  E^ 

Daher  wird  a,  =  -^^—23j^,     «2==+  bE^2CD' 

—  Z>«                 __  ED 

^^~  BD''2AE  '     ^2 BE-^2CD' 
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D                          E 
Diese  Ausdrücke  sind  aber  identisch,  da    p ^> 9 aF  "^    BF 9Cn  ' 

Das  Besnltat  dieser  Untersnchung  ist:  Wenn  in  der  Oleichang  des 
Geradenpaares  F=0  ist,  so  geht  eine  der  Geraden  durch  den 
Eoordinatenur  Sprung. 

Anmerkung  13.  Die  Berechnung  des  Schnittpunktes  für  das  Geradenpaar  stösst  auch  in 
dem  Fall  auf  Schwierigkeiten,  dass  i)  =  0,  -E7=0,  F^O  ist.  Aus  Gleichung  15) 
erkennt  man,  dass  dann  die  Koordinaten  des  Schnittpunktes  qo  werden,  d.h.  dass 
die  Geraden  parallel  sind. 

Dies  folgt  noch  auf  andere  Weise:  Setzt  man  nämlich  in  der  Gleichung  5) 
D  =  .&=  0,  so  erhält  man  1^F-'\ACF=  0  oder  ^  — 4uiC=  0,  was  nach 
Aufgabe  4  die  Bedingung  dafür  ist,  dass  die  Geraden  parallel  sind. 

Anmerkung  14.  Wenn  sowohl  D^  — 4-4i^=0,  als  auch  E'^  —  ^CF^^^  ist,  so  folgt 
aus  den  Gleichungen  42),  dass  auch  J5*  —  4-40  =  0  wird. 

Die  Geraden  sind  somit  in  diesem  Falle  parallel. 

Da  die  Gleichungen  der  beiden  Geraden  in  jeder  der  drei  Formeln  30),  32), 
34)  identisch  werden,  so  folgt,  dass  dann  die  Kurve  zweiten  Grades  in  eine 
einzige,  doppelt  zu  zählende  Gerade  ausartet. 

Man  kann  dieses  Resultat  auch  direkt  nachweisen.    Es  muss: 

Ax^-y^Bxy-^Cy^-\-Dx-^Ey-YF=(ax-^Py-Yif 
sein  für  jedes  beliebige  x  und  y.    Daher  ist: 

^  =  a«,     C  =  ^-,     E=f,     B  =  2aß,    D  =  2ay,     E  ^  2ßy. 
Nun  ist: 

J52  =  4«*jS2,  2)2  —  4a2y2^  E^  =  ißif 

A:AC  =  ^a'ß\  AAF=  ^a^f,  iCF=  Aß'^y\  also: 

52  —  4^(7=0,         i)2_4^j?'^o,         J5^  — 4C2?'=0. 

Erörterung  6.  Nachdem  in  den  vorhergehenden  Anmerkungen  die  va'- 
schiedenen  Formen  behandelt  wurden,  unter  denen  die  Gleichung  des  Geraden- 
paares sich  darstellt,  wenn  die  Gleichungen  der  beiden  Geraden  getrennt  geschrieben 
werden,  und  die  Beziehungen  zwischen  den  Gleichungen  der  Geraden  und  den 
Koeffizienten  in  der  Gleichung  zweiten  Grades  untersucht  worden  sind,  soll  jetzt 
wieder  auf  die  in  Aufgabe  6  gefundene  Gleichung  des  Geradenpaares  zurück- 
gegangen werden,  welche  dasselbe  darstellt,  bezogen  auf  ein  Koordinatensystem, 
dessen  Anfang  der  Schnittpunkt  ist,  d.  h.  auf  die  Form: 

An  dieser  Form  lassen  sich  eine  Reihe  von  Eigenschaften  des  Geraden- 
paares weit  bequemer  studieren. 

Man  kann  bekanntlich  jeden  quadratischen  Ausdruck  als  Produkt  zweier 
Faktoren  ersten  Grades  darstellen.  Der  Ausdruck  linker  Hand  in  der  obigen 
Gleichung  muss  also  von  der  Form  sein: 

43)  .  .  .  AX^^BXY+CY^  =  {a^X-\-ß,Y){a^X+ß^Y). 

Durch  Vergleichung  der  Koeffizienten  findet  man: 

2A       .         B  +V  B^^4:AC      ^  B±yB^-4:AC 

^^=2^'    ^'-  2^, '    '^«^^^ 2:4"^ V 

so  dass  die  Gleichungen  der  beiden  Geraden,  einzeln  geschrieben,  werden: 

I  2AX+{B+VB^  —  IJU)Y=0 

^  *  '  '  l  2AX+{B—  VB^  —  4ÄC)  Y=  0. 
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Die  Geraden  sind  reell,  wenn  J?* — 4-4C>0, 

imaginär,  wenn  -B*  —  4^C<0; 

wenn  dagegen  B^  —  4^(7=0,  so  haben  die  Gleichungen  beider  Geraden  die- 
selbe Form,  es  liegt  also  nur  eine  einzige  Gerade  vor.  Da  aber  jede  Kurve 
zweiten  Grades  von  einer  beliebigen  Geraden  in  zwei  (reellen  oder  imaginären) 
Punkten  geschnitten  wird,  so  drückt  man  sich  so  aus: 

Wenn  B^  —  4tAC=^0,  so  stellt  die  Gleichung: 

eine  einzige,  doppelt  zu  rechnende,  Gerade  dar. 

Erörterung  7.  Die  Darstellung  eines  Geradenpaares  durch  eine  quadra- 
tische Gleichung  ohne  Glieder  ersten  und  nullten  Grades,  oder,  wie  man  sich 
algebraisch  ausdrückt,  durch  eine  homogene  Gleichung  zweiten  Grades,  erlaubt 
die  im  I.  Teil  angestellten  Untersuchungen  über  projektivische  Strahlenbüschel 
in  weit  einfacherer  Form  zu  wiederholen.  Es  mögen  im  folgenden  nur  die 
Bedingungen  der  harmonischen  und  der  involutotischen  Lage  zweier 
concentrischen  Strahlenbüschel  abgeleitet  werden. 

Wenn  die  Gleichungen  zweier  Geradenpaare,  deren  gemeinsamer  Schnitt- 
punkt der  Koordinatenursprung  ist,  in  der  Form: 


^^^  iA,X'+B,XY+C,¥^=0 


A^X*  +  B,XY-{-C,Y'  =  0 

gegeben  sind,  so  müssen,  da  die  Achsen  des  Systems  die  Gleichungen  X=  0, 
Yz=z  0  haben,  die  Gleichungen  der  einzelnen  Geraden  des  ersten  Paares  in 
der  Form: 

X—X,Y=0,  X  —  X^Y=0, 

die  des  andern  Paares  in  der  Form: 

X— /i,  r=  0,  x—fi^  r=  0 

sich  darstellen  lassen  (siehe  I.  Teil,  Erörterung  17).  Durch  Multiplikation  der 
Gleichungen  jedes  Paares  erhält  man: 

fX'-ii,,  +  ]i,)XY-\-l^X,Y*  =  0 
Die  Vergleichung  der  Koeffizienten  giebt: 

Es  sind  somit  (siehe  Blxndy  Lehrbuch  der  Gleichungen  des  zweiten  Grades) 
Ai  und  Ag,  bezw.  ^^  und  ^^  ^®  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichungen: 

und  die  Greraden  sind  bestimmt  durch  die  Gleichungen: 


49) 


Nun  ist  die  Bedingung  dafür,  dass  ein  Büschel  von  vier  Strahlen  harmonisch 
ist,  nach  Teil  I,  Aufgabe  93: 
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Setzt  man  in  diese  Gleichung  die  Werte  von  l  und  ^  aus  47)  ein,  so 
erhält  man  als  Bedingung  für  die  harmonische  Lage  der  beiden  Geraden- 
paare 46): 

50)  .  .  .A,C^  —  jB,B,  +  A,C^  =  0. 


51)  .  .  . 


Erörtening  8.    Sind  drei  Geradenpaare  gegeben: 

ÄX^+BXY-+-CY^  =  0 
A,X^+B^XY+C^  y«  =  0 
Ä.X'  +  B.XY+C.Y'-^O, 
oder  in  anderer  Form: 

1.  Paar:  X—lY=0,  wo  AX^-{-Bl-{-C  =  0 

2.  „       X-fiY=0,    „    Ay  +  B,fi  +  C,  =  0 

3.  „       X—vY=0,    „    Ay  +  B,v  +  C,=^0, 

so  ist  nach  Teil  I,  Erörterung  66,  Gleichung  2)  und  Erörterung  70,  Gleichung  14) 
die  Bedingung  dafür,  dass  dde  drei  Paare  in  Involution  liegen,  folgende: 

wo:  P=0*i  +  ^2)  — (''i  +  ''2) 


52)  .  .  . 


53)  .  .  . 


Aber  es  ist: 


C  B 

v^  V2  =  -j-^  ''1  +  ^2  = j^  [siehe  Gleichung  47)] ; 


A' 


A^  A^ 

durch  Einsetzen  dieser  Werte  in  die  obige  Gleichung  erhält  man  nach  kurzer 
Bechnung  als  Bedingung  fär  die  involutorische  Lage  der  drei  con- 
centrischen  Geradenpaare: 

54)  .  .  .  A{B^C^-B^G>i-\-B{G,A^-G^A^^C{A,B^-A^B>i  =  0. 

Die  Bedingung  der  Involution  lässt  sich  noch  etwas  anders  ausdrücken: 
Aus  Teil  I,  Erörterung  68,  Gleichung  3)  ist  ersichtlich,  dass  die  drei 
Geradenpaare: 

X—lY=0,  X—fxY=0,  X—vY=0 

in  Involution  sind,  wenn  sich  drei  Grössen  p,  q,  r  so  bestimmen  lassen,  dass: 

Pf^i!^2  +  9(ßi+f^2)+r=^ 
i^''i''2  +  ?(n+''2) +  ^*  =  0. 
Setzt  man  hier  die  obigen  Werte  von: 

K^J    ^liW2>    »'l^i? 

sowie : 

K+^iJ  f^i+f^r  ^i+'^i 

ein,  so  erhält  man: 

Ap'{-Bq'^Cr  =  0 
ÄiP  +  ^iq  +  C,r=0 
[A,p  +  B,q  +  C,r=0. 


55)  .  .  . 
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Diese  drei  BediBg^ngsgleichnngen  mässen  erfüllt  sein,  wenn  Involntion 
stattfinden  soll. 

Das  Resultat  der  Elimination  von  jp,  q,  r  aus  den  drei  Gleichungen  65) 
ist  die  Gleichung  54).  

C.   Uebungsaufgaben. 

üebungsauflgfabe  1.  Zu  welcher  Art  von  Kurven  zweiten  Orades  gehört  die  durch 
die  Oleichong: 

6aj*  +  4iry  +  y*  — 5a;  — 2y—  19  =  0 
dargestellte? 

Auflösung.    Bilde  nach  der  Zusammenstelliing  io  Frage  2  die  Ausdrücke: 

jB«  — 4^C«  =  42  — 4-51  =  — 4, 

^«  — 4Ci?'=(— 2)2  — 4.1-(— 19)  =  4  +  4.19  =  +80, 

5^— 2C7Z>  =  4.(— 2)  — 2.1-(— 5)  =  — 8  +  10  =  +2, 

(5jE?-.2Ci>)8  — (52-4^C)(^«  — 4Ci^^=22  — (— 4)80  =  4  +  4.80  =  324. 

Da  nun  der  letztere  Ausdruck  positiv,  der  erste  negativ  ist,  so  liegt  Fall  c)  von 
Frage  2  vor;  die  Kurve  ist  eine  geschlossene. 


üebungsaulpibe  2.    Es  soll  untersucht  werden,  innerhalb  welches  Gebiets  der 
Ebene  die  in  der  vorigen  üebuogsaufgabe  erwähnte  geschlossene  Kurve  liegt. 

Auflösung.    Nach  Fall  c)  von  Frage  2  und  Fall  y)  von  Frage  3  hat  man  die 
Gleichungen  zu  bilden: 

x*(B^  —  4ÄC)'\-2x(BE—2CD)'^E^  —  4CF=0  und 

i/^(B^  —  iAC)'^2y(BD-'2ÄE)  +  D^—4AF=0. 

Da  Z)2  —  4^jP=(— 5)«  — 4-5. (—19)  =  5(5  +  76)  =  5-81  =405   und 

52)  — 2^^  =  4(— 5)  — 2-5(— 2)  =  — 20  +  20  =  0 

ist,  so  lauten  die  Gleichungen: 

—  4a;*  +  4a?  +  80  =  0,  woraus  Xq  =  —  4,  Xq  =  +  5,  und 

—  4y«  +  405  =  0,  woraus  y^  =  —-^1/405,  iji'  =  +^1/405. 

Die  geschlossene  Kurve  zweiten  Grades  liegt  also  innerhalb  eines  Parallelogramms, 
dessen  Seiten  durch  Parallelen  zu  den  Koordinatenachsen  gebildet  werden,  deren  Abscissen 

—  4  und  +  5,  deren  Ordinaten  —  —  V405  und  +-r- 1/405  sind. 

üebungsau^be  3.   Zu  welcher  Art  von  Kurven  zweiten  Grades  gehört  die  durch : 

8a:2+4a:y  +  y«— 3a?— 2y  +  21  =0 
dargestellte? 

Auflosung.    Es  ist: 

B2  — 4^C  =  4«  — 4-3-l=+4, 

E^—4CF^  (—2)*  — 4-1 -21  =  —  80, 

5J5;— 2CZ>  =  4(— 2)  — 2-l(— 3)  =  — 2, 
daher  ist  * 

'  (5JS;—  2C7Z>)2  —  (^2  —  4^C)  (E^  —  4CF)  =  (—  2)^  — (— 80)4  =  +324. 

Es  liegt  also  Fall  d)  von  Frage  2  vor;  die  Kurve  ist  reell  und  besteht  aus  zwei 
getrennten  Zweigen.  

TTebungsau^abe  4.    Dieselbe  Untersuchung  wie  vorhin  soll  für  die  Kurve: 

4a^+4ary  +  y«  — 5a?  — 2y— 10  =  0 
angestellt  werden. 
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Anflösnng.    Es  wird: 

BD  —  2ÄE  =  '-4,    BE--2CD=z^2', 

also  ist: 

(BE-'2CD)^^(B^  —  4AC)(E^^ACF)  =  -\-4. 

Die  Kurve  ist  somit  jedenfalls  reell. 

Die  Grenzen  für  die  Parallelen  zor  F-Achse,  zwischen  welchen  die  Eorve  reell  ist, 
ergeben  sich  ans  der  Oleichong: 

0a;2  +  2-2a;+44  =  0. 

Diese  hat  die  Wurzeln  Xq  =  —  11  nnd  Xq'  =  -[-  oo. 

Die  Grenzen  füi*  die  Parallelen  zor  X-Achse,  zwischen  denen  die  Kurve  reell  ist, 
ergeben  sich  aus  der  Gleichung: 

0.y2  +  2(—4)y  + 185  =  0. 
Diese  hat  die  Wurzeln  i/^  =  23 -r-,  yj  =  +oo. 

Die  Kurve  ist  somit  reell,  geschlossen,  erstreckt  sich  aber  ins  Unendliche ;  sie  liegt 
im  ersten  nnd  zweiten  Quadranten  und  zwar  auf  der  positiven  Seite  einer  Parallele  zur 

X-Achse,  für  welche  die  Ordinate  23  g-,  und  auf  der  positiven  Seite  einer  Parallele  zur 
F- Achse,  für  welche  die  Abscisse  — 11  ist. 


üebungsau^abe  5.   Dieselbe  Untersuchung  wie  vorhin  anzustellen  für  die  Kurve: 

8ir«4-6a:y  +  8y*  +  3a?  +  y  +  l  =0. 

AuflSsung.    Es  wird: 

^  —  4^0  =  —  60,      -BD  — 2.4^  =  +  12, 

E^^iCF==:  —33,      J5^  — 2CZ>=— 42, 

i)2  — 4^2^=— 3, 
also  ist : 

(BE--2CDy^(B^  —  4ÄC)(E^—iCF)=^^2\e, 

(BD  —  2ÄE)^—{B^^4AC)(D^^4ÄF)  =  ^^6. 

Es  liegt  also  Fall  c)  von  Frage  2  oder  Fall  /)  von  Frage  3  vor,  d.  h.  die  Kurve 
ist  imaginär.  

üebungsaufjgabe  6.  Zu  beweisen:  Wenn  in  der  Gleichung  einer  Kurve  zweiten  Grades : 

Ax^  +  Bx^-^-Cy^  +  Dx-j-Eiz  +  F^O 
B^  —  AAC  =  0 
ist,  so  hat  die  Kurve  einen  Punkt  im  Unendlichen  und  ist  reelL 

Auflösung.    Löst  man  die  Gleichung  der  Kurve  nach  y  auf,  so  ist: 
y  =  -Yc[-(Bx  +  E)±  Vx^{B^  —  iAC)  +  2x{BE--2CD)  +  E^-^4CFl 
Diesen  Ausdruck  kann  man  schreiben: 


Bx4-E   .     x^f^  BE—'2CD        E^ -- 


E^-^4CF 

2 


Setzt  man  nun  a?=  oo,  so  wird  unter  der  Bedingung,  dass  J5-  —  4-4C  =  0  ist, 
die  Grösse  unter  dem  Wurzelzeichen  =  0,  und  y  erhält  den  Wert: 

B*  G0-|—  E 


=   00. 


2C 

Die  Kurve  hat  also  für  o;  =  oo  zwei  gleiche  Werte  von  y,  nämlich  y  =  oo ,  oder 
sie  häbgt  im  Unendlichen  zusammen. 
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Da  ausserdem  (BE^2CD)^^(B^  —  4:AC){E^  —  4:CF)  uoter  der  angegebenen 
Bedingung  in  (BE — 2CD)^  tibergeht,  also  jedenfalls  positiv  ist,  so  ist  die  Kurve  reell. 

Sie  Hegt  somit  innerhalb  des  Winkels,  der  von  zwei  in  endlicher  Entfernung  zu 
den  Koordinatenachsen  gezogenen  Parallelen  gebildet  wird,  und  erstreckt  sich  innerhalb 
dieses  Winkels  ins  Unendliche.  

üebnngsau^abe  7.    Zu  welcher  Klasse  gehört  die  Kurve: 

2ar2  +  4y2  — 7a;  — 6y— 10  =  0? 

Auflösung.  Da  jB  =  0  ist,  so  ist  B*—  iAC^O,  je  nachdem  Ä  und  C ungleiches 
Vorzeichen  haben  oder  nicht 

Der  Ausdruck:  (BE  —  2CDy  —  {B^ '-AAC)(E^  —  4CF)  wird  hier: 

4C^D^  +  4AC{E^  —  iCF)^4:C[CD^'\-A{E^--'4:CF)l 

In  unserem  Falle  haben  A  und  C  gleiches  Vorzeichen,  also  ist  B^  —  iAC  negativ, 
d-  h.  die  Kurve  ist  entweder  imaginär  oder  reell  und  geschlossen;  da  aber  E^  —  iCF 
=  +  196,  ^>,  C>0,  80  ist  auch  der  andere  Ausdruck  positiv,  die  Kurve  ist  also 
reell  und  geschlossen. 

Anmerkung  16.  Aus  dem  Vorhergehenden  kann  man  folgende  allgemeinen  Resultate 
ableiten : 

Ist  B  =  0,  A  und  C  positiv,  E^  —  ACF  positiv,  so  ist  die  Kurve 
geschlossen. 

Ist  B  =  0,  ^  und  C  negativ,  E^^iCF  negativ,  so  ist  die  Kurve 
imaginär. 

Ist  ^  =  0,  und  haben  A  und  C  verschiedenes  Vorzeichen,  so  ist  die 
Kurve  reell  und  besteht  aus  zwei  getrennten  Zweigen. 


üebungsauflgabe  8.  Zu  beweisen:  Die  Kurve  zweiten  Grades  ist  jeden- 
falls reell,  wenn  entweder  A  oder  C  =  0  ist. 

Auflösung.  In  diesem  Falle  wird  B^--4:AC  zu  B^,  also  positiv;  es  liegt  also 
entweder  der  erste  oder  der  vierte  Fall  von  Frage  2  und  3  vor.  Die  Kurve  ist  also 
reell  und  besteht  aus  zwei  getrennten  Zweigen. 


Üebungsauflgabe   9.     Welche  Gestalt  hat  die  Kurve  zweiten  Grades,   wenn  die 
Koeffizienten  der  beiden  ersten  quadratischen  Glieder  verschwinden? 

Auflösung.    Die  Gleichung  der  Kurve  wird: 

Cy^  +  Dx+Ei/  +  F==0; 

hieraus  erhält  man: 

Cf/^^Ey+F 
a:—  ^ 

daher  ist  die  Kurve  reell,  weil  jedem  reellen  y  ein  reelles  x  entspricht.  Femer  hat 
die  Kurve  einen  Punkt  im  Unendlichen,  denn  für  y  =  oo  wird  auch  x  =  oo.  Die  Auf- 
lösung nach  y  giebt: 

^  E'      ,         ^  E^  —  iCF 
y  ist  also  reell  für  alle  rr,  für  welche  Daj  +  ^^T^  oder  x<. ^ . 

E^  —  ACF 
Für  X  = jy fallen  beide  zugehörigen  Werte  von  y  zusammen. 

TTebungsau^be  10.    Welche  Gestalt  hat  die  Kurve  zweiten  Grades,  wenn  die 
Koeffizienten  des  zweiten  und  dritten  Gliedes  verschwinden? 

Andeutung  zur  Auflösung.   Das  Resultat  ist  ganz  analog  den^'enigen  von  Uebungs- 
aufgäbe  9. 


oder: 
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üebungsanfgabe  11.  Welche  Gestalt  hat  die  Karre  zweiten  Grades,  wenn  die 
Koeffizienten  von  x^  und  von  y^  verschwinden? 

AnflSsTUig.    Die  Gleichong: 

giebt  nach  y  aufgelöst:  n    jl^w 

^"^""  5a?  +  ^' 
dagegen  nach  x  aufgelöst:  v     \w 

''^~  By  +  D'' 

die  Kurve  ist  also  jedenfalls  reell. 

Aus  der  ersten  Gleichung  folgt  für  jeden  Wert  von  x  nur  ein  einziger  Wert  von  y, 
aus  der  zweiten  für  jeden  Wert  von  y  nur  ein  einziger  Wert  von  x-,  man  könnte  daher 
auf  den  Gedanken  kommen,  dass  man  es  nicht  mit  einer  Kurve  zweiten  Grades  zu  thun 
habe,  weü  jede  Parallele  zu  einer  der  Achsen  nur  einen  Schnittpunkt  mit  der  Kurve  habe. 
Man  sieht  jedoch  sofort  die  Unrichtigkeit  dieser  Vermutung  ein,  wenn  man  die  Gleichung 
der  Kurve  durch  a^  dividiert;  sie  wird  dann: 

i[(J?y  +  F)i+£y  +  D]=0. 

Es  ist  also  entweder  —  =  0,  d,  h.  a;  =  oo,  oder: 

X  '  ' 

Irgend  einem  beliebigen  Werte  y^  von  y  entspricht  daher  für  x  nicht  nur  der 
Wert p  r\  t  sondern  auch  der  Wert  oo. 

Ebenso  entspricht  jedem  beliebigen  Werte  x^  von  x  nicht  nur  der  Wert 
y  =  —  ^    ^J-E  »  sondern  auch  der  Wert  y  =  oo. 

Jede  Parallele  zu  einer  der  Achsen  schneidet  somit  die  Kurve  in  einem  im  £nd* 
liehen  liegenden  Punkte  und  ausserdem  in  unendlicher  Entfernung. 

Man  kann  die  Gestalt  dieser  Kurve  dadurch  näher  prüfen,  dass  man  sie  auf  ein 
paralleles  Koordinatensystem  transformiert,  so  dass  x*  =  Bx-\-E^  y'  =  By-^-D  ist. 
Ihre  Gleichung  wird  dann: 

(^^jg)(y^D)        D{a^-E)         E{y'-D) 

B  '^  B  "^  B  '       """ 

oder: 

x^y'  =  ED  —  BF, 

Führt  man  nun  Polarkoordinaten  ein,  so  dass  x  =  Qcosq),  y  =  Qsinqi  ist  (siehe 
Teil  I,  Aufgabe  2),  so  wird: 

Q^  cos qp  sin  qp  =  ED  —  BF. 

Dies  ist  eine  rein  quadratische  Gleichung  für  den  Badiusvektor,  daher  liegen  auf 
jeder  durch  den  Koordinatenursprung  gehenden  Bichtung  zwei  zum  Ursprung  symmetrische 
Punkte  der  Kurve.  Da  cos  ap  sin  qp  nie  od  werden  kann,  so  kann  auch  q  nicht  =  0  werden. 
Die  Kurve  besteht  daher  aus  zwei  getrennten  Aesten,  welche  sich  ins  Unendliche  erstrecken. 
Schreibt  man  die'  obige  Polargleichung  so: 

2(ED  —  B^') 
Q  = ^  s 1 

so  sieht  man,  dass  q  imaginär  wird,  wenn  sin2qi  das  entgegengesetzte  Zeichen  hat,  wie 
ED  —  BF.  Die  Kurve  hat  daher  ihre  beiden  reellen  getrennten  Aeste  in  zwei  ent- 
gegengesetzt liegenden  Quadranten  des  X'F'- Systems. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 

Der  aasfUhrllehe  Prospekt  und  das  ausfOhrllche  Inlialts- 
rerzeiehnls  der  „yollständig  gelösten  Anfgabensammlnng  yon 
Dr.  Ad.  Eleyer*'  kann  yon  jeder  Bnchhandlnng,  sowie  yon  der 
Verlagshandlnng  g^ratis  und  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

I 

1).  Jedes  äeft  ist  aufgeschnitten  und  gut  brochiert,  um  den  sofortigen  und  dauern- 
den Gebrauch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
und  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zu  dem  Abonnementapreise  von  25  Pfg,  pro  Heft. 

5).  Die  Beihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  ans  dem  Prospekt  ersichtlich,  ohne  jede  Bedeutung 
für  die  Interessenten. 

t)).  Das  Werk  enthält  Alles,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Kegeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  für  Schüler  aller  Schulen,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  Torzüglichste  Lehrbuch 
zum  Selbststudium,  das  vortrefflichste  Nachschlagebuch  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


Das  vollständige 

InhaltsYerzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Druck  von  Carl  Hammer  in  Stuttgart. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 

PROSPEKT. 

Dieseß  Werk,  welchem  kein  älmliches  zur  Seile  steht,  erscheint  monatlich  in  3—4 
Heften  zu  dem  billigen  Preise  von  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik,  Physik, 
Mechanik,  math.  Geographie ,  Astronomie,  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbahn-, 
Brttcken-  nnd  Hochbanes,  des  konstroktifen  Zeix^hnens  etc.  etc.  und  zwar  in  yoilstftndig 
gelöster  Form,  mit  rielen  Figuren,  Erkläraugen  nebst  Angabe  und  Entwickelang  der 
benutzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Ldsung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  em  Anhattg  von  ungelösten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benatzt 
werden  können.  —  Die  Lösnngen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  Inhaltsyerzeieh- 
nis,  Berichtigangen  und  erlänternde  Erklärungen  Aber  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  I.  nnd  IL  Ord.,  gleich- 
berechtigten höheren  Bürgerschulen,  PriTatschulen ,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro- 
gymnasien ,  Schullehrer  -  Seminaren ,  Polytechniken,  Techniken ,  Baugewerkschnlen, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn.  Yorbereitongsschulen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildnngsschiilen,  Akademien,  Universitäten,  Land-  nnd  Forstwissensehaftsschnleu, 
MilitärschnleB ,  Yorbereitungs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  fflr  das  Einjährig-Frei- 
willige- und  Offiziers-Examen,  etc. 

Die  Schaler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  nnd 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese,  Schritt  fdr  Scliritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  flberaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgefahrt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  für  d^n  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  prak'^tischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  zum  AnfiSsen  Ton  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  enisprechende  Aufgaben  zu  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  Terwerten«  Lust,  Liebe 
und  Yerständnis  für  den  Schul-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenienren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militäi-s 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Bernfs- 
zweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhfuidlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Kedaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.,  Fiscberfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart.  Die  Yerlagsbandlung. 
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üelyungiaiifgabe  12.  Za  welcher  Gattung  von  Kurven  zweiten  Grades  gehört  folgende : 

a«  ~    «6    "^  6«  "■    a    '^'h   -1-1  —  ^^ 
AnflSiiing.    Es  ist: 


D^  —  iAF==0,     BE-'2CD  =  -^, 

daher:  ^. 

(5£-2C/))2  — (B'-4^C)(^-^-4CF)  =  -^,  also  >0. 

Die  Eorve  ist  also  reell  nnd  im  Unendlichen  geschlossen,  erstreckt  sich  von 
a;  =  0  bis  a;  =  00  und  von  y  =  0  bis  y  =  00. 


üebiiBgsaiifgabe  13.    Welche  Kurve  ist  durch  die  Gleichung: 

x^  —  5a?y  +  4y*  +  a:4-2y— 2  =  0 
dargestellt? 

Auflösung.  B^  —  iAC=9, 

E^~ACF=d6, 

BE—2CD  =  — IS. 
Also:  (BE—  2  CD)^  ~(B^—  ^AC)  (E^  —  4Ci^')  =  0. 

Die  Gleichung  stellt  somit  nach  Erörterung  5  ein  Geradenpaar  dar. 


üebungsaufgabe  14.  Die  Gleichungen  der  Geraden  von  Uebungsanfgabe  13  einzeln 
anzugeben. 

Auflösung.  Mit  Eücksicht  auf  die  in  Uebungsanfgabe  13  gefundenen  Werte  von 
B^  —  iAC,  E^  —  iCF  und  BE^2CD  hat  man  die  Vorzeichen  der  beiden  Wurzeln 
aus  B^ —  4t AC  nnd  E^  —  4(7F  verschieden  anzunehmen;  es  ist  daher  die  Gleichung  32b) 
in  Anmerkung  7  zu  wählen: 

(— 5H-3)x4-8y  +  2  — 6  =  0  oder  a:  — 4y  +  2  =  0, 

(— 5  —  3) a;4-8y +  2  +  6  =  0  oder  o?— y— 1  =  0. 

Auf  das  gleiche  Besultat  kommt  man,  wenn  man  die  Gleichungen  30)  oder  34) 
anwendet.    Zu  diesem  Zwecke  sind  noch  zu  bilden:    . 

Z)2  — 4^jP=9,    BD  —  2AE  =  ~9,    DE-'2BF= —  IS; 

es  liegen  somit  die  Bedingungsgleichungen  31b)  und  35  b)  zu  Grunde.  Die  Gleichungen  30  b) 
und  34b)  geben  dann: 

2a;  +  (— 5  +  3)y+l  — 3  =  0  oder  a?  — y—  1  =0, 
2a;  +  (— 5  — 3)y  +  l  +  3  =  0  oder  a:  — 4y  +  2  =  0, 
bezw.:  (l  +  3)a;  +  (2  — 6)y  —  4  =  0  oder  a;  — y  — 1  =0, 

(1  — 3)a?  +  (2  +  6)y  — 4  =  0  oder  a:  — 4y  +  2  =  0. 


üebungsau^abe  15.    Den  Schnittpunkt  des  Geradenpaares  von  Uebungsanfgabe  13 
anzugeben. 

Auflösung.    Nach  Aufgabe  2,  Gleichung  15)  ist: 

DE—2BF       ,  D^—iAF 


BD—2AE'     ''""        BD  —  2AE' 

hier  also:  — 18  —  9 

a  = — ,    h  = r-   oder   a  =  2 ,   &  =  1. 
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üebnngfsanfgabe  16,  Den  Winkel  des  Geradenpaares  von  üebongsanfgabe  13  zu 
berechnen. 

Anflösnng.    Nach  Aufgabe  4,  Gleichung  23)  ist: 

also  hier:  o 

tgv  =  +  — ,  also  V  =  30**  57',8. 

0 

Man  kann  dieses  Resultat  auch  dadurch  erhalten,  dass  man  die  Gleichung  des 
Geradenpaares  nach  Aufgabe  6  auf  ein  paralleles  Koordinatensystem  mit  dem  Schnittpunkt 
als  Ursprung  transformiert;  seine  Gleichung  ist  dann: 

X^  —  bXY+4Y^  =  0  oder  (X— 4y)(X— F)  =  0. 

Die  eine  Gerade  macht  also  einen  Winkel  mit  der  Achse,  dessen  Tangens  (unter 
Voraussetzung  rechtwinkliger  Koordinaten)  =1  ist ;  dieser  Winkel  ist  also  =  45^.  Der 
Tangens  des  Neigungswinkels  der  zweiten  Geraden  ist  =  4  (siehe  Teil  I,  Erörterung  13), 
der  Neigungswinkel  daher  75®  57',  8,  folglich  der  Winkel  der  Geraden  wie  oben  30®  57',  8. 


üebungsaufgabe  17.    Die  Gleichungen  der  Winkelhalbierenden  des  Geradenpaares 
von  üebungsaufgabe  13  anzugeben. 

Auflösung.    Der  Neigungswinkel  der  Normale  zur  einen  Winkelhalbierenden  ist 
nach  Aufgabe  3,  Gleichung  19)  gegeben  durch: 

hier  also:  . 

die  Gleichung   der   einen  Winkelhalbierenden   ist   also,    bezogen  auf  das  System  der 
XY-  Koordinaten : 

X 

oder: 


Y  =~y(3+\/ä4) 


5X+(3+  V'6i)Y=0; 
die  Gleichung  der  zweiten  Winkelhalbierenden  ist  dann  nach  Teil  I,  Aufgabe  17: 

(3+  \/34)X— 5r=0. 

Um  diese  Gleichungen  auf  das  alte  System  zu  transformieren,  hat  man  nach  Auf- 
gabe 6,  sowie  üebungsaufgabe  15: 

X=x—2,     r=y--l 
zu  setzen;  dann  sind  die  Gleichungen  der  Winkelhalbierenden: 

5(ar  — 2)j+-(3+ \/34)(y— 1)  =  0, 

(3+  \/34)(a:  — 2)  — 5(y— 1)  =  0, 
oder  ausgerechnet: 

5a:  +  (3+  \/34)  y  —  (13  +  l/34)  =  0, 
(3  +  Vdi)x  —  5t/  —  (1  +  2  /34)  =  0. 

Auf  das  gleiche  Resultat  kommt  man,  wenn  man  für  tgcp  den  Wert  —  -r-  (3  — 1^34) 
wählt,  denn  es  wird  dann  die  Gleichung  der  ersten  Winkelhalbierenden  im  neuen  System : 


X 


=  — -r(3  — ^34) 


Y  5 

^^'^^  5X+(3-\/34)r=0, 
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oder  naeh  Multiplikation  mit  3  -^  Vsi : 

ö(3+\/34)X+(3— 1/34)  (3+^34)1^=0 
oder:       n  

5(3+  \/34)X— 25F=0 
oder: 

(3+ v^)-y— 5r  =  0; 

daher  im  alten  System:  

(3+  /34)(ar  — 2)  — 5(y-l)  =  0 
oder:  

(3  +  l/34)a?  —  5y  —  (1  +  2  1/34)  =  0. 

(Siehe  auch  Aufgabe  3,  Schluss).         ^^^^^^ 

TTebungsau^abe  18.  Dieselben  Untersuchungen  wie  in  Uebungsaufgabe  13  bis  17 
für  die  Kurve: 

a^  —  ^.v  +  y^  —  ^  —  y  +  1  =  0 
anzustellen. 

AuflSsnng.    Es  wird: 

J52  — 4^C  =  — 3,    J5J9  — 2^£=3, 
D«— 4^i^=— 3,    jBjE7— 2C72>  =  8, 
^2  — 4CjP=— 3,     DE—2BF=Z, 
daher  ist:  ^^jy  _  2AEf  —  (B»  —  4^C)  (D«  —  4^i0  =  0. 

Die  Kurve  zerfällt  in  ein  Geradenpaar. 

Da  sowohl  BD  —  2ÄE  als  -BJ5?— -20i)/als  i>ij?— 35 i^  positiv  sind,  so  sind  zwei 
der  Quadratwurzeln  negativ,  die  dritte  positiv  zu  nehmen,  und  es  L*egt  die  Kombination  31  a), 
33  a),  35  b)  von  Anmerkung  7  vor. 

Die  Gleichungen  des  Geradenpaares  werden  also  nach  Anmerkung  7,  Gleichung  30  a): 

2a:  +  (—  1  +  V^=^)y  +  (—  1  +  V^^)  =  0, 
2a;+(— 1— ■/=^)y+(— 1—  l/^^)  =  0. 

Die  Geraden  sind  also  imaginär. 

Ihr  reeller  Schnittpunkt  hat  nach  Aufgabe  2  die  Koordinaten: 

0  =  —,    b  = r—  oder  a  =  l,  ft  =  1. 

Die  Gleichungen  der  Winkelhalbierenden  sind  naeh  Aufgabe  3,  Gleichung  21): 

(— l).rr  — (0+  ^0+T)y  — |-[(--l)-3  +  0.(— 3)=F(-3)/Ö+Tj==0 

oder:  x  —  y  =  0, 

a:  +  y  — 2  =0. 

Der  Winkel,  um  welchen  die  erste  Winkelhalbierende  gegen  die  positive  X-Achse 
geneigt  ist,  wird  bestimmt  darch: 

also  ist  er  =  45^    Der  Tangens  des  imaginären  Winkels  zwischen  den  Geraden  selbst 
ist  gegeben  durch: 

Vs 

tgv  =  ±i  — ^—   [siehe  Aufgabe  4,  Gl.  23)]. 


TTebungsaufgabe  19,    Dieselben  Untersuchungen  wie  vorhin  für  die  Kurve: 

4rc2  — 5a?y  +  y«  +  2a:  +  y  — 2  =  0 
anzustellen. 
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AuflSsimg.    Man  erhält  als  Oleichungen  der  Geraden: 

4a:  — y  — 2==0, 

a:  — y  +  1  =  0; 

als  Koordinaten  des  Schnittpunktes: 

a  =  1,    b  =  2; 

für  den  Winkel  zwischen  den  Geraden: 

3 
tgv  =  ±  —  ,  also  V  =  30^  57',  8 ; 

fiir  den  Neig^nngswinkel  der  einen  Winkelhalbierenden  gegen  die  positive  JT-Achse: 

3+  V^34 
tgq)=      —  ,  also  q)  =  60^  29'; 

als  Gleichungen  der  Winkelhalbierenden: 

5a:  +  (3±  V34)y  — (11±2  l/34)  =  (X 

üebnngsanfgabe  20.    Stellt  die  Gleichung: 

{ax  +  by  —  cy  —  (a2  4- ft2  _  ^2)  (a;2_|_^2  _  ^2)  =  0 

ein  Geradenpaar  dar,  wenn  ja,  welches? 

Anflösnng.    Nach  Auflösung  der  Elammerausdrüske  und  Ordnung  nach  Potenzen 
von  X  und  y  erhält  man  die  Gleichung: 

a;2 (&2 _  c2)  —  2abxi/  +  ij^ (a^--e^)  -f  2ac^x  +  2bc^y  —  c-  {a^  +  b^)  =  0. 

Daher  ist: 

B-  —  4:AC==4c''  (a2  +  ^2  _  ^2)^ 

E^  —  ACF=  ia^c^  («2  +  62  —  (»2)^ 
Femer: 

BD^2äE  =  —  Uc^  {a^  +  b^-  —  c% 

BE  —  2CD  =  —  4ac2(a2  4-«>2—  c2), 
DE-'2BF  -=  —  4a6c2 (^2  +  ft«  —  ^2). 
Daher  ist: 
iBE^2CD)^-^(B^  —  iÄC)(E^  —  ^CF)  =  (a^-{-b^'-c^)^(iea^c^'-Ua^c^)  =  0. 

Die  Gleichung  stellt  somit  ein  Geradenpaar  dar. 

Wenn  a2-j-ft2  —  c2>0  ist,  so  sind  die  Quadratwurzeln  aus  den  Ausdrücken: 

52  —  4^0,    i)2  — 4^i?;    E^  —  ACF 

reell;  also  ist  das  Geradenpaar  reell,  wenn  a^-\-b^ ^-c^y^^^. 

Die  Gleichungen  der  Geraden  sind  nach  Gl.  30): 

2{b^  —  c'^x-\-{—2ab  +  2c  V a^ -{-b^  —  c^)y  +  2ac^- -]-2bc  Va^  +  b^  —  c^  =  0, 

2(62  — c2)ar  +  (— 2a5--2c  Y^;rjp^rZ^)y  j^2ac^  —  2bc  Va^  +  b"- —  c^  =  0. 
Der  Schnittpunkt  hat  die  Koordinaten: 

a;  =  a,   y  =  6   [siehe  Aufgabe  2,  Gl.  15)]. 
Daher  lässt  sich  die  Gleichung  des  Geradenpaares  nach  Aufgabe  5  auch  so  schreiben: 
(62  —  6*2) (a:—  a)2  —  2a6  {x  —  a) (y  —  6)  +  (a2  —  c^)  {y  —  6)2  =  0. 

üebnngsanfgabe  21.    Den  Wert  von  m  in  der  Gleichung: 

wa;2~j- 63:^  —  3^2  4- 5x—  7y  +  5  =  0 
so  zu  bestimmen,  dass  sie  ein  Geradenpaar  darstellt. 

Auflösung.    Es  ist: 

BE—2CD  ==  —  32,  E^^ACF=  69, 

-ß2  — 4J.(7=  36  +  4m, 


<v 
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^^'         (BJS;  — 2Ci))2  — (^  — 4^C)(JS?2  — 4C7iO  =  1024-"69(36-f-4m). 

Soll  also  die  Oleichnng  ein  Oeradenpaar  daratelleD,  so  miiss: 

1024  — 69(36  +  4m)  =  0 
sein,  oder:  3^5  gO 

Da  B^  —  4-4C  positiv  wird,  nämlich  =  57 -^77 ,  so  ist  das  Geradenpaar  reell. 


üebnngtanfgabe  22.    In  der  Gleichung: 

a;2-f-2miFy  +  y2_5a._7^^6  -_  q 

die  Grösse  m  so  zu  bestimmen,  dass  die  Gleichung  ein  Geradenpaar  darstellt. 

AnflSsnng.    Es  ist: 

^D  — 2^JE?=2(7--5wO» 
B^  —  4AC  =  4w2  — 4  =  4(w2  — 1), 

2)2  —  4^2^=  1; 
daher  wird: 

(5i>--2^i;)2  — (ß*  — 4^C)(Z>2  — 4^i0  =  4(7  — 5m)2  — 4(m2  — 1)  =  0, 
oder: 

12ma  — 35w  +  25  =  0, 
hierans:  ,.  ^ 

m  =  -^  oder  -r-. 
Es  stellen  daher  die  beiden  Gleichungen: 

a:2  +  -y-ary  +  y«  — 5a;~7y  +  6  =  0 
und  o        5  o 

Geradenpaare  dar.    Im  ersten  FaBe  ist^  —  iAC  ==7-7r,  im  zweiten  Falle  =2-7^; 

y  4 

beide  Geradenpaare  sind  also  reell. 


TJebungsaafjgabe  23«    Die  Grösse  d  so  zu  bestimmen,  dass: 

a?«  +  2ary  +  y2  +  2c7a:  — 7y  +  6  =  0 
ein  Geradenpaar  darstellt 

Auflösung.    Es  ist: 

BD-'2ÄE=id^U, 

folglich  ist: 

{BD  —  2AE)^^(B^  —  4:AC)(D^  —  iA^^  =  (id  +  U)^=:0, 
daher:  1 

4(^=:  — 14,     d  =  — Sy 
Die  Gleichung  lautet  also: 

Sie  stellt,  da  £^  —  4^C  =  0  ist,  ein  paralleles  Geradenpaar  dar.  Die  Gleichungen 
der  einzelnen  Geraden  lassen  sich  hier  bequem  aufstellen,  wenn  man  die  Gleichung  so 
schreibt: 

(^  +  y)'-7(a:  +  y)  +  6  =  0, 
oder: 

sie  sind  also: 

a:  4-  y  —  6  =  0  und  a:  +  y  —  1  =0. 
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Uebungsanfjg^abe  S4.    Den  Winkel  zu  berechnen,  welchen  die  Geraden  des  Paares 
x^-^xy  —  6y*  =  0  mit  einander  bilden. 

Auflösung.    Sind  ß^  and  ß^  die  Neig^ongswinkel  der  beiden  Geraden  gegen  die 

positive  JC-Achse ,  so  ist  tg  ß^  =  — ,  tg  ß^  =  — ,  wenn  —  und  —  die  Wurzeba  der 

f/  «2  Xi  X2  Xi  x^ 

Gleichung  1  +  -^^ 6-^  =  0  sind. 

Ist  V  der  Winkel  zwischen  den  Geraden,  so  ist: 


1  + 


Xa     Xt 


da  aber  (siehe  Blind,  Lehrbuch  der  quadratischen  Gleichungen)  das  Produkt  der  Wurzeln 
einer  quadratischen  Gleichung  gleich  dem  Absolutglied  ist,  so  wird: 

y«       yi 


Xa  X\ 


tgv=-^ i 


Die  Anflösnng  der  Öleichong  giebt: 


^-T 


6 
der  Winkel  zwischen  den  Geraden  ist  somit  45^. 


TJebungsaufgabe  25.   Die  Gleichung  desjenigen  Geradenpaares  anzugeben,  welches 
die  Winkel  des  Paares: 

^  —  I^^^fji  =  0  halbiert. 

Auflösung.    Sind  ß^  und  ß2  die  Neigungswinkel  der  Geraden  gegen  die  positive 

-Y-Achse,  so  dass  tgß^  =  — ,  fgß^  =  — ,  wo: 

a?j  X2 

(— Y  — 2— — ^+1=0,  daher: 
\x  /  X    cosa    ' 

yi   I  y2  _^    2       iL.y2.^j 

Xi    '^  a?a         cosa  '     x^     x^ 

ist  (siehe  Blind,  Lehrbuch  der  quadratischen  Gleichungen),  ist  ferner  cp  der  Neigungs- 
winkel der  einen  Winkelhalbierenden  gegen  die  positive  X-Achse,  so  ist: 

O  •  COS  Q- 

also  hier  tg2(p  =  '_  =  00,  folglich  2  g)  =  90®,  9  =  45®.  Folglich  ist  für  die 
Winkelhalbierende  -^-  =  ^^45®  =  1,  also  die  Gleichungen  der  Winkelhalbierenden  (siehe 

X 

Teil  I,  Aufgabe  17)  x  —  g  =  0  und  a;  -]-  y  =  0,  die  Gleichung  des  Paares  von  Winkel- 
halbierenden also  x^  —  g^  =  0.  Das  gleiche  Resultat  würde  erhalten  werden,  wenn  man 
nach  der  schon  wiederholt  angewendeten  Methode  der  Aufgabe  1  die  Gleichung  der  beidea 
Geraden  einzehi  aufstellt: 
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X  cosa  -]-  (l  -{-  Bina)y  =  0 

X  cosa  -f-  (1  —  8iiia)y  =  0 

[siehe  aach  Erörterang  6,  Gl.  44)]  und  hieraus  Dach  Teil  I,  Aufgabe  22  die  Gleichungen 
der  Winkelhalbierenden  berechnet.       

üebnngtaufgabe  26.  Es  soU  die  Gleichung  deq'enigen  Geradenpaares,  welches 
die  Winkel  eines  gegebenen  Geradenpaares  halbiert,  aufgestellt  werden,  ohne  die  Glei- 
chungen der  einseinen  Geraden  zu  benätzen. 

Auflösung.  Man  denke  sich  das  gegebene  Geradenpaar  auf  die  Gleichung  gebracht: 

y^o  X  =  X — a,  Y=y  —  h,  und  a,  6  die  Ordinaten  des  Schnittpunktes  sind.  Nach 
Erörterung  7  hat  dann  irgend  ein  anderes  Geradenpaar  mit  dem  gleichen  Schnittpunkt 
eine  Gleichung  von  der  Form: 

die  Gleichungen  der  Winkelhalbierenden  sind  X — a*,  y=  0  und  X — ^"2^=  0>  wo  ^1 
und  /*2  die  Wurzeln  von  -^i^u«-]- J^j/i-f"  ^\  ==  0  bedeuten. 

Sollen  nun  die  Geraden  des  zweiten  Paares  die  Winkel  des  ersten  halbieren,  so 
müssen  sie  aufeinander  senkrecht  stehen  und  zu  den  gegebenen  Geraden  harmonisch  liegen; 
somit  mnss  die  eine  Gleichung  von  der  Form  X — /iF^  0,  die  andere  von  der  Form 

1  C 

^X-f- y  =  0  sein,  oder  es  muss  /*i  = ,  oder  fiy^i^^  =  —  1,  oder  -\-—t-  =  —  1, 

d.  h.  Cj  =  —  Ä^  sein  (siehe  Teil  I,  Aufgabe  17).   Femer  muss  nach  Erörterung  7  sein: 

^iC  — 4^jBiB+.4Cj  =  0,  oder,  da  C^=^--A^\ 

JiC —B^B  —  ÄA^  =0,  woraus  folgt : 

B,         2{C-A)  C\   _ 

1;= B '"'^Ä' 

Die  Gleichung  des  Halbierungsgeradenpaares  ist  daher  (siehe  Teil  I,  Erörterung  50): 

BX^'}-2(C'-Ä)XY—BY^=0. 

TJebnngsaufgabe  27.    Die  Gleichung  eines  Geradenpaares  ist: 

x^  —  ßxy  sina  -(- y^  — _  q^ 

die  Gleichung  des  Paares  von  Winkelhalbierenden  anzugeben. 

Auflösung.  Nach  der  vorigen  Uebnngsaufgabe  erhält  man  als  Gleichung  des  Paares 
von  Winkelhalbierenden: 

— -65i«aa;^  +  2(l  —  l)a;y  +  65inay*  =  0  oder  a?  —  y^  =  0. 

TJebnngsaufgabe  28.    Dieselbe  Aufgabe  wie  vorhin  für  das  Geradenpaar: 

6a;2  +  9a:y  +  2y2  =  o. 

Auflösung. 

9ar2 _  3^^ __  9y2  -=  0  oder  (ic  —  y) (9a;  +'y)  =  0. 

Uebungsaufgabe  29.  Die  Bedingungsgleichung  dafür,  dass  ein  Geradenpaar  durch 
die  allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades  dargestellt  wird,  auf  geometrischem  Wege 
abzuleiten. 

Auflösung.    Man  schreibe  die  Gleichung  der  Kurve  zweiten  Grades  in  der  Form: 
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Man  erhält  dann  (siehe  Fignr  10)  die  Schnittpunkte  L,  Jf  der  Kurve  mit  der  X-Achse, 
wenn  man  y  =  0  setzt,  und  die  Schnittpunkte  N,  P  der  Kurve  mit  der  F- Achse,  wenn 
man  :r  =  0  setzt.  WShlt  man  jedoch  wegen  der  Analogie  mit  der  geometrischen  Be- 
deutung der  Koeffizienten  in  der  Gleichung  einer  Geraden  (siehe  Teil  I,  Erörterung  16) 
statt  der  Koordinaten  dieser  Schnittpunkte  ihre  negativen  reciproken  Werte,  so  dass  also: 

1  1^1.1 


«1  =  --^,     «s 


OM' 


?i=- 


ß.^- 


ON'     ^-'^       OP 

ist,  so  mflssen  a^  und  a,  die  Wnrzehi 
der  Gleichung: 

A         />       ,     ^ 
-^— -^a  +  a-  =0, 

ßi  und  ß^  die  Wurzeln  der  Gleichung: 
--^j8  +  iP  =  0  sein. 


£s  ist  daher: 

«1  +  «2  = 


J) 


«i  a^  =  -jr, 


oder: 


F  ' 

^1  +  ^2  =  ~^ »    ßißi  =  ";p"« 

Soll  nun  die  Kurve  ein  Geraden- 
paar  darstellen,  so  kann  dies  in  zwei- 
facher Weise  geschehen,  entweder  wird 
es  durch  die  Geraden  LP  und  MX, 
oder  durch  die  Geraden  LM  und  XP 
gebildet,  d.  h.  es  sind  entweder  die 
Punkte: 

aj,  0  mit  0,  ßi  und  ag)  0  mit  0,  ß^ 
oder  die  Punkte: 

ttj,  0  mit  0,  ßi  und  a^,  0  mit  0,  ßi 
zu  verbinden. 
Die  Gleichung  des  Geradenpaares  ist  daher  nach  Teil  I,  Erörterung  26  entweder: 

(a,x  +  ß,i/  +  l)(a^x  +  ß,!/+l)  =  0 

(«1  ^ +  1^2^+1)  («2^ +  i3iy+l)==0. 

Führt  man  die  Multiplikationen  aus,  so  werden  die  Gleichungen  der  beiden  Paare: 

a,a,x^  +  (a,ß,  +  a^ß,)xi/  +  ß,ß,!/^  +  (a,  +  a,)x  +  (ß,  +  ß,)y  +  l=^0, 
a,a,x^  +  (a,ß,  +  a,ß^)xy  +  ß,ß,i/^  +  ia,  +  a^x-^{ß,  +  ß^)i/+l=0 

oder  unter  Berücksichtigung  der  oben  für  «i  +  ag,  ßi-\-ßii  a^a^  und  ß^ß^  angeführten 
Werte : 

A  (^  7)  V 

-^  a;2  +  (a, /Jj  +  «s(J,)  ary  + -p- y^  + -^  ar  + -^  y  + 1  =  0, 

A  0  1)  V 

-jiT x^ '\-  {a^ß,  +  a.,ß^)xy  -\-^  iß  -{--y  x  +  -^y  +  1  =0. 

Soll  die  eine  oder  andere  dieser  Gleichungen  identisch  sein  mit  der  allgemeinen 
Gleichung  zweiten  Grades,  so  muss  entweder: 

a^ß.2  +  a^ßi  =  -y  oder  «ij^i -j- «A  = -7^ 
sein,  je  nachdem  die  Kurve  das  Geradenpaar  LN^  MP  oder  das  Paar  LP^  MN  darstellt. 
Man  kann  daher  -rr  als  die  Wurzel  einer  quadratischen  Gleichung  ansehen  und  diese 
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bilden,  wenn  es  gelingt,  die  Summe  and  das  Produkt  der  Wurzeln  zu  berechnen.    Nun 
ist  aber: 

DE 
(ccA  +  «2l»i)  +  «1 1*1  +  «2/32  =  («1  +  «2)  (i^i  +ß2)  =  -y2- 

{a,ß,  +  a^ß,)  {a,ß,  +  a^ß,)  =  a,^ß,ß,  +  a,a,ß,^  +  a,a,ß,^  +  cc^ß^ß^ 

=  «1  «2  (ßi'  +  ß^")  +  ßiß,  («1'  +  «2') 

=  «i«2  [(i^i  +  ßd'  -  2ß^ß,]  +  ß,ß,  [{a,  +  «2)'  -  2a,a,] 


AE^        CD^        4^0 

Die  quadratische  Gleichung  für  -rr  lautet  also: 

^_A   ^-S^    ,    -^^'^        CI>\     4^C7 

i^         jP  •    j^  +    jr3    H~    j/'S  jf'g  ^ 

oder: 

-^jE/^  +  CD^  +  FjÖ«  — 52)1;— 4>4CJ^=0  [siehe  GL  5)]. 

üebangsanigabe  80.  Wenn  eine  Gleichung  zweiten  Grades  ein  paralleles  Geraden- 
paar darstellt,  die  Gleichung  der  Mittelparallelen  aufzustellen  und  den  Abstand  der  Paral- 
lelen zu  berechnen. 

Auflösung.  Die  Gleichung  ^ir2  +  5a:y  +  Cy2  +  Z)ar  +  ^y  +  jP=  0  stellt  ein 
Paar  von  Parallelen  dar  unter  folgenden  Bedingungen: 

{BD  —  2AE)^  =  (B^^4AC){D^  —  4ÄF)  =  0  und  ^  —  4^0=0, 
oder: 

(BjE:  — 2CZ>)2  =  (J?2_4^C)(j;2_4(^»2f^^0  und  i5«  — 4^C  =  0, 
oder: 

{DE—2BF)^  =  (D^^iAF)(E^'-iCF)  =  0  und  B^  —  4AC=0, 

hieraus  folgt,  dass  auch: 

BD  —  2AE=:0, 

BE-'2CD=^0, 

AE^  +  CD^-{-B^F—BDE  —  4:ACF=0 

(siehe  Aufgabe  4  und  Anmerkung  7). 

Die  Gleichungen  der  einzelnen  Geraden  werden  nach  Anmerkung  7,  Gleichung  30: 

2Az-{'By  +  D+VD^  —  4AF  =  0 

2AX'^Bi/'{-D-'VD^  —  ^AF  =  0. 

Setzt  man  nun  ein  rechtwmkliges  Koordinatensystem  voraus,  so  wären  die  Gleichungen 
der  beiden  Geraden  auf  die  Normalform  gebracht: 

xcosa-^-y  sin  «  —  j}^  =  0, 

a;  coÄ  «  +  y  sin  a  — ^^^  =  0 
(siehe  Teü  I,  Erörterung  12). 

Daher  ist  nach  Teil  I,  Aufgabe  15: 

^2  _  {D+VW^^=^Äly 


iA^  +  B^ 


^2^  (D-Vl>'-4AFf 

"i  A     A'l      I       02 


daher  ist  der  Abstand  der  Parallelen:      

_  2VD'^'-4:AF 
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Dagegen  ist  die  Gleichung  der  Vittelparallelen: 

xcosa  +  ysina  —  '^iPi+p^  =  0, 
aber: 

ferner  nach  Teü  I,  Angabe  15: 

2Ä 
C08  a  =  — 


stn  a  =  — 


B 


V4.42  +  JB2' 
daher  die  definitive  Gleichung  der  Mittelparallelen: 

^Äx-^-ByA ,      ^       —  =  0. 


D.   Kurven  zweiter  Klasse. 

Erörterung  9.  In  Teil  I,  Erörterung  26,  wurde  gezeigt,  dass  eine 
Gleichung  ersten  Grades: 

ux-^-cy-^-l  =  0, 

wenn  man  darin  u  und  v  als  die  Koordinaten  einer  geraden  Linie,  x  und  y  als 
gegebene  Grössen  ansieht,  die  Bedingung  dafür  ausdrückt,  dass  alle  Geraden, 
deren  Koordinaten  u^  v  jener  Gleichung  genügen,  durch  einen  Punkt  gehen, 
dessen  Punktkoordinaten  x,  y  sind.  Man  nennt  deshalb  die  obige  Gleichung 
geradezu  die  Gleichung  des  Punktes.  Man  kann  nun  analog  mit  Erörterung  1 
fragen,  welche  Eigenschaften  alle  geraden  Linien  besitzen,  deren  Koordinaten 
w,  V  durch  eine  Gleichung  zweiten  Grades: 

1)  .  .  .  au^-\-hiiV'\-cv^-{-dU'\-ev-{'f=iO 
verknüpft  sind. 

Löst  man  die  Gleichimg  nach  ii  oder  v  auf,  so  erhält  man: 

2)  .  .  .  v  = TT^-"^  /(T*  ~4ac)1^2  +  2(6e  — 2crf)w+(6*  — 4c/) 

3)  .  .  .  w=--^^-±-^V(6"*--4ac)t;2  +  2(6d— 2ae)y  + 

Die  quadratische  Gleichung  für  w  und  v  (siehe  Figur  11)  stellt  daher  eine 
doppelt  unendliche  Schar  von  Geraden  dar;  jedem  beliebig  gewählten  Werte 
von  u  entsprechen  zwei  im  allgemeinen  verschiedene  Geraden  der  Schar,  ebenso 
jedem  beliebig  gewählten  Werte  von  v.  Diese  Geraden  können  reell  oder  imaginär 
sein  oder  in  eine  einzige  reelle  Gerade  zusammenfallen.  Die  Bedingungen  sind 
ganz  analog  denen  von  Aufgabe  1,  2,  3.  Wählt  man  von  den  beiden  Geraden, 
welche  einem  bestimmten  Werte  von  u  entsprechen,  nur  die  eine,  etwa  die 
durch  das  obere  Vorzeichen  in  Gleichung  2)  bestimmte,  und  verändert  den  Wert 
von  u  nur  um  sehr  wenig,  so  wird  audi  der  zugehörige  Wert  von  v  nur  sehr 
wenig  sich  ändern,  die  beiden  auf  diese  Weise  erhaltenen  Geraden  werden  daher 
im  allgemeinen  nur  einen  sehr  kleinen  Winkel  miteinander  bilden;  verändert 
man  dann  den  Wert  von  u  noch  einmal  um  sehr  wenig,  so  erhält  man  eine 
dritte  Gerade,  welche  der  zweiten  ausserordentlich  nahe  kommt  und  mit  ihi* 
ebenfalls  einen  sehr  kleinen  Winkel  bildet.  Entsprechend  wird  daher  auch  der 
Schnittpunkt  der  ersten  und  zweiten  Geraden  und  derjenige  der  zweiten  und 
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dritten  Geraden  einander  sehr  nahe  kommen,  nnd  das  dazwischen  liegende  Stück 
der  zweiten  Geraden  wird  nm  so  kleiner  werden,  je  kleiner  die  Aenderungen 
von  u  sind.  Dnrch  weitere  Aenderungen  der  einen  Linienkoordinate  um  sehr 
kleine  Beträge  erhält  man  also  eine  Reihe  von  aneinander  stossenden  sehr 
kleinen  Strecken,  welche  sehr  kleine  F'      11 

Winkel  miteinander  büden,  und  es  ^' 

ist  daher  durch  die  Gleichung  1) 
ein  im  allgemeinen  doppelter  poly- 
gonaler Linienzug  definiert,  welcher 
bei  stetiger  Aendemng  der  einen 
Linienkoordinate  in  einen  stetigen 
Linienzug  übergeht.  Man  nennt 
denselben  eine  Kurve  zweiter 
Klasse.  Jede  der  Geraden  w,  r, 
welche  der  Gleichung  1)  genügen, 
bildet  mit  einem  sehr  kleinen  TeU 
ihrer  Länge  ein  Stück  der  Kurve 
und  hat  dort  die  gleiche  Bichtung. 
Je  kleiner  die  Aenderungen  von  u 
sind,  um  so  näher  konmit  die  durch 
die  Gesamtheit  der  aufeinander 
folgenden  Schnittpunkte  bestimmte, 
aus  Punkten  bestehende  Linie  der 
durch  die  Gesamtheit  der  kleinen 
Zwischenstrecken  bestimmten  Kurve  zweiter  Klasse.  Bei  stetiger  Aendemng 
von  H  fallen  beide  Linien  zusammen. 

Jede  Gerade  u,  v  der  Schar  1)  ist  die  Verbindungsgerade  zweier  ausser- 
ordentlich benachbarten  Punkte  jener  Kurve,  man  nennt  sie  eine  Tangente 
der  Kurve.  Die  Kurve  selbst  nennt  man  die  Einhüllende  der  durch  Gleichung  1) 
definierten  Geradenschar. 

Zur  Unterscheidung  von  den  durch  die  Gleichung  zweiten  Grades  in  Linien- 
koordinaten definierten  Kurve  zweiter  Klasse  nennt  man  die  durch  die  Gleichung 
zweiten  Grades  in  Punktkoordinaten  dai*gestellte  Linie  eine  Linie  zweiter 
Ordnung. 

Ganz  analog  wie  in  Aufgabe  2  und  3  kann  man  auch  bei  den  Kurven 
zweiter  Klasse  die  Bedingungen  aufstellen,  unter  welchen  dieselben  imaginär  sind. 
Die  Geraden  der  Schar  werden  insbesondere  imaginär,  wenn: 

(6«— 2ccO*  — (6*  — 4ac)(e*  — 4c/)<0  und  6^  — 4ac<0 
4)  .  .  .      oder  was  dasselbe  ist,  wenn: 

(6d  — 2a^)*  — (6*  — 4ac)(£?  — 4a/)<0  und  6«  — 4ac<0  ist 


Erörterung  10.    Es  fragt  sich,  was  die  Gleichung  der  Kurve  zweiter 
Klasse  bedeutet,  wenn: 

(be  —  2cd)*  —  {b^  —  ^ac)(e*  —  4:cf)  =  0  ist 

Analog  mit  den  Untersuchungen  in  Erörterung  4  ff.  erhält  man  auch  hier 
das  Besultat,  dass  der  Ausdruck: 

sich  als  Produkt  zweier  linearen  Faktoren  darstellt,  wenn: 

5)  -  .  .   ae-'^cd^-}^fb^  —  bde  —  ^acf=0 
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6)  .  .  . 


oder: 
oder: 


(6ö  — 2crf)«  — (6«  — 4ac)(ß*  — 4c/)  =  0, 
{bd—  2aef  —  (6«  —  4ar)  (rf^  —  4a/)  =  0, 


{de  ^2bf)^--  (rf»  —  4a/)  (e«  —  4c/)  =  0. 
Die  beiden  linearen  Faktoren  sind  dann: 

2aM  +  (6+ Vft^"^=^4"ac)  i'  + d+ V5^^^4"^=  0 


7)  .  .  . 


oder: 


oder: 


(e/_  Vrf«Zr4^) w  +  («  —  y?"=4c7) r+ 2/"=  0. 

Die  Vorzeichen  der  Quadratwurzeln  werden  dabei  durch  dieselben  Be- 
dingungsgleichungen bestimmt,  wie  in  Anmerkung  7. 

Die  Gleichungen  in  7)  sind  aber  Gleichnngen  ersten  Grades  in  Linien- 
koordinaten, also  Punktgleichungen  (siehe  Teil  I,  Erörterung  29).  Man  hat 
daher  das  Eesultat:  Unter  Voraussetzung  der  Gleichung  5)  zerfällt  die 
Kurve  zweiter  Klasse  in  ein  Punktepaar. 

Erörterung  11.  Wegen  der  doppelten  Deutung  einer  Gleichung  ersten 
Grades,  nämlich  als  Gleichung  einer  Geraden  oder  eines  Punktes,  können  die 
Untersuchungen  über  das  Geradenpaar  ohne  weiteres  auf  das  Punktepaar  tiber- 
tragen werden;  man  erhält  daher: 

Die  Koordinaten  der  beiden  Punkte  sind: 


8)  .  .  . 


^1  = 


X, 


2f  y    y^—  2f 

d—  Vrf^^TX^  e—  Ve^'^^^f 

— -y  yt  = 


2  —  2/'  >     ^2  —  2f 

(siehe  Teil  I,  Erörterung  29). 

Die  Koordinaten  der  Geraden,  welche  die  Punkte  des  Paares  ver- 
bindet, sind: 


_    de  —  2bf 
bd—2ae^ 


d^^4taf 
bd —  2ae 


9)  .  .  .    m  = 

(siehe  Aufgabe  1). 

Führt  man  ein  neues  Koordinatensystem  ein,  in  welchem  (siehe  Aufgabe  6) : 

10)  .  .  .    17  =  M  —  m  ;  F  =  r  —  w, 

so   wird   die   Gleichung    des   Punktepaares    unter    der   Voraussetzung,    dass 
i'  — 4ac20  ist: 

11)  .  .  .   at7^  +  6C7r+cF^  =  0. 
Die  Gleichungen  der  beiden  Punkte  sind: 

2aU-\-ibJ^Vb^  —  Aac)V=0 


12) 


/  2a 

•  •  •    I 

[  2a 


U-^{b—Vb*  —  4:ac)V=pO. 
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Die  Punkte  werden  also: 

imaginär  für  6*  —  4ac<0, 
reell  für  6*  — 4ac>0. 

Der  Mittelpunkt  der  Verbindungsstrecke  der  beiden  Punkte  hat  nach  Teil  I, 
Anmerkung  66  die  Gleichung: 


^(^nzV^_=M.y+(i±v^^y+q 


oder : 

13)  .  .  .   dw-|-öt;-|-2/*=0, 

die  Koordinaten  dieses  Punktes  sind  also: 

d        ,    e 
und 


+[ — 27 — r+[ — 27 — ^j^+i=^' 


2f "-  2r 

Die  Entfernung  der  beiden  Punkte  des  Paares  ist  nach  Teil  I,  Aufgabe  59 : 

wo  yj  und  1/2  die  in  8)  angegebenen  Werte  haben,  also: 

14)  .  .  .  d  =  f  V(d^  —  4a/)  +  (e«  —  477). 

Aus  Gleichung  14)  geht  hervor,  dass  der  Abstand  beider  Punkte  00  wird, 
d.  h.  dass  einer  der  Punkte  ins  Unendliche  fällt,  wenn  das  Absolut- 
glied verschwindet. 

Aus  Gleichung  14)  folgt  femer:  die  beiden  Punkte  des  Punktepaares 
fallen  in  einen  einzigen,  doppelt  zu  rechnenden  zusammen,  wenn: 

d^  —  4taf+e^  —  4tcf=0  ist. 
Schreibt  man  die  Gleichung  des  Punktepaares  in  der  Form: 
a  (h  —  my  -f-  ^  (^  —  ^^)  (^  —  n)'^c(v  —  w)'  =  0, 
und  liege  noch  ein  zweites  Punktepaar  vor,  dessen  Gleichung: 

«1  (u  —  wi)*-j-  Jj  (u^  —  m)  (w  —  w)  -|-  ^1  (^  —  ^y  =  ^ 
ist,  so  müssen  beide  Punktepaare  auf  derselben  Geraden  liegen,  deren  Koordi- 
naten m  und  n  sind. 

Diese  beiden  Punktepaare  liegen  harmonisch,  wenn: 
15)  .  .  .   aci-|-  — 66i  +  aiC=  0, 

und  drei  Punktepaare  auf  derselben  Geraden: 

a  (u  —  m)^-|-t  (m  —  m)(v  —  n)-\-c  (e?  —  n)*  =  0, 
a^(M  — m)*-f-Ji(w  —  m){v  —  w)4-^i(y  -— w)*  =  0, 
0^(11  — my-\-b^{u  —  m)  (v  —  7i)-f-  c^  (v  —  n)*  =  0 

liegen  in  Involution,  wenn: 

16)  .  .  .   a(b^c^—b^Cj)-^b{c^a.^-^€^ai)'j-c(a^b^  —  a2b^)  =  0 

ist  (siehe  Erörterung  7  und  8  und  Teil  I). 

Es  ist  noch  die  Frage  übrig,  was  die  Gleichung  des  Punktepaares  in  dem 
Fall  bedeutet,  dass  6*  —  4ac  =  0  ist. 

Da  wegen  Gleichung  6)  dann  auch  bd—2ae  =  0  wird,  so  werden  die 
Koordmaten  m,  n  (Gleichung  9)  der  Verbindungsgeraden  beider  Punkte  unendlich 
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gross,  also  (siehe  Teil  I,  Erörterung  26)  ihre  Abschnitte  auf  den  Achsen  =  0, 
diese  Verbindungsgerade  geht  also  dann  durch  den  Koordinatenursprung. 
Wenn  in  der  Gleichung  des  Punktepaares: 

17)  .  .  .  6»— 4ac  =  0 

ist,   so  geht  der  Träger  des  Punktepaares   durch  den  Koordinaten- 
ursprung. 

Anmerkung  16.  um  die  Beziehnngen  zwischen  den  Karven  zweiter  Klasse  und  zweiter 
Ordnung  zu  untersuchen,  ist  es  nötig,  zuerst  die  Tangenten  an  die  Karven  zweiter 
Ordnung  darch  Gleichungen  auszudrücken;  dies  soll  in  den  folgenden  Aufgaben 
geschehen. 

Aufgabe  7.  Die  Gleichung  der 
Tangente  an  eine  Kurve  zweiter  Ord- 
nung: 

aufzustellen,  wenn  der  Berührungspunkt 
gegeben  ist. 


Erkl.  !?•  Unter  Tangente  einer  Kurve  ver- 
steht man  die  Verbindnngsgerade  zweier  un- 
endlich nahen  Punkte  der  Kurve  (siehe  Er- 
örterung 8). 

Figur  12. 


Auflösung.  Nach  Teü  I,  Erörte- 
rung 8,  ist  die  Gleichung  der  Geraden, 
welche  die  Punkte  x^ ,  y^\  x^,  y^  ver- 
bindet: 

18)  .  .  .  x{y^—y.^  —  y{x^  —  x^ 

+  x^y^  —  x^y^  =  0. 

Wenn  nun  die  beiden  Punkte  a-j,  y,: 
^2,  ^2  3.uf  der  Kurve  liegen  (s.  Fig.  12). 
so  muss: 

Ax,'  +  Bx,y,  +  Cy,*+n^, 

19)  ...  {  und 

Ax,^-{^Bx,y,  +  Cy,'Jr^^^, 

-^Ey,-\-F=0 

sein.  Durch  Subtraktion  dieser  beiden 
Gleichungen  erhält  man  nach  Division 
durch  x^  —x^  (siehe  ErkL  18): 

20) 


... 


■\-C{y,+y,) 


X  t  Xa 


Erkl.  18.  Die  Subtraktion  der  Gleichungen  19) 
giebt  zunächst: 

Ä (ar,  —  x^)  (x^  +x^)  +  B (Xjy,  —  o?,  y,) 

+  C(yj-y,)(yj+y,)  +  i)(a:i-a?,) 

+  ^(y,-y,)  =0, 
aber: 

=  yi  i^i  —  *2)  +  «2(yi  —  y2) ; 

dividiert  man  also   durch   x^  —  X2,  so   erhält 
man: 


Nun   lässt   sich    die   Gleichung   der 
Geraden  18)  auch  so  schreiben: 

(y— yi)(^i— ^2)— (^— ^i)(yi~y2)=  <>• 

oder: 

Aus  Gleichung  20)  und  21)  folgt: 

22)     y — yi  =    ^(ar^+^2)+-gyi+--^ 

x—x^  Bx^+C(y^+y^)-\-K 
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A(x   \  x)  \  bJv   \  X     ^^"^^  \  I^ißs  ist   die  Gleichung  der  Sehne, 

V  ^1  —  ^j  /  welche  die  Punkte  x^ ,  y^  und  x^ ,  y^ 

,  ^  (yi+y>)(yi  — y«)       verbindet. 

a?i— ÄTj  Fallen  diese  beiden  Punkte  zusam- 

[  j  I  ^  yi  —  y>  _  Q  men,  so  wird; 

^»~*»  ^1+^2==  2^1,    ^1  +  ^2  =  2  v,. 

Au8  dieser  Gleichung  folgt:  und  man  erhält  (siehe  ErkL  18): 

^[B*»  +  <?(»'i+y.)  +  -E^J  23)  .  .  .  a?(2^a;,  +  J5yi4-Z?) 


X,  —  «. 


=  -M(ar,+«,)  +  ßy,  +  i)J  +  y  (fiar,  +  2  Cy^  +  £) 

j  _^   — — ßarg  +  C(yi+y,)  +  J?'  Dabei  sind  a;,  y  die  laufenden  Ko- 

Da  aber:  *  *       '  ordinaten  der  Tangente,  x^,  y^  die  Ko- 

y  — yi   _  yi  — y2  ordinaten  des  auf  der  Kurve  gelegenen 

a:  — a?i  "^  "Sj^^^'  Berührungspunktes. 

so  ist:  Piir    das   Gedächtnis    bequemer    ist 

y  —  y\  ^  _  ^(gi  +  ^a)  +  -gyi  +  -P  .  folgende  Schreibweise : 

x-ar,  5ir,  +  C(y,+y,)  +  ^  '  ]yj[an  ersetze  die  Koeffizienten  A,  JB, 

wenn  nnn:  C    2?,  J5*,  l  durch: 

yj4-y2  =  2y„  ^n?  2a,2,  a^g,  Sa^g,  2a2g,  öjg, 

so  wird:  wobei  man  statt  a^^  auch  a^^,  statt  a^g 

y^^yi_  _  _  2^ar,  +  ^y,  +  D  auch  »31,  statt  öfgg  auch  Ojg  sagen  darf, 


X  —  X 


1 


jBa?i  +  2Cyi  +  -&*  dann  ist  die  Gleichung  der  Kurve: 


oder:  24)  .  .  .  i^K, a:  + aj^y  +  «is) 

J^  2  Cyi«  +  j&y,)  =  0,  -J" l^ai  ^  "T  0^32 ^  +  ^33)  —  ^? 

Da  ar,,  y,  ein  Punkt  der  Kurve  ist,  so  ist  und   die  Gleichung  der  Tangente   wird 

wegen  der  Kurvengleichung:  erhalten,  wenn  man  in  den  Klammer- 

2^a:,«  +  25aj,yi  +  2Cyi2  =  ausdrücken  a:,  y  durch  x^,  y^  ersetzt: 

,13,,  -2(i)x,  +  ^y,  +  i^),  25)  .  .  .  ^(au^i  +  «i2yi  +  ^i3) 

—  2u4ar,2  —  2Ba?,yi  —  2C7y,2  —  Da?,  —  Ey^  +y  (0^21^1  +  ^^22^1  +  «23) 

=  2)ar,  +  Ey,  +  2F.  -f  (flTgi  fl^,  +  a^^  y^  +  flTgg)  =  0. 

Anmerkimg  17.  Die  Gleichung  der  Tangente  [23)  oder  25)]  bleibt  unverändert,  wenn 
man  darin  die  Koordinaten  des  Berührungspunktes  rr^  y^  mit  den  laufenden  Koordi- 
naten x^  y  irgend  eines  Punktes  der  Tangente  vertauscht. 


Aufgabe  8.  Die  Gleichung  der 
Tangente  an  eine  Kurve  zweiter  Ord- 
nung aufzustellen,  wenn  ein  nicht  auf 

der   Kurve  liegender  Punkt  derselben        *    m-  t^«     tt    ^-    *       ^ 

ffCffeben  ist  Auflösung.     Die  Koordinaten   des 

^  ^  '  gegebenen   Punktes    (siehe   Figur   13) 

seien  a,  6;  die  Koordinaten  irgend 
eines  Punktes  der  Tangente  x^  y\  nach 
Teil  I,  Erörterung  8,  hat  irgend  ein 
Punkt  x^^  y^  auf  der  Tangente  dann 
die  Koordinaten: 

26)  .  .  .  x^  —  i_^;l  ?  ^1  -  Tqrr* 
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Fignr  13. 


Erkl.  19.    Die  Emrengleichnng  giebt  nach 
Einsetzen  von  Gl.  26): 


o-+^y 


(i+i)* 


(1  +  i)2 


l+X 


oder: 

A(x  +  Xa)2  +  B(x  +  Xa)  (y  +  kb) 

+  C(3f  +  Xb)^  +  D(l+X){x  +  Xa) 

+  E{l+X)(y  +  Xh)  +  (l+X)^F=0. 

Diese  Gleichung  giebt  geordnet  die  Gl.  27). 

Wenn  die  Wurzeln  der  Gleichung  *für  X 
gleich  werden  sollen,  so  muss  die  Grösse  unter 
dem  Wurzelzeichen  verschwinden,  diese  ist  für 
eine  Gleichung  von  der  Form: 

ttx2-\-ßx  +  y.=z  0 
der  Ausdruck  ß^  —  4t ay, 

Erkl.  20.    Die  Gl.  28)  lässt  sich  schreiben: 
\x(2Aa  +  Bh  +  D)'^y{Ba  +  2Cb  +  E) 
+  (Da  +  Eb  +  2F)]^  —  [x(2Ax  +  By  +  D) 
+  y(Bx  +  2Cy  +  E)  +  (Dx  +  Ejf  +  2F)] 
.  [a(2Aa  +  Bb  + D) +  b(Ba  +  2Cb -{-E) 
+  {Da  +  Eb  +  2F)]  —  0. 
Danach  wird  der  Koeffizient  von  x^: 
bi{B2'-'4AC)  +  2b(BD'-2AE) 

+  (D2-4AF), 
Der  Koeffizient  Ton  xj/: 
—  2ab{B^  —  AAC)  — 20(^31)  — 2  AE) 

^2b(BE^2CD)+2(DE—2BF). 
Der  Koeffizient  von  y^: 
a^{Bi--AAC)  +  2aiBE—2CD)+Ei^ACF. 


Setzt  man  diese  Ausdrücke  an  Stelle 
von  a;,  y  in  die  Gleichung  der  Kurve 
ein,  so  erhält  man: 

27)  .  .  .  Ax^-^-Bxy-^Cy^  +  Dx 

J^Ey^F'}'X[2AaX'^B(bX'{'ay) 

Dies  ist  eine  quadratische  Gleichung 
für  A;  ihre  Wurzeln  geben,  in  GL  26) 
eingesetzt,  die  Koordinaten  der  beiden 
Schnittpimkte  der  Verbindungsgeraden 
zwischen  a,  b  und  x,  y  mit  der  Kurve. 

Soll  die  Gerade  Tangente  werden, 
so  müssen  die  beiden  Schnittpunkte  zu- 
sammenfallen, oder  es  muss  (s.Erkl.  19): 

28)  .  .  .  [2Äax-\-B(hx-\-ay)-\-2Cby 

+  2)(a+a:)+^(6+y)  +  2Fp 

J^Ey-J^F)>{Aa^^Bab-\-Cb^ 

4-^a  +  ^A  +  ^  =  0  sein. 

Da  diese  Gleichung  eine  quadratische 
ist,  so  folgt,  dass  es  zwei  Tangenten 
vom  Punkte  a,  b  an  die  Kurve  zweiter 
Ordnung  giebt  Der  Punkt  a,  b  ist  der 
Schnittpunkt  dieses  Geradenpaares ;  man 
kann  dasselbe  also  nach  Aufgabe  5  durch 
eine  Gleichung  von  der  Form: 

29)  .  .  .  ^{x  —  aY-{-B{x  —  a){y  —  b) 

darstellen.  '      ^       ^  "~ 

Die  Vergleichung  der  Koeffizienten 
(siehe  Erkl.  20)  giebt: 

^  =  b^{B^  —  4.AC) 

-^2b{Bn—2AE) 
+  (/?«- 4^20, 

B  =  —  2ab{B^  —  4.AC) 

—  2a{Bn—2AE) 

—  2b{BE—2CD) 
-^2{nE—2BF), 

r=a^{B^  —  4:AC) 

-{-2'a{BE^2CD) 

Die  Tangenten  können  reell  und  ver- 
schieden sein,  zusammen&llen  oder  ima- 
ginär werden,  je  nachdem  der  Ausdruck : 

£*  — 4^r>0,  =0,  <0  ist 


30)  .  .  . 


Prelis  gekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


Der  ausführliche  Prospekt  und  das  ausführliche  In- 

haltsyerzeichnis  der  ^^voÜBtändig  gelösten  Aufgabensammlung 
\ron  Dr.  Ad.  Kleyer"  kann  von  jeder  Buchhandlung,  sowie  von 
der  Verlagshandlung  gpratis  und  portoft*ei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  anfgeschoitten  and  gut  brochiert,  um  den  sofortigen  und  danern- 
den  Gebranch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
und  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreise  von  25  Pfg.  pro  lieft. 

5).  Die  Beihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  aas  dem  Prospekt  ersichtlich,  ohne  jede  Bedentung 
für  die  Interessenten. 

0).  Dos  Werk  enthält  Alles,  was  sich  tlberhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Be\Yeisen,  a]]e  praktischen 
Aufgaben  in  vollstSndig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbnch  für  Schüler  aller  Schulen^  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  Yorzüglichste  Lehrbuch 
sam  Selbststudium,  das  vortrefflichste  Nachschlagebuch  für  P'achleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


Das  vollständige 

Inhaltsyerzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjäbriich  erscheinen  Nachträge  über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


l)riu'k  von  Carl  Hammpr  in  8tntt|?art. 


il 


m 

I 

5 
SJ 
5 
2 


1282.  Heft. 


6 
B 
8 


Preis 
des  Heftes 

as  Pf. 


S  Analytische  Gtometrie  der  Ebene. 


J 


ZwMter  Teil. 

Die  einzelnen  Linien  zweiten  Grads. 
Foits.  V.  Heft  1281.  —  Seite  49—64. 

Mit  2  Figuren. 


ü 


fzi 


si 


5 
121 


i 


i 


s 


i 


Is 


gelöste 

Auf  gaben-  Sammlung 

-  nebst  Anhängen  ungelöster  Anfgaben  für  den  Schnl-  &  Selbstunterricht  - 

mit 

Angabe  M  EntwicUimg  der  benutzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  und  Antworten 

erläutert  durch 

viele  Holzschnitte  &  lithograpL  Tafeln^ 

aus   allen   Zweigen 

der  BeehenlLunst^  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  u.  sphärischen 
Trigonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  n.  höheren  Mathematik  (höhere  Analysis, 
Differential-  u.  Integral-Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Raumes  etc.);  — 
aus  allen  /weigr^n  der  Physik 9  Mechanik«  Oraphostatik,  Chemie ,  Geodäsie,  Nautik, 
mathemiit.  Geographie,  Astronomie;  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenhahn-,  Wasser-, 
Brfiekeu-  a.  Hochhau's;  der  Konstruktionslehren  als:  darstell.  Geometrie,  Polar-  u. 

Parallel-Perspective,  Schattenkoustruktionen  etc.  etc. 

für 

Schüler,  Studierende,  Kandidaten,  liChrer,  Tecliniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 

zum  einzig  richtigen  und  erfolgreichen 

Studium,   zur  Forthülle  bei  Schularbeiten   und   zur  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 

herausgegeben  von 

]>r«  Adolph  Kleyer, 

Mathematiker,  vereidvtor  köuigl.  preuas.  Feldmesser,  vereideter  grossh.  bessitcher  Gcometer  I.  Klasse 

in  Frankfurt  a.  M. 

unter  Mitwirkung  der  bewährtesten  Kräfte. 
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Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  älinliclics  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3 — 4 
Heftei^  zu  dem  billigen  Preise  von  25  ^  pro  Heft  und  hringt  eine  Sammlung  der  vichtig- 
fiten  und  praktischsten  Aufgaben  aus  dem  Gesamtgebiete  der  Matbematik,  Physik, 
Mechanik,  malh.  Geographie,  Astronomie,  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbahn-, 
Brilcken-  und  Hochbaues,  des  konstrukliyen  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  TollstRndig 
ireloster  Form,  mit  Tielen  Figuren,  Erklärungen 'nehst  Angabe  und  Entwickelnng  der 
l>enutzten  Sätxe,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw«  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  In  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  nngelSsten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  Inhaltsrerxeich- 
nis,  Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärungen  Ober  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch  naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  I.  und  II.  Ord«,  gleich- 
berechtigten höheren  Bttrgerschulen,  Prifatsohulen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro- 
gymnasien ,  Schullehrer  -  Seminaren ,  Polytechniken ,  Techniken ,  Baugewerkschulen, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn.  Torbereitungsschulea  aller  Arten,  gewerbliche 
.Fortbildungsschulen,  Akademien,  Universitäten,  Land-  und  Forstwissenschaftsschulen, 
Militärschulen,  Torbereitungä- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  ffir  das  Einjährig-Frei- 
willige- und  Offlziers-Examen,  etc. 

Die  Sch&ler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese,  Schritt  ffir  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbeneu  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  zum  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc«  anzuwenden  und  praktisch  zu  verwerten.  Lust,  Liebe 
und  Yer^tändnis  für  den  Schul-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgeno^sen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Bernfs- 
zweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Verwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  v-ln  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreflfen,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.,  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart.  Die  Yerlagshandlung. 
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Der  Koffiaaiit  von  or:  Die  Gleichungen  der  einzelnen  Tan- 

-'2ab{BD'^2AE)  +  2hHBE-^2cn)         genten  sind  nach  Erörterung  6,  GL  4) 
—»«(/)« -4^1?')- 26(2) J5;—2B^).  zu  bilden. 

Der  Koeffisient  von  y: 

+  2fl|2(BD— 2-4^  — 2a6(Bi:— 2CD)  — 2a(/)£— 2ÄF)  — 26(j&«  — 4CF). 

Das  Absolutglied: 
a^D»^4tAF)  +  2ah{DE^2BF)  +  hiiEi^4CF). 

Die  Gleichnng  29)  lautet  naeh  Potenzen  von 
X  und  p  geordnet : 

Ax^  +  Bxy+rp^:f(2aA  +  hB)x  —  (Ba  +  2rb)y  +  uia'^  +  Bah  +  rbiz=0. 

Es  muss  daher  A  gleich  dem  Koeffizienten 
Yon  aß,  B  gleich  dem  von  xp ,  r  gleich  dem 
von  jr<  sein,  und  die  Koeffizienten  von  — x, 
—y  und  das  Absolutglied  mttssen  bezw.  gleich 
2aA+hB,  Ba+2r6,^a«  +  J?a6  +  r6«8ein. 

Dies  bestätigt  sieh. 

Aufgabe  9.  Die  Koordinaten  der 
Berührungspunkte  des  Tangentenpaares 

zu  finden,  das  von  einem  g^ebenen  AuflSsimg.  Seien  a,  h  die  Koordi- 
Punkt  an  eine  Kurve  zweiter  Ordnung  ^^^en  des  gegebenen  Punktes,  x,,  y,  die- 
gezogen  ist.  jenigen  des  Berührungspunktes,  so  sind 

nach  Aufgabe  7  diese  Koordinaten  durch 
die  Gleichung  23)  verbunden,  wenn  man 
dort  x^  y  durch  a,  b  ersetzt,  weil  Punkt 
a,  b  auf  der  Tangente  \sl  x^^  y^  liegt 
Es  ist  also: 

und  da  ausserdem  x^^  y^  ein  Punkt  der 
Kurve  ist,  so  muss: 

sein. 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  sind 
x^  und  y^  zu  berechnen. 

Da  die  eine  dieser  Gleichungen  vom 
ersten,  die  andere  vom  zweiten  Grade 
ist,  so  giebt  es  zwei  (reelle  oder  imagi- 
näre) Tangenten. 

Ei'örterung  12.  Die  Gleichung  31)  stellt,  wenn  man  a;^,  y^  als  die 
Koordinaten  eines  veränderlichen  Punktes  ansieht,  als  Gleichung  des  ersten 
Grades  eine  Gerade  dar  (siehe  TeU  I,  Erörterung  16).  Diese  Gerade  geht 
durch  die  Berfihrungspunkte  des  von  a,  i  an  die  Kurve  gezogenen  Tangenten- 
paares, wenn  dieses  reell  ist,  sie  ist  aber  auch  noch  reeU,  wenn  das  Tangenten- 
paar imaginär  wird.  Man  nennt  diese  durch  Gleichung  31)  definierte  Gerade 
die  Polare  des  Punktes  a,  b  in  Bezug  auf  die  Kurve  zweiter  Ordnung. 

Anfj^be  10.    Folgenden  Lehrsatz 

zu  beweisen:  # 

Zieht   man    durch   einen  gegebenen 
Punkt  beliebige  Strahlen  und  bestimmt       Auflösung.     Der  gegebene  Punkt 
auf  jedem  derselben  den  vierten  har-  (siehe  Figur  14)  habe  die  Koordinaten 
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monischen   Punkt    zu   dem   gegebenen  a,  b,  der  zu  ihm  harmonisdie  die  Koordi- 

und   den  Schnittpunkten   des  Strahles  naten  Xj  y ;  emer  der  Schnittpunkte  des 

mit    einer    gegebenen   Kurve    zweiter  Strahles  mit  der  Kurve  habe  die  Koordi- 

Ordnung,  so  ist  der  geometrische  Ort  naten  a^j,^^;  dann  ist  (vergLAui^be8): 
fflr  diese  vierten  harmonischen  Punkte 


die  Polare  des  gegebenen  Punktes  in 
Bezug  auf  die  gegebene  Kurve. 


^1  = 


^'~    1  +  X- 


x-^Xa 

1  +  A 

Soll  a?,,  y^  auf  der  Kurve  liegen,  so 
müssen  x^,  y^,  in  die  Gleichung  der  Kurve 
eingesetzt,  diese  befriedigen,  oder  es 
muss  (vergL  Aufgabe  8)  die  Gleichung 
bestehen : 

4-A[2^aa;+5(6a:  +  ay)  +  2C&y  +  Z^(a  +  ;r)4.J£'(6  +  y)-|-2r| 

Diese  Gleichung  liefert  zwei  Werte 
von  X,  sie  seien  X^  und  X^-,  da  nun  die 
Figur  14.  Schnittpunkte: 


X, 


ar-f-A^g 


y'\-XJ) 


X, 


=  —  \ 


l  +  X, 

-    l+X, 

harmonisch  zu  den  Punkten  x^  y 
und  a,  b  li^en  sollen,  so  muss 
das  Doppelverhältnis: 

iL- 

K 

sein  (siehe  Teil  I,  Erörterung  41), 
es  muss  also  sein: 

32)  .  .  .  X^-\-X^=^0. 

Daraus  folgt  in  Verbindung  mit 
der  obigen  Gleichung  (siehe  Er- 
klärung 21): 

2^r^r-f  B(6a:-f  ay)  +  2C6y  +  i?(a  +  x)  +  ^(6+y)  +  2/  =  0, 

oder: 
x(2^a  +  Ä6  +  Z>)  +  y(Ba+2C6  +  ir)4-Z>fl  +  ^6  +  2/  =  0. 

„  , ,   „^     ^.    o  A     xa      1  Die  Gleichung  fftr  dßn  Punkt  or,  y 

Erkl.  21.    Die  Summe  der  Wuraeln  einer  „^.^^x  «i^^  «l^«^^^«  «„-f  a^^  nyiAn\^nr>nt 

quadratischen  Gleichung  ist  gleich  dem  negativ  stimmt  also  Oberem  mit  der  Gleichung 
genommenen  Koeffizienten  von  x.  für  die  Polare  von  rt,  b  (siehe  Aufgabe  9 

und  Erörterung  12). 


Anmerkung  18.  Da  die  Koordinaten  der  Schnittpunkte  Wurzeln  ehier  quadratischen 
Gleichung  sind,  so  ist  Punkt  x,  y  stets  reell,  auch  wenn  die  Schnittpunkte  imaginär 
werden.    Denn  sei: 


a  = 


1  +  /^ 
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so  ist,  weQ  das  Doppelverhältnis  =  —  1  ist; 

1 


^—  .      , 


der  erstell  Gleichmig  folget: 
dies  in  die' zweite  eingesetzt,  giebt: 


«,— 

^•^« 

1  — 

1 

a:, 

—  a 

Xf-^a 


a?si  — a 


'    a?!  —  a 

ist  nnn  arj  =  arj-/Ji,  so  ist  jc,  =  a  —  ßi,   daher  a?i4"*s  =  2a   und  o?!*-}"^«^ 
=  2  a*  — 2|J*,   folglich  ist  der  Wert  von  x  stets  reeU. 

Anfi^abe  li«    Die  Bedingung  anzu- 
geben, unter  welcher  eine  gerade  Linie:       AnflSsung.    Aus  der  Gleichung  der 

wx+t?y  +  l  =  0                    Geraden  folgt: 
eine  Kurve  zweiter  Ordnung:  ux-\-l 

berührt  setzt  man  diesen  Wert  in  die  Gleichung 

der  Kurve  ein,  so  erhält  man  fUr  die 
Abscissen  x  der  Schnittpunkte  zwischen 
der  Geraden  und  der  Kurve  die  Glei- 
chung: 

r  '  f'  '  r         ' 

«. ,    aa     r.-       u     ^  1.    j     m  •  i.  Wcuu  die  Gerade  Tangente  sein  soll, 

lauS^Set:        "•'»•«"«'*^«''<»«:  ^^'"^"^  80  mflssen  ihre  Schnittpunkte  mit  de^ 
Bu      Cw2\  "      '     Kurve  zusammenfallen,  also  muss  die 

-^  +  "^J  obige  quadratische  Gleichung  zwei  gleiche 

(B      2Cu      ^     Eu\  Wurzeln  haben,,  oder  es  muss  (siehe  Er- 
~ T" "^ ""^27 "1" r"y  klärung22)  die  Gleichung  bestehen: 

,^ JS^.jr^Q  (--^  Bv-\-2Cn  +  I)v*  —  £:uvy 

""^       "^  '  =4:{Av^  —  Buv  +  Cu')(C—i:v4-Fr^). 

Soll  diese  Gleichnnff  gleiche  Wurzeln  haben,        xrr^         ^         j*      m  ^  ••  i 

so  mnss  die  Grösse  Älter  dem  Wurzelzeichei;       Wenn   man    die   Klammerausdrucke 

im  Werte  von  x  verschwinden;  diese  ist  (siehe  multipliziert,   SO  erhält  man  nach  DlVl- 
Blind,  Lehrbnch  der  Qleichnngen  zweiten  Gra-   sion  durch  v^  die  Gleichung: 

Es  mnss  also  sein:  — 2r(52>— 2^^+(B"— 4^C)  =  0 

-B«r2  +  4C2ii2  +  i>Bt4  +  ^2„2„2_4BCttr        (siehe  Erklärung  22). 

—  25X>r3  +  2B^«r2-|_4CZ>«r2  ^ 

-'4CEu^v^2DEuv^ 

-AACv^  +  ^AEv^  —  ^ÄFv^ 

+  4BCUV  —  4BEuv^  +  4BFuv^ 
-4C2«2  +  4Cj&w«p-  4Ci'^u2p2  ==  0, 

woraus  nach  Heben  der  gleichen  Posten  und 
Division  mit  p2  die  Gl.  33)  folgt. 


K- 
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Aufgabe  12.  Die  Koordinaten  des 
Schnittpnnktes  zweier  unendlich  benach* 
barten   Geraden   einer   Kurve   zweiter 

Klasse  zu  berechnen.  Auflösung.  Nach  Teil  I,  Aufgabe  53 

und  Erörterung  29  ist  die  Gleichung  des 
Schnittpunktes  der  beiden  Geraden  u^,  v^ 
und  f«2J  ^2  ' 

w(i?i  — vS) — i?(u,  —  w«)+ w,t?o  —  u^v,  =  0. 
ErU.  28«  Die  Gleichung  des  Schnittpunktes        A;^«  '  ni^;«V«««.  ^LL*  «-nk  /JJ.^  i?^ 

giebt  au8muitipli*iert:  ^^^  Gleichung  Iftsst  Sich  (Siehe  Er- 

uv,^uv,--u,v  +  u,v  +  u,v,--u,v,  =  o     Uärung  23)  auch  schreiben : 

oder:  «^x  t^  —  ^i  t\ — r^ 


34) 


Oder-           —  (wit?--tt,r  — 1*1  r, +«,!?,)  =  0  gjj^^  j^^^  ^^^  ^^.  ^^^^  ^^  Geraden  der 

^  /*       .        ,         .,  durch  die  quadratische  Gleichung: 

[M(ri  — r,)-f*i(ri  — »,)J  «iri        iiJi           i^        n 

-[r(t*i-u,)-t.i(ui-t*,)]  =  0  au«+6tit?  +  ct?»  +  rfw+et;+/-=0 

oder :  bestimmten  Schar  von  (Geraden,  so  müssen 

(u — f*,)  (r,  —  »^ — (f^  —  rj)  (f*i  —  u,)  =  0,  die  beiden  Gleichungen  bestehen  : 

woraus  Gl.  84)  folgt.  au,^-^bu,v,+cv,*-^du,-j-ev,-\-f=  0 

Durch  Subtraktion  und  Division  mit 


^1  —  **2  erhält  man: 


«(«,+«,)+6(..+«,3-Jl)+«K+^,)^+^+^^ 


u.  —  «, 


Aus  dieser  Gleichung  folgt  dann  in 
Verbindung  mit  Gleichung  34): 

Setzt  man  hier  Wi  =  w«,  t?^  =  r,,  was 

Erkl.  24.   Die  Auflösung  von  Au&abe  12  der  Ausdruck  dafftr  ist,  oass  die  beiden 

ist  gans  dieselbe  wie  dielen^  von  Aulfeabe  7,  Geraden  uuendUch  benachbart  sind,  so 

wenn  man  Lmien-  und  Punltkoordmaten  mit-  ^■...-i.  ^^^  ^.     ni^^i. «. 

einander  vertauscht.  ^™^t  "^  ^^  Gleichung: 
Nach  Erörterung  29  von  Teil  I  ist:  35)  .  .  .  w(2aWi4- Jt^^  +  d) 

i*a^  +  rjf+l=0  ^^(bu,  +  icv,-^e) 

die    Gleichung    eines    Punktes   (in    laufenden  \_f,j     _i_       _Loa n 

Linienkoordinaten  t*,  t?),  dessen  Punktordinaten  "i   v*^i "r  ^^i  "r  ^/ ->  —  ^• 

^1  y  sind.  Dies  ist  in  laufenden  Linienkoordi- 

naten u,  V  die  Gleichung  eines  Punktes, 
dessen  Koordinaten  sind  (siehe  Eiid.  24) : 


36) 


X, 


6^^-|-2ct^^-|-g 


Anmerkung  19.  Da  man  unter  Kurve  zweiter  Klasse  deigenigen  Linienzug,  d.  h.  den 
geometrischen  Ort  für  demjenigen  Punkt  versteht,  in  welchem  sich  je  zwei  unendlich 
benachbarte  Geraden  der  durch  eine  quadratische  Gleichung  für  ihre  Koordinaten 
definierten  doppelt  unendlichen  Schar  von  Geraden  schneiden,  so  ist  die  vorher- 
gehende Aufgabe  nichts  anderes  als:  den  Berührungspunkt  einer  Kurve  zweiter 
Klasse  mit  einer  Tangente  der  zugehörigen  Tangentenschar  zu  finden. 
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Aufgabe  13.  Die  Gleichangen  der- 
jenigen Punkte  zu  finden ,  in  welchen 
eine  Kurve  zweiter  Klasse  von  einer 

gegebenen  Geraden  geschnitten  wird.  a   jn-  t^-    rr     j-    -l      j 

^^  ^  Auflösung.     Die  Koordinaten  der 

Erkl.  25.  Nach  TeU  I,  An^be  62,  wäre:  gegebenen  Geraden  seien  m,  n. 

^ .  M,  =  M  —  I«,  m ,  ^  rj  =  r  —  ^1  fi ;  Die  Koordinaten  irgend  einer  Geraden, 

iro :  welche  durch  einen  der  gesuchten  Schnitt- 

__     1  _     y  punkte  hindurch  geht,  seien  w,  v;  dann 

^      i^v  '    *  >       1  +  1^  sind  nach  Teil  I,  Aufgabe  62  und  63 

18t,  daher:  ^  _.j  ,    s^_^^.  die   Koordinaten   u^,  t\j  irgend  einer 

etae-  ***  ~"     'T^)^     »"«5  Geraden,  welche  durch  den  Schnittpunkt 

i  von  wi,  n  und  w,  t?  geht,  gegeben  durch  ; 

dann  ist:  ^  ^^i  —     i_|.;^      '  '' "     1  +  A 

^  + »'  =  T+T'  (siehe  Erklärung  25). 

also:  Soll  nun  die  Gerade  u^ji\  der  Schar 

ttj  ._z ?^ iij-| — - m.  von  Geraden  angehören,  welche  durch 

i+x         i  +  i  ^iq  Gleichung  zweiten  Grades  definiert 

ist,  so  muss: 

sein;    dies   ist   aber  eine  quadratische 

Erkl.  26.  Die  Form  der  GL  37)  ist  dieselbe  Gleichung  für  A,  folglich  giebt  es  zwei 

wie  die  von  GL  28),  diejenige  von  GL  38)  die-  Geraden  der  Schar,  welche  durch  den 
^ibe  wie  die  von  GL  29),  man  kann  daher  die  Schnittpunkt    der   gegebenen   Geraden 

Rechnonff  der  An&abeS  hier  direkt  anwenden,  •^^"*"  !l-l  T      7^  jbjö^m^m^i.    v^^c^x^ax 
wenn  iD^  die  inl^be  6  mit:  '  w,  «  nut  der  Geraden  u,  v  hindurch 

X  u  4i  h  ^   M    AErnEF^nr  gehen.     Sollen   diese   beiden   Geraden 

bezeichneten  Grössen  hier  bezw.  durch:  der    Schar    zusammenfeUen,    d.  h.    SoU 

urmn^Ai^ahcditfaäv      ^  Schuittpunkt  eiu  Punkt  der  Kurve 
^fg^^  zweiter  Klasse  sein,  so  mfissen  die  bei- 

den Wurzeln  der  Gleichung  für  X  gleich 
sein,  oder  es  muss: 

37)  .  .  .  [2amw-|-6(inu-|-nr)-|-2cnt>-|-d(w+w)4-^(w-j-t?)4-2/]* 

sein. 

Dies  ist  in  laufenden  Linienkoordi- 
naten u,  V  die  Gleichung  eines  Punkte- 
paares von  der  Form: 

38)  .  .  .  a(ti  — w)*  +  /J(u  — i»)(t?  — w)  +  y(t?  — w)*  =  0, 

wobei  man  durch  Vergleichung  der 
Koeffizienten  in  der  Entwickelung  bei- 
der Gleichungen  findet  (siehe  Erkl.  26) : 

a  =  n»(6»  — 4ac)  +  2n(6d  — 2ae)  +  (d*  — 4a/) 
39)  .{  ß=  — 2m«(6*  — 4ac)  — 2m(6d— 2a«)  — 2w(6^  — 2cd)+2(rfe  — 2J/) 
y  =  m»(6»  — 4ac)  +  2w(6«  — 2cc0  +  (e«  — 4r/). 
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Aufgabe  14.  Die  Koordinaten  der- 
jenigen Gteraden  der  dorch  eine  Gleichung 
zweiten  Grades  bestimmten  Schar  zu 
finden,  welche  die  Kurve  zweiter  Klasse 
in  ihren  Schnittpunkten  mit  einer  ge- 
gebenen Geraden  berühren. 


i  ■ 


Anf  lösung.  Seien  u,  v  die  Koordi- 
naten der  gegebenen  Geraden,  so  mnss 
nach  Aufgabe  12  jede  durch  ihren  Schnitt- 
punkt mit  der  Kurve  zweiter  Klasse 
gehende  Gerade  mit  ihren  Koordinaten 
u^,  r^  die  Gleichung  erftUlen: 

Soll  die  Gerade  t*i,  r^  eine  Gerade 
der  Schar  sein,  so  muss: 

sein. 


ErfcL  27.  Die  Aufgabe  14  ist  yoUständiff 
analog  der  Aufgabe  9,  wenn  man  Linien-  nnd 
Punktkoordinaten  miteinander  yertanscht. 


Aus  diesen  beiden  Gleichungen  lassen 
sich  die  Koordinaten  u^  und  v^  berechnen. 

Da  diese  Gleichung  vom  zweiten  Grade 
ist,  so  giebt  es  zwei  (reelle  oder  imagi- 
näre) Schnittpunkte  einer  Geraden  mit 
einer  Kurve  zweiter  Klasse  (siehe  Er- 
klärung 27). 

Erörtemng  13.  Die  Gleichung  36)  stellt,  wenn  man  darin  ti^,  i\  als 
die  Koordmaten  einer  veränderlichen  Geraden  ansieht,  einen  Punkt  dar,  welcher 
im  allgemeinen  nicht  der  Kurve  zweiter  Klasse  angehört;  der  Punkt  gehört 
denjenigen  beiden  Geraden  der  Schar  an,  in  welchen  die  Kurve  zweiter  Klasse 
von  der  Geraden  u,  v  geschnitten  wird,  vorausgesetzt,  dass  diese  Schnittpunkte 
reell  sind;  er  ist  aber  auch  noch  reell,  wenn  jene  Schnittpunkte  imaginär 
werden.  Man  nennt  ihn  den  Pol  der  Geraden  u,  v  in  Bezug  auf  die  Kurve 
zweiter  Klasse. 


Aufgabe  15.  Folgenden  Lehrsatz 
zu  beweisen:  Wählt  man  auf  einer  Ge- 
raden beliebig  viele  Punkte  und  legt 
durch  jeden  dieser  Punkte  den  vierten 
harmonischen  Strahl  zu  der  gegebenen 
Geraden  und  zu  den  beiden  von  dem 
Punkt  an  die  Kurve  zweiter  Klasse 
gehenden  Tangenten,  so  gehen  alle  diese 
vierten  harmonischen  Strahlen  durch  den 
Pol  der  Geraden. 


ErU.  28«  Der  Beweis  dieses  Saties  ist 
nach  Vertansehnnpr  von  Punkt-  and  Linien* 
koordinaten  ganz  identisch  mit  dem  Beweis  des 
Lelursatzes  von  Aufgabe  10. 


Auflösung.  Die  gegebene  Gerade 
(siehe  Figur  15)  habe  die  Koordinaten 
m,  n,  die  zu  ihr  harmonische  die  Koordi- 
naten w,  i\  Die  Tangenten  an  die  Kurve 
zweiter  Klasse,  welche  durch  den  Schnitt- 
punkt von  m,  n  mit  u,  v  gehen,  ha1>eii 
dann  nach  Teil  I,  Aufgabe  62  (ver^L 
auch  Erkl.  25)  die  Koordinaten: 

Sollen  die  Geraden  u^,  v^  der  Sehar 
angehören,  so  müssen  u^,  r^,  in  die 
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Figur  15. 

PK- -  - 


chung  der  Kurve  zweiter  Klasse  ein- 
gesetzty  diese  befriedigen;  es  mass  also: 

'\-  e(n'\-  v)  '■{'  2f]-^  k^  (am*  -^brnn-^-cn^  -j--  dm-^  en'-\-f)  =  0 

sein. 

Damit  das  durch  diese  beiden  Ge- 
raden, sowie  m,  n  und  u,  v  bestimmte 
Büschel  harmonisch  ist,  muss  Ai-|-^2  =  ^ 
oder  (siehe  Erkl.  22) : 

.2amw-j-6(nw-j-mr)  +  2cnt?-^c?(m4"«)  +  «(^*-ht?)-{-2/*=  0 

oder: 

sein. 

Diese  Gleichung  stellt  aber  nach  Er- 
örterung 13  den  Pol  von  m,  n  dar. 


Aufgabe  16.    Die  Bedingung  anzu- 
geben, unter  welcher  ein  Punkt: 

xu-\-yv^l  =  0 

auf  der  Kurve  zweiter  Klasse : 
au*^buv  +  cv^  +  dH  +  cv  +  f=  0     ^  Aullösimg.    Aus  der  Gleiehimg  des 


liegt. 


Punktes  folgt: 

y 

i?«wi  a«    T^-       k  ^  X.       *    •  v*       i.       Durch  Einsetzen  dieses  Wertes   in 

ErkL  29«    Diese  Anifi:abe  entspricht  nach    ■»»    r\y  '  \.         j      -er  •i.^xn^ 

Wortlaut  nnd  Gang  der  Auflösung  von  Auf-  ^^^  Gleichung  der  Kurve  zweiter  Klasse 

fabe  11,  vorausgesetzt,  dass  Linien-  und  Punkt-  erhält  man   fÜr   die  t/-Koordinate  der- 
oordinaten  vertauscht  werden.  jenigen  Geraden,  welche  durch  den  ge- 

gebenen Punkt  gehen  und  zugleich 
Tangenten  an  die  Kurve  zweiter  Klasse 
sind,  die  Gleichung: 

au^  —  hu ^ \-c[ ' — I  4-du  —  e ' \-f=0. 

y       ^    \     y     J  y       ' 
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^  Soll  der  Schnittpunkt  dieser  beiden 

Geraden  zugleich  ein  Punkt  der  Kurve 
zweiter  Klasse  sein,  so  müssen  die 
Geraden  zusammenfallen,  also: 

(—  by'{-'2cx-{'dy^  —  exyf  =  4(aa;*  —  hxy  +  oy^)  (c  —  ey-\-fy\ 

nach  Auflösung  der  Klammem  und  Divi- 
sion durch  y^  erhält  man: 

40)  .  ,  .  x«(g«  — 4c/)  — 2a?y(d^  — 26/)  +  y*((P  — 4a/)  — 2ar(6c  — 2erf) 

—  2y(6d  —  2öe)  +  (6»  — 4a(;)  =  0. 

Erörterung  14.  Da  nach  Aufgabe  8  von  jedem  Punkte  aus  an  eine 
Kurve  zweiter  Ordnung  zwei  (reelle  oder  imaginäre)  Tangenten  gezogen  werden 
können,  und  nach  Aufgabe  13  jede  Gerade  eine  Kurve  zweiter  Klasse  in  zwei 
(reellen  oder  imaginären)  Punkten  schneidet,  so  ist  jede  Kurve  zweiter  Ordnung 
zugleich  eine  Kurve  zweiter  Klasse,  jede  Kurve  zweiter  Klasse  zugleich  eine 
Kurve  zweiter  Ordnung. 

Diese  Identität  der  Kurven  zweiter  Ordnung  und  zweiter  Klasse  geht  noch 
deutlicher  aus  den  Aufgaben  11  und  16  hervor.    Die  Kurve: 

in  Punktkoordinaten  ist  identisch  mit  der  Kurve: 

in  Linienkoordinaten,  wenn  bis  auf  einen  konstanten  Faktor: 

a  =  E^—\CF,  h=^2{pE—2BF),    c  =  (D*  —  AAF), 

d  =  —  2(BE—2CD),    e=— 2(ßD  — 2J£),    f=B^—AAC 

ist;  daraus  folgt  dann  auch,  dass  bis  auf  einen  konstanten  Faktor: 
A  =  e^  —  4cf,     B  =  —  2(de  —  2bf),    C  =  (P  —  ^afl 
D  =  —  2(be-'2cd),     E  = -^2{bd—2ae),    F=b^  —  ^ac 

ist  (siehe  Anmerkung  20). 

Anmerkung  20.    Wenn: 

a  =  E^'  —  ^CF,    b  =  —2{DE'^2BF),    c=^D^  —  ^AF, 

d  =  '-2(BE-'2CD),    e  =  '-2iBD—2AE),    f=B^  —  4cAC, 

so  findet  man  durch  Ansrechnen  folgende  Gleichnngen  bestätigt: 

iAaA-Bb-{-Dd==4G, 

Bb  +  ^Cc-\'Ee  =  AG, 

Dd-^Ee^-^Ff^iG, 

wo  G  den  schon  wiederholt  vorgekommenen  Ausdruck: 

42)  .  .  .  G=^  AE^+CD^  +  FBr---BDE''^ACF 
bedeutet 

Femer  ergiebt  sich: 

^  —  ief=  16^6?,    —2  {de '-2b  f)  =  UBG, 

€p  —  4af=  IßCG,     —2(be-^2cd)==  16D(?, 

l  —  2(6rf— 2a<?)  =  le-KG^,    &«  — 4ac  =  16FG^, 

womit  die  Behanptmig  am  Schlosse  von  Erörterung  14  bewiesen  ist. 


41)  .  .  . 


43)  •  .  . 


üebungsau^abe  31.    Die  Kurve  zweiter  Ordnung: 

Sa:*  — 4a;y  +  2y2^7a:  — 5y  — 3  =  0 
soll  dorch  eine  im  Abstand  -]- 1  zur  Z- Achse  parallele  Gerade  geschnitten  und  im  Schnitt- 
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pnnkt  eine  Tangente  an  sie  gelegt  werden.    Die  Koordinaten  der  Schnittpunkte  und  die 
Öleichnng  der  Tangente  zn  l^timmen. 

AuflSiniig.    Setst  man  in  der  Gleiehnng  der  Konre:  ^  =  l,  so  erhält  man  fOr  die 
Abscissen  der  Schnittpunkte  die  Gleichung: 

a^-\-x — 2  =  0,  woraus  x  =  —  2  und  x  =  -\-l. 

Die  Schnittpunkte  sind  also:    +  1,  +  1 ;    —  2,  + 1. 

Daher  ist:  2Axi  +  By^  -f-  D  =  9  oder  —  9, 

Bxi-\-2Cf/^  +  E  =:  -^b  oder  +7, 

Z>a:,  +  ^yi  — 2F=— 4  oder  —25. 

Die  Gleichungen  der  Tangenten  sind  also: 

9ic  — 5y  — 4  =  0  und  9a:--7y  +  25  =  0. 

Uebungsau^be  SS.   Den  Schnit^unkt  der  beiden  in  der  vorigen  üebungsanfgabe 
berechneten  Tangenten  anzugeben  und  die  Gleichung  seiner  Polaren  aufausteUen. 

AuflSsung.    Die  Gleichungen: 

9a  — 5^  —  4  =  0  und  9a— 7^  +  25  =  0 

^^^"^-  a  =  +8,5,     i  =  +  14,5. 

Setzt  man  diese  Werte  in  die  Gleichung  31)  ein,  so  erhält  man: 

0-a?i  -|-  19yi  —-19  =  0  oder  y  =  1, 
d.  h.  die  Parallele  zur  X-Achse  im  Abstand  1  ist  die  gesuchte  Polare^  in  Ueberehistimmung 
mit  Erörterung  12.  _»__. 

üebnngsau^be  33.    Welchen  Wert  mnss  a  haben,  damit  die  Gerade: 

ax — 5y  —  4  =  0 
die  Kurve  von  üebungsanfgabe  31  berührt? 

Auflösung.    Es  wird: 

je;«  — 4Ci^=49,      —  2(5JE?— 2CZ>)=  +  16,    w  =  — j, 

—  2(l>i^— 2B^==:118,    —  2(J5Z>— 2^^)=— 4,      r  =  +p 

D«  — 4^jP=85,  B2  — 4^C=— 8; 

nach  Aufgabe  11  muss  also  sein: 

49  a«        118-5  8525        16a        45 

16    ~     16     "*+      16     "~     4     "^    4    ~®"'"' 
oder:  49a«  — 654a +  1917  =  0, 

^,_  654±228  ^    ^       213    .       ,   ^, ^    ^    „,, 

woraus  folgt:  a  =  — ^^ — ,    a  =  9  oder  -^  (vergl.  üebungsanfgabe  31). 


Vebnngsaii^ri^be  34.    Welches  Tangentenpaar  gdit  vom  Punkte  ^  =  2 ,  y  =  2,8 
an  die  Kurve: 

3a?«  — 4a?y  +  2y«  +  7a?  — 5y  — 3  =  0? 

AuflSfung.    Vermöge  der  in  üebungsanfgabe  33  berechneten  Werte  erhält  man 
(sidie  Aufgabe  8,  Gleichung  12): 

^  =  33,48,    -B  =  +8,4,    r=— 15; 

die  Gleichung  des  Tangentenpaares  ist  also: 

33,48  (x  —  2)«  +  8,4  (a?  —  2)  (y  —  2,8)  — 15  (y  —  2,8)«'=  0. 

Diese  Gleichung  zerfällt  nach  Erörterung  6,  Gleiehnng  24)  in  die  folgenden: 

31ir4-25y— 132  =  0  und  9a?  — 5y  — 4  =  0. 
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UebuBgiaiifig^be  35.    Wii'd  die  Kurve  zweiter  Klasse: 

1*2— 8wp  +  i^^  +  7t#  +  6r  +  6  =  0 

YOD  der  Geraden  2a;  4-3y-f-l  =  0  berfihrt  oder  nicht,  nnd  wenn  ersteres  der  Fall  ist, 
in  welchem  Punkte? 

AnflSsnng.   Die  Koordinaten  der  Geraden  u  =  2,  r  =  3  müssen,  in  die  Gleichnng 
der  Korve  eingesetzt,  diese  befriedigen. 

Dies  ist  der  Fall,  also  berährt  die  Gerade  die  Kurve  zweiter  Erlasse. 

Die  Koordinaten  des  Berührungspunktes  erhält  man  aus  Aufgabe  12,  Gleichung  36): 

—  13  —5 


Uebnngsan^be  36.    Die  Kurve  zweiter  Klasse: 

2«- —  4wi?  +  3r2 -f- 7i*  —  5t^  —  3  =  0 
wird  von  einer  durch  den  Punkt: 

+  jtt  +  j«?  +  l=0 

gehenden  Geraden  berührt,  was  sind  die  Koordinaten  dieser  Geraden? 

Anfl5snng.   Die  Koordinaten  Uj  v  der  gesuchten  Geraden  müssen  beide  Gleichungen 
befriedigen;  setzt  man  also  vermöge  der  Gldchung  des  Punktes: 

in  die  Gleichung  der  Kurve  ein,  so  erhält  man  für  u  die  quadratische  Gleichung: 

473  «2  +  3121*4-49=0. 
Die  daraus  sich  ergebenden  Werte  für  u  sind: 

—  156+/T159  —  156  —  1^1159 

^i—  473  1    ««—  473  ; 

dazu  gehören:  

488  +  9  /Il59  _   488  —  9  1/1159 

^^»"^  5-473  '       *'»'"■  5473 


Uelmngsauligabe  87.    In  welchen  Punkten  wird  iie  Kurve  zweiter  Klasse: 

27w-  +  Mr  +  p-  — 6w  +  3»  — 8  =  0 
von  der  Geraden  2,1  geschnitten? 

AuflSsnng.    Nach  Aufgabe  13,  Gl.  38)  und  GL  39)  erhält  man  als  Gleichung  des 
Schnittpunktepaares : 

457  (u  —  2)«+  1066  (u  —  2)  (t;  —  1)  —  327  {v  —  1)«  =  0- 


Uebnngsan^abe  88.    Die  Kurve  zweiter  Klasse: 

wird  durch  welche  Gleichung  in  Punktkoordinaten  dargestellt? 

AnflSsnng.    Es  wird,  abgesehen  vom  Faktor  16(7: 

^  =  ^2  —  4c^=  41,  2)  =  —  2  (be  —  2eD)  =  —  30, 

5  =  --2(fl?e  — 2ft/^)  =  +4,      E  =  —  2{bd-2ae)  =  ^Z^, 
(7  =  cP  —  4a/'==+900,  F=h^  —  iac  =  —  \01. 

Daher  ist  nach  Aufgabe  16,  GL  40)  die  Gleichoug  in  Punktkoordinaten: 

41  a?«  +  4ary  -f-  900y*  —  30ar  +  336y  —  107  =  0. 
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Uebnngsanllgrabe  39.    Die  Oleichnng  einer  KaiTe  zweiter  Klasse  sei: 

2w*  +  3w»-|-4t;*  — 5w  —  4f?  — 3  =  0. 
Den  Pol  der  Geraden  6,7  in  Besag  anf  sie  anzugeben. 

AnflSsniig.    Nach  Aufgabe  12,  Gleichung  35)  und  Erörterung  13  erhUt  man: 

2at*4- 6  p -}-«?  =  36,    6«  +  2ct?  +  ^  ='67,    </«  +  <?y +  2/"=  —  59. 

Die  Gleichung  des  Poles  ist  also: 

36u  +  67f?  — 59=0, 

seine  Punktkoordinaten  sind: 

36       ^         67 
und 


59  59* 

XTebimgsanfjrabe  40.    Was  bedeutet  die  Polare  eines  Punktes  in  Beasug  auf  eine 
Kurve  zweiter  Ordnung,  wenn  letztere  in  ehi  Geradenpaar  zerfällt? 

AoflSsung.    Die  Bedingung  dafür,  dass  die  Kurve  zweiter  Ordnung: 

in  ein  Ojeradenpaar  zerfUIt,  ist  nach  Erörterung  5  bekanntlich: 

Dieselbe  Gleichung  erhält  man,  wenn  man  i  und  ^  aus  den  drei  nebeneinander 
bestehenden  Glächungen: 

2^;i4--Ba*  +  />  =  0,    Bl  +  2Cfi  +  E  =  0,    Dl-\-Efi-}'2F=0 

zu  bestimmen  sucht  Diese  drei  Gleichungen  können  nur  dann  nebeneinander  bestehen,  wenn 
jene  Bedingungsgleichung  gilt  ümgekebi;,  wenn  die  obige  Bedingongsgleichung  zwischen 
den  Grössen  A,B-"E  besteht,  so  lassen  sich  zwei  Grössen  l  und  fi  bestimmen,  welche 
jene  drei  Gleichungen  ersten  Grades  erfüllen;  denn  aus  den  zwei  ersten  Gleichungen  folgt: 

BE-'2CD 


ans  der  ersten  und  dritten  folgt: 
dagegen  aus  der  zweiten  und  dritten: 


B^'-'AAC  ' 

DE^2BF 
BD--^2AE 

E^^iCF 


BE'-'2CD' 

Aber  nach  Anmerkung  9,  Gleichung  36)  ist: 

BE'^2CD  __   DE—2BF  __    E'-^iCF 

B^  —  \AC    ■"  BD'--2AE  '~'BE'-2CD' 

fa  den  Fall,  dass  die  Kurve  in  ein  Geradenpaar  zeifällt 

Ebenso  erhält  man  auch  für  ^  aus  der  Kombination  von  je  zweien  der  drei 
Gleichungen  denselben  Wert 

Die  Grössen  A  und  fi  sind  dabei  die  Koordinaten  für  den  Schnittpunkt  des  Geraden- 
paares. 

Da  man  nun  die  Glekdumg  der  Polare  des  Punktes  o,  h  schreiben  kann: 

a(2^«  +  J9y  +  jD)4-6(Bar+2Cy  +  J&)  +  (I>a?+JS?y  +  2^  =  0 

und  für  o;  =  Z,  y  =  M  die  Klammerausdrücke  verschwinden,  so  folgt,  dass  die  Polare 
irgend  eines  Punktes  in  Bezug  auf  ein  Geradenpaar  durch  dessen 
Schnittpunkt  geht 

Anmerkung  21.  Wenn  man  die  Untersuchung  'der  Uebungsaufgabe  40  durch  Umwand- 
lung der  Punkt-  in  Linienkoordinaten  anf  das  Punktepaar  überträgt,  so  erhält  man 
auf  ganz  analoge  Weise:  Der  Pol  irgend  einer  Geraden  in  Bezug  auf 
ein  Punktepaar  liegt  auf  der  Yerbindungsgeraden  desselben. 
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E.  Der  Kreis. 

Eröi*terung  15.  Zu  denjenigen  aus  der  elementaren  Geometrie  bekannten 
Linien,  welche  von  einer  Geraden  höchstens  in  zwei  Punkten  geschnitten  werden, 
gehört  vor  allem  der  Kreis,  d.  h.  der  geometrische  Ort  aller  Punkte,  deren 
Entfernung  von  einem  festen  Punkte,  dem  Mittelpunkte,  eine  konstante  Grösse 
hat.  Man  wird  daher  zunächst  rein  geometrisch  den  Kreis  unter  die  Linien 
zweiten  Grades  zu  rechnen  haben,  und  es  wird  die  Aufgabe  sein,  die  Gleichung 
des  Kreises,  zunächst  in  Punktkoordinaten,  aufzustellen  und  sodann  die  Be- 
dingung anzugeben,  unter  welcher  die  allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades 
einen  Kreis  darstellt 

Man  lege  ein  schiefwinkliges  Koordinatensystem  zu  Grunde,  die  Koordinaten 
des  Mittelpunktes  seien  a,  6,  die  eines  Kreispunktes  Xj  y^  der  Achsenwinkel  co, 
dann  ist  nach  Teil  I^  Aufgabe  10,  Gleichung  2): 

y(x  —  ay -}-(]/  — by-\-2{x  —  a)(if  —  b)ca8(o  =  r 
oder: 

1)  .  .  .  (x  —  af-\-(y  —  by-]-2{x  —  a)Qf  —  b)cos(o  =  r\ 

Ffir  rechtwinklige  Koordinaten  geht  diese  Gleichung  in  die  ein- 
fachere aber: 

2)  .  .  .  (x  — a)»  +  (y  — i)«  =  r«. 

Durch  Ausmultiplizieren  erhält  man  daraus  die  Gleichungen: 

a)  für  schiefwinklige  Koordinaten: 

8)  .  .  .  x^-\-2xi/cosi(}'^y*  —  2a;(ö  +  6co«oi)  —  2y(6-|-aco»w) 

-|-a*-f-J*-f-2a6cosw  —  r*  =  0; 

b)  ffir  rechtwinklige  Koordinaten: 

4)  .  .  .  a:*  +  y*  — 2aa;  — 26y  +  a*  +  6*  — r«  =  0. 

Vergleicht  man  damit  die  allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades,  so  sieht 
man,  dass  diese  einen  Kreis  darsteUt,  wenn  in  der  Gleichung: 

Ax^  +  Bxy-}-Cy^J^Dx'{'Ey'}-F=0 

a)  ffir  schiefwinklige  Koordinaten: 

-4  =  C,  femer  2  cos w  =  — ;- ,  ausserdem: 

A 

D  E 

—  2  {a -{-b  cos  üi)  =  -^,     — ^iP-^-acosta)  =  -j-, 

b)  ffir  rechtwinklige  Koordinaten: 

A  =  C,  femer  Ä  =  0,  —2«  =  -^,  —2*  =  -^,   ««+6»  — r«= -^  ist. 

Dies  sind  fünf  Gleichungen  ffir  die  drei  Unbekannten  a^  bj  r:,  es  mflssen 
also  zwischen  den  Koöfiäzienten  in  der  allgemeinen  Gleichung  zwei  Bedingungs- 
gleichungen bestehen;  diese  sind: 

j> 

a)  für  schiefwinklige  Koordinaten :    A=^C  -und  —^  =  2  cos  w, 

b)  ffir  rechtwinklige  Koordinaten :     Ä=-C  und  J3  =  0. 

Im  folgenden  sollen,  wo  nichts  anderes  vorausgesetzt  ist,  nur  rechtwinklige 
Koordinaten  angewendet  werden,  da  schiefwinklige  Üeim  Kreis  hur  sehr  selten 
vorkommen. 
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Aufgabe  17.  Die  rechtwinkligen 
Koordinaten  des  Mittelpunktes  und  den 
Halbmesser  anzugeben,  wenn  die  Glei- 
chuDg  zweiten  Grades  einen  Kreis  dar*       AnflSsmig«  Nach  Erörterung  16  ist: 

stellt-  Ax*'{-Ay*+Dx-\-Ey+F=  0 

die  Gleichung  eines  Kreises,  welche  in 
anderer  Form: 

ist;  es  muss  also: 

D 


EM.  80.    Es  wird: 
F 


5)  .  .  . 


^  =a«  +  5i-r«, 


a 


2A  ' 
E 


r 


2A' 
,        D*  +  E*  —  4AF 


4^« 


daher: 

r2~  ^  \  h^     F  __  Di       E^      4AF      sdu  (siehe  ErkL  SO), 
'^  ""  **  ^  "^  4-4«  ■*"4i4«       4-4» '         Man   sieht   aus   der  letzten   dieser 

Gleichungen,  dass  die  Gleichung  einen 
reellen  Kreis  darstellt,  wenn: 

D*+E^  —  4:AF>0, 
einen  imaginären,  wenn: 

D*-{-E*—^AF<0, 

einen  verschwindend  kleinen,  wenn: 

D*+E^—^AF=0 
ist. 

Anmerkung  8S.    Für  Bchiefvrinklige  Koordinaten  w8re: 

-4««  +  jBa:y  + -4y« -f  Da:  + -Fy  +  i?' 
identisch  mit: 

a:^  +  2coÄW-a:y  +  y*""2(a-f-5co«»)a?  —  2(i  +  aco««)y-|-a*  +  ^*  +  2a6co«w  =  r^ 

daber: 

B  D  DB 

yj  =  coÄw,     ^—j  =  a-\-hco80i   oder  —Yj  =  a +5-2^, 


— r-j  =  0  +  ö  co8ia  oder  —  -r-j-  =  6  +  <* 


woraus: 


2A  ---r--«-  --«  -  2A  -"^'^2^' 

BD--2AE  BE^2AD 

0  = =3 7— TS — .    a  = 


femer: 


woraus: 


5«  — 4^2     '  ^  —  4-4«    ' 

r*  =  a^  -j-  ^*  +  2ai  cö«ft> -r, 

JZ>^— ui(Z)«  +  ^«)  — F(^  — 4^^ 
2^(^  — 4^2) 

Anmerkung  88.    Wenn  in  der  Gleichung  des  Kreises  r  =  0  wird ,  also  die  Gleichung 
▼orii^: 

(x-a)«  +  (y-6)«  =  0, 

60  reduziert  sich  der  Kreis  auf  ehien  Punkt,  den  Mittelpunkt,  welcher  reell  ist 
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wegen  der  Bedeutung  von  a  und  b  [siehe  GL  6)].   Man  kann  aber  diese  Gldchoog 
in  zwei  lineare  Faktoren  zerlegen: 

[(a:-a)  +  »(y-6)].[(a?-a)-.i(y~6)]  =  0. 

Diese  Gleichung  stellt  also  ein  imaginäres  Geradenpaar  mit  reellem  Schnitt- 
punkt dar  (vergl.  Aufgabe  2). 

Anfi^abe  18.     Die    Schnittpunkte 
eines  Kreises  und  einer  Geraden  an- 


zugeben. 

Erkl.  8L    Es  wird: 

Durch  Subtraktion  erhält  man: 
y'2  (^2  +  Bi)  +  2Biy  +  /«  —  A^f^  =  0, 
woraus: 

^^ 

y  =  — 


Auflösung.     Die    Gleichnng    des 
Kreises  sei: 

(x-ay  +  (!,-by  =  r', 

die  Gleichnng  der  Geraden: 

Man  schreibe  die  Gleichung  der  Ge- 
raden : 

^(a:  — a)+J5(y— fc)  +  ^a  +  JB6 


^   A^  +  B^i 
Bl 


+ 


^       y ^/«— (^2-f ^) ip^A^t^    setze:    j?  — a  =  a^,    y  —  h  =  y' 

und  Aa+Bb  +  C  =  l, 

Äaf'^'By'^  —  l 
Daraus  folgt  (siehe  Erkl.  31): 

_         B 

+ 


^«  +  ^2 


_  B/+^l/(^2^^r2  — P 

2^/ 


^424-^ 

u4 


\/r2 


/* 


Setzt  man  diesen  Wert  in  die  Gleichung  der  ^^  __ 
Geraden  ein,  so  erhält  man: 

A         A    "       A^  {A^'\'B^)A 


Jf  = 


Bl 

A^-\-B^ 

A 


^fr^- 


p 


Ä*-\-B*' 


v^* 


2-t-^    V 


;2 


V"-^ 


A^  +  B^ 


AI 


A^  +  B» 


+     * 


V^*  +  B* 


\A»^- 


P 


A^  +  B* 


X'  = 


y'  = 


V^* + B'    V  ■      ^»+£** 

Nun  ist  aber  nach  Teil  I,  Angabe  2 1 : 

P_  _iÄa±Bb±Cy__ 

A*-{-B*~         A*-j-B*         ~      ' 

wo  P  das  Lot  Tom  Punkt  a,  b  auf  die 
Gerade  bedeutet,  folglich: 

^  {-\- A  P^:  B  Vr*  —  P*), 


VA'  +  B' 


also:      6) 


VA*  +  B'' 

,  1 

a;  =  a-f- 


VA*  +  5' 


(+ÄP±^Vr*  — P»), 


(+^PqrBV.-«-P«), 


y  =  6  + 


wo  P=  — ,  '         '- — . 
VA*-\-B^ 


i-{-BP±AVr*-^^P^, 
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Man  sieht  hieraus:  Eine  Gerade 
schneidet  einen  Kreis  in  zwei 
reellen,  einem  doppelt  zu  rech- 
nendeUy  oder  zwei  imaginären 
Punkten,  je  nachdem  der  Halb- 
messer grösser,  gleich  oder 
kleiner  als  das  Lot  vom  Mittel- 
punkt auf  die  Gerade  ist 

Anmerkung  24.   Sind  x^,  y^  und  x^,  y^  die  Koordinaten  der  beiden  Schnittpunkte,  so  ist: 


2  Vä^-\'B' 

yi+yi^j_     BP 


2  Vä^  +  B^ 

Der  Mittelpunkt  der  Sehne  ist  also  stets  reell,  wenn  auch  ihre 
Endpunkte  Imaginftr  werden. 

Anmerkung  85.    Die  Senkrechte  zur  Geraden  durch  den  Hittelpunkt  hat  nach  Teil  I, 
Aufgabe  26,  die  Gleichung: 

Bx  —  Ay  =  Ba  —  Äh\ 

daher  hat  ihr  Schnittpunkt  mit  der  Geraden  die  Koordinaten: 

x^{A^ -\- B^  =  B^a  —  ÄBh  —  AC  =:  {A^ -^^ B^a^ Ä{Aa'\' Bh -{- C) 

y^{A^'\'B^  =  AH-ABa'^BC^{A^  +  B^h  —  B{Aa'\-Bh-]-C) 

A{Aa  +  Bh'\'C)  AP 

oder:  ^«  =  « äJ  ■    po- =  « ,  , 

*  A^  +  B^  Va^-^-B^ 

B{Aa  +  Bh-\-C)  BP 

y8  =  * ÄiTTTm =  ^ 


A^^&  --       VA^  +  B^' 

Man  erhält  daher  den  Satz: 

Das  Lot  vom  Mittelpunkte  eines  Kreises  auf  eine  Sehne  halbiert 
dieselbe. 

Aufgabe  19.     Die  Gleichung  der 
Tangente  an  einen  Kreis  in  einem  ge-       Anflösiins.  Indem  man  die  Tangente 
gebenen  Punkte  aufeustellen.  als  Verbindungsgerade  zweier  unendlich 

nahen  Punkte  x^^  y^  und  x^^  y^  betrachtet, 
erhält  man  ihre  Gleichung  nach  Teil  I, 
Erörterung  8  in  der  Form: 

Erkl.  82.  Die  Subtraktion  der  nebenstehen-  ^^  (y i  —  y 2)  ""  ^  (^i "~  ^2) + -^i  ^ 2 — ^2^1  =  ^ 

den  Gleichungen  giebt:  oder* 
(ar,— a)«-(x,-a)«  +  (y,-d)2-(y,-.d)2  =  0  '  y  __  y^  ^i  -  ^2 

oder:  = . 

(a-,-f-ir,-2a)(a:i-ar,)  X  —  X^  ^t  —  ^^ 

+  (y^4_y^_2a)(y,-y,)  =  o       ^^  »^^^  die  Punkte  x^,  y,;  x^,  y^ 
oder:  dem  Kreise  angehören,  so  ist: 

(X,  +ar,-2a)  +  (y,+y,-2a)^>""^'  =0.  (^1  —  «)*  +  (yi  —  *)'  ==  ^^ 

woraus  man  durch  Subtraktion  erhält 
(siehe  Erkl.  32): 


^1+^2  — 2«+(yiH-y2  — 2a)-?^^ — ^  =  0. 


X  —  x^ 
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Fällt  nun  Punkt  x^,  y^  mit  Punkt 
a;^  y^  zusammen ,  so  ist  die  Gleichung: 

7)  .  .  .  (a;,  — a)(a;  — a:j)+(yi  — a)(y-yi)  =  0. 

Diese  Gleichung  lässt  sich  noch  in 
andere,  für  das  Gedächtnis  bequemere 
Form  bringen.  Sie  wird  nämlich  durch 
Ausmultiplizieren : 

x{x^  —  a)  —  x^{x^  —  a)^y{y^  —  h)  —  y^{y^  —  h)  =  (i 

oder: 

x{x^  —  a)  —  a(a?i  —  a)  +  y  (yi  —  6)  —  *(yi  —  V) 

=  a?i(^i  —  «)  +  yi(yi  —  *)  -^  a(a^i  —  ö)  — 6(//i  —  J), 

oder* 

{^-a){x,-a)  +  {y-b){y,-b)  =  {x,-ayJr{y.-^Y' 

Da  aber  x^^  y^  auf  dem  Kreise  liegt, 
so  ist  die  Grösse  rechts  =  r' ,  folgUch 
wird  die  Gleichung  der  Tangente 
im  Punkte  x^,  y^: 

8)  .  .  .  {x  —  a){x^  —  a)  +  {y  —  b){y,  —  b)  —  r'  =  Q. 
Anmerkuig  26.    Die  Gleichmig  des  Halbmessers  nach  dem  Ber&hnmgsponkt  ar,,  y^  ist: 

y—yi  _    yi  —  b 

Nun  ist  der  Koeffizient  von  x  in  dieser  Gleichung:  — {y^  —  5),  der  von  y: 
—  (iFj  —  a),  dagegen  ißt  in  Gl.  8)  der  Koeffizient  von  x:  +(a?i  —  a),  der  von  y: 
--(yi  — 6);  mit  Rficksicht  auf  Teil  I,  Aufgabe  17,  folgt  also  der  Satz: 

Tangente  undBerührungshalbmesser  desKreises  stehen  auf- 
einander senkrecht. 

Anfgabe  20.    Die  Gleichung   des 
Tangentenpaares  von  einem  Punkte  an        ^    ^  ^        ^    ,  .  ,  ,. 

einen  Kreis  aufzustellen.  Auflösung.   In  Aufgabe  18  smd  die 

Schnittpunkte  der  Geraden: 

berechnet. 

Diese  Schnittpunkte  fallen  zusammen, 
d.  h.  die  Gei^e  wird  Tangente,  wenn 
nach  GL  6): 

Äa+Bb  +  C  ^^^^ 

Erkl.  88.    Subtrahiert  man  die  dritte  Glei-  ^^*  +  ^* 

chnng  von  der  ersten  und  sweiten,  so  eriiält  man:  ist     Da   nun  die  Tangente   durch  den 

^i(a?  —  a)  +  B,  (y  —  6)  =  4:  r,  gegebenen  Punkt ,  dessen  Koordinaten 

^i(a?'  — a)-|-B,(y^— d)  =  +r.  x^^  y*  sein  Sollen,  gehen  muss,  so  hat 

Hnltiplisiert  man  die  erste  Gleichung  mit  nian  noch  folgende  Gleichungen: 

jf'  — d,  die  zweite  mit  y  —  h.  so  erhält  man  4^   1    d^w   \   n a 

durch  Subtraktion :  ^x'  +  i^y' +  0  =  0 

^,[(x-«)(y'-^)~(^-a)(y-5)]  ^^^  Äx  +  By  +  C=0. 

=  +r^ ±:rh  +  ry'^rh       Dividiert  man  durch  Va^'\-B^  und 
=s±r(y  — y').  setzt: 
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Das  voHstäTicIige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 
durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  186U 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  ftlinliches  zur  Seile  steht,  erscheint  monatlich  in  3—4 
Heften  zu  dem  billigen  Preise  Ton  25  /^  pro  Hefe  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gesamt  gebiete  der  Mathematilc,  Phjsik, 
Meclianik^  matb.  Geographie^  Astronomie,  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbahn-, 
Brtteken-  und  Hoehbanes,  des  konstmktiTen  Zeidinens  etc.  etc.  und  zwar  in  ToHst&ndig 
gelöster  Form,  mit  Tielen  Figuren,  Erklärungen  nebst  Angabe  und  Entwickelang  der 
benutzten  Sätxe,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  hezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ongelösten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
ttberlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltSTerzeieh- 
nis,  Berichtigungen  und  erlänternde  Erklärnngen  Über  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 
Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  I.  und  IL  Ord.,  gleich- 
berechtigten höheren  Biirgerschnlen«  Pritatsehulen ,  Gjmnasien,  Realgymnasien,  Pro- 
gymuasien.  Sehnlich rer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Bangewerksohulen, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn.  Yorbereitungsschnlen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  Unifersitäten,  Land-  und  ForstwissensobaftsschnleD, 
Mililärschnlen ,  Torbereitungs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B  fttr  das  Eii^ährig-Frei- 
willige-  und  Offlziers-Examen,  etc. 

Die  Schüler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese,  Schritt  für  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche^ sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  für  den  Schal- 
ui^terricht  geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  zum  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schuler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  verwerten.  Lust,  Liebe 
und  Verständnis  für  den  Schul-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenienren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Bernfs- 
zweigen  vorkommenden  Anwendnngen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 
Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Kamen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.,  Fiscberfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart.  Die  YerlagshancUung. 
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Moldpliziert  man  die  erste  mit  «'  —  o,  die  j   j  .  1/  ^2   i    pF 

aweite  mit  x  —  a.  so  erhält  man  durch  Snb-  '  ^       ~^      ' 

traktion :  B^=  B:VA^-{-B*, 

Die  Gl.  9)  kann  anch  geschrieben  werden:  A^jt -\- B^y  -\-C^  —  0, 

=  f*(y'  —  *)  — y  (•!'  —  <»)  —  (<» y'  — 6a")]*       Aus  diesen  drei  Gleichungen  erhält 
oder  endlich:  man  (siehe  Erkl.  33): 

'•-  rCy  -  y')* + (*  -  *')«]  ±  r  (y  -  yO 

=  [(.  -  xO  (.'  -  ft)  -  (y  -  y')  (.'  -  aW.  A,  =  (^_„)(y.i:^^-i^)(y_^). 

i  r  (x  —  x') 

Nun  ist  aber  vermöge  der  Bedeutung 
von^iUndJBi:  ^i*+-Bi*  =  l,  folglich: 

Dies  ist  in  laufenden  Koordinaten  x^ 
y  die  Gleichung  des  Tangentenpaares.  * 

Setzt  man  x-~a:'  =  ^,  y— y'  =  ij, 
so  erhält  man  die  Gl.  9)  in  folgender 
Form  (siehe  Erkl.  33): 

10)  .  .  .  f  2  [(y  _  t)2  _  ,,2j  _2|ij(.r'  — rO(y'-6)  +  i3«[(x'  — a)«-r«]  =  0. 

Anmerkung  27.    Schreibt  man  die  GleicbuDg  des  Tangentenpaares  abgekürzt: 

^(a;  -  xj  ^2B{x-x*){y-y')-Y  r{y  -  y'f  =  0, 
80  sind  nach  Erörterang  6  die  Gleichmigen  der  beiden  Tangenten: 

A{x^x*)  +  {B±VB^  —  Ar){y  —  y')==0; 
hier  i8t: 

^  —  Ar={x'^  aY  {y*  -  hf  —  [{y'  ~  hf  -  r^]  [(x'  -  «)«  -  r^j 

folglich  wird  die  Gleicbnog  der  Tangenten: 

11)  .  .  .  W-hf--r']{x  —  x') 

-  [{x'^a)  {x'^h)  ±rV{x^-  af  +  {y*  -  hf  -  r^] (y  -  y')  =  0. 

Man  sieht  daraus,  dass  das  Tangentenpaar  reell  ist,  solange: 

{x'^af^(y'^hY>i^. 

Nun  ist  aber  {x'  —  «)^  +  (//'  —  *)^  das  Quadrat  der  Entfernung  des  Punktes  a:',  y' 
vom  Mittelpunkt,  die  Tangenten  sind  also  reell,  solange  ihr  Schnitt- 
punkt ausserhalb  des  Kreises  sich  befindet. 

Aiunerkung  28.    Die  Gleichung  der  Winkelhalbierenden  des  Tangentenpaares  ist  nach 
Aufgabe  3,  Gl.  20) :  

B(x— x')  — [^  — r+v'C^  — r)^  +  J5«](y-y)  =  0 

Nun  ist  aber: 
^-r=(y'— 5)2  — r2-  (a:'  — ö)2  +  r2  =  (y'  — 2>)2  — (o;'  — a)2 

(^  —  r)2  +  Ä3^(y'  —  ^>)<  — 2(^  —  6)2  (a;'-a)2  +  (j;'  —  a)^  +  4(a:'--a)2(y'  —  i)2 

=  [(^'-«)'  +  (y~^)T. 
C ranz,  Analytische  Geometrie  der  Ebene.    II.  5 
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Folglich  ist: 

Die  Gleichungen  der  Winkelhalbierenden  sind  also: 

und: 

—  2(a;'-a)(y'-i)(.r-a:')-2(y  — 6)2(y-/)  =  0, 

öder:  ,      (y._^,)(^__^/)_(^._«)(^y_y)_0 

12)  ...  {        und 

Die  erste  dieser  beiden  Gleichungen  Idsst  sich  schreiben: 

y  —  y'  ^  V'  —  ^ 

d.  h.  sie  stellt  die  Verbindungsgerade  des  Punktes  x\  y*  mit  dem  Mittelpunkt  dar. 
Man  hat  also  den  Satz: 

Der  Winkel  zwischen  den  zwei  von  einem  Punkte  an  einen 
Kreis  gehenden  Tangenten  wird  von  der  Centrale  des  Punktes 
halbiert. 

Anfj^abe  21.     Die  Gleichung  der 
Polare  eines  gegebenen  Punktes  in  Bezug       Anflösnng.  Die  Gleichung  der  Tan- 
auf  einen  Kreis  anzugeben.  gente  im  Punkte  x,  y  des  Kreises  ist 

in   laufenden  Koordinaten  ar*,  y'   nach 

Aufgabe  19,  Gl  8): 

Erkl.  84.  Unter  Polare  eines  Punktes  in  (j:*  —  a)  {x^  —  o) -\- {y  —  b)  (iy'  —1)  =  r\ 
Bezug  auf  eine  Kurve  zweiten  Grades  versteht  gigj^t  ^lan  nun  ;r',  y'  als  die  Koordi- 
man   die  Verbmdungs^erade   der   Bertlbrungs-        ,         .        x^xTkii.  j-ix 

punkte  zwischen  dem  Kreis  und  den  Tangenten  »^ten  eines  festen  Punktes  an,  SO  druckt 
von  diesem  Punkte  aus,  diese  Verbindungsgerade  diese  Gleichung  eine  Beziehung  zwischen 
ist  nach  Erörterung  12  stets  reell,  auch  wenn  den  Koordinaten  x,  y  des  Berührungs- 

die Tangenten  und  damit  die  Berührungspunkte  punkteS  aus:  da  diese  Beziehung  VOm 
imagmar  werden.  *     .        /^     j     •  *  x  nx  ^'       •        r^ 

^  ersten  Grade  ist,  so  stellt  sie  eine  Ge- 

rade, die  Polare  dar.    Ihi-e  Gleichung 
ist  somit: 

13)  .  ,  .  (;r  — a)(x'-a)  +  (y  — 6)(y'  — 6)  — r2  =  0. 

Anmerkung  29.    Da  die  Gleichung  der  Centrale  des  Punktes  x\  y'  nach  Anmerkung  27 
folgende  ist:       (^ _ ^,)  (y, _  j) _ (^  _ y,)  (^,  _  ,)  _  ^^ 

aber  diese  Gleichung  und  die  der  Polaren  auch  so  geschrieben  werden  können: 

^(y'  —  h)^y(x'-'a)+C  =  0, 

x(x'--a)-\-y(y'-b)-\-C,  =  0, 

so  folgt  in  Verbindung  mit  Teil  I,  Aufgabe  26): 

Die  Polare  und  die  Centrale  eines  Punktes  stehen  auf  einander 
senkrecht. 

Anmerkung  30.  Nach  Teil  I,  Aufgabe  21,  erhält  man  den  Abstand  eines  Punktes  von 
einer  Geraden,  wenn  man  in  dem  linken  Teil  der  Gleichung  der  Geraden  die  laufenden 
Koordinaten  durch  diejenigen  des  gegebenen  Punktes  ersetzt  und  durch  die  Wurzel 
aus  der  Quadratsumme  der  Koeffizienten  der  Koordmateu  dividiert;  vermöge  Glei- 
chung 13)  hat  also  der  Abstand  eines  Punktes  von  seiner  Polaren  den 
Wert:  (rr'  ~  g)^  +  (y  -  hy  -  r^ 

V{x*  —  af~\-{y*^bf 
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Anfi^abe  22.    Die  Koordinaten  der 
Berührungspunkte   des  von  einem  ge-       Auflösung.     Da   die  Berührungs- 
gebenen  Punkte  ausgehenden  Tangenten-  punkte  die  Schnittpunkte  der  Polaren 
paares  zu  berechnen.  mit  dem  Kreis  änd,  so  hat  man  x  und 

y  aus  den  beiden  Gleichungen: 
(x-d){3f-d)^{y  —  V){y'-h)  =  r\ 

(x  — a)»-|-(y  — J)»  =  r* 
zu  berechnen. 

Man  erhält  (siehe  Erkl.  36): 

-,      „-,.  i?'-ay±{i,'-h)y/{7!-af^{if'-Vf- 


15)  .  .  . 


.} 


y  —  h  =  t 


(a^ -  a)«  +  (y-^* 


2 


und 
so  ist: 
oder: 


ErkU  86.    Wenn: 

a?«  —  y2  =  f2 

ma?-f-ny  =  r'-, 
ar(a;  — m)+y(y  — n)  =:  0 
rc  n  —  y 


Bezeichnet  man: 

(:c'  — a)*  +  (y'-.6)2  mit  ^^ 

V(^  —  a)*  +  (y  -"t^^^Tp  mit  T, 


so  ist: 


setze: 
und 
80  ist: 

woraus : 


X  =  nt  —  yf 

^  z=i  xt  —  mt, 

x-^yt  :=.nt^ 
—  «f +  y  =  — mt, 


16). 


y(l  +  <2)  =:n^2  — mf, 

setzt  man   diese  Werte   fQr  x  und  y  in  der 
zweiten  Gleichung  ein,  so  ist: 

oder: 

f2(m2  +  «2  — r2)  =  r2, 


also: 


daher: 


1  +  ^2  = 


V/m2  +  n2  —  r« ' 
tni  +  w2 


Ist  y  der  Winkel,  welchen  die  Cen- 
trale des  Punktes  x*,  j/  gegen  die  po- 
sitive X-Achse  bildet,  so  ist  nach  TeUI, 
Aufgabe  11: 

daher  werden  die  Gleichungen  16): 


16a)  .  .  . 


m2-}-n2--r2' 


mr-^-nV^^  +  n'^  —  r^ 
X  z=.  r = T— ; — 

m2  +  n2 

nrT-m  V'fwSfi  +  n«  — r« 
^  w2  +  n2 


Aufi^abe  28.    Die  Länge  der  Tan- 
genten von  einem  Punkte  an  einen  Kreis       Auf  lösirng.   Sind  ot",  y*  die  Koordi- 
zu  berechnen.  naten  des  gegebenen  Punktes,  ar,  y  die- 

jenigen des  Berührungspimktes,  so  ist  die 
Länge  der  Tangente  nach  Teil  I,  Aufg.  10 : 
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£rkL  86.    Da: 

72  =  (aj'  —  a)8  +  (y'  —  &)2—  r2 

80  ist: 

,.2  _  ,/2  ~  —  r2, 

daher : 


Nun  ist  aber: 

a?  —  xf  :=  (x  —  a)  —  {x^  —  a)j 
y-y=(y_6)-(y'_6), 

mit  Rücksicht  aof  die  Gl.  16)  ist  daher: 

X  —  ar  = — 


r2 


(x-*')«=^[r*(«'-«)« 


«)] 


qiarrC«-— a)(y'-l>)+r2(y'— 6)«] 


(y-y')S  =  ^[r»(y'-6)« 


y    V  —  jz 

oder  (siehe  Erkl.  36): 

(a;_x')«4-(y-y)«  = 

=  ^  [i**  (^  -  «)* + r^Cy'  -  «»)* 
;f'-V-i)'+''*(^-«)*] 


±2rr(a;'— a)C»'— 6)+»-»(«'- a)«]. 

Die  Länge  der  Tangente  ist  also: 
17)  .  .  .  T  =  V(«'  — a)»  +  (y'  — 6)*— r*. 


Aufgabe  24.  Die  Gleichung  eines 
Kreises  zu  finden,  welcher  durch  drei 
gegebene  Punkte  hindurchgeht. 


Anflösmig.  Sinda^,  ij;  a^,h^\  a,,  6, 
die  Koordinaten  der  drei  Punkte  nnd  ist 
x*J^y*J^Dx-\-Ey-\-F=0  die  Glei- 
chung des  Kreises,  so  muss: 

<  +  K'  +  Da^-\-Eh^-{-F=  0, 


dt 
sein. 


+  V  +  ^«s  +  -E68  +  -P'=0 


18) 


•    • 


19) 


Die  Auflösung  dieser  drei  Gleichungen 
nach  Z),  E,  F  giebt: 

{D  =  -{Q>,-\)  ia*+h*)  +  (6,  -  \)  («,»+^'0  +  {\  -  h)  («**+&/)] 

:  [(^1 — ^2)  («s  —  «i)  —  (*8  —  *i)  («1  —  «2)] ; 

:  [(fei  —  b^)  (a^  —  a,)  —  (6»  —  b^)  (a,  —  a^)] ; 

^  =  -  [(«1'  +  ^0  («2  *8  -  «s  *2)  +  («2'  +  ^2*)  («3  ^  -  «.  *») 

+  («3*+^3*)  («1*2  —  «2*1)] :  [(^1  —  ^2)  («3— «1)  —  (*s— *i)(«i  -«ab- 
setzt man  diese  Werte  in  die  Glei- 
chung x*-\-y*-\-Dx-\-Eif-\-  F^  0  ein, 
indem  man  mit  dem  gemeinsamen  Nenner 
von  D,  E,  F  multipliziert  nnd  die  mit 

V-j-V.  «2*+V>  «8*+*s*  multi- 
plizierten Glieder  zusammeniasst,  so  er- 
hält man: 

-(«.*+V)N«'2-6»)+«2(*3-y)+«.(y-M 
+(«2*+*2'0K(y-J3)+^(i3-M+«3(*i-y)] 
-(«3*+V)[«i(*2-y)+«2(y-M+*(*i-M  =  o- 
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Erkl,  87«  Durch  Subtraktion  zweier  der 
drei  Gleichungen  erhält  man: 

i>  («1  -  fl.)  +  mb,  -  6.)  =  -  (a,«  +  V)  +  W  +  V), 
D  {a,  -  a,)  +  E{b,  -  ft»)  =  -  («i*  +  ^»)  +  («,«  +  V)- 

Hieraus  folgen  2>  und  E,  wenn  man  bezw. 
die  erste  mit  h^  —  fc,,  die  zweite  mit  h^  —  &„ 
oder  die  erste  mit  a,  —  a.,  die  zweite  mit  a^  —  a, 
multipliziert  und  subtrahiert. 

Setzt  man  die  erhaltenen  Werte  von  D  und 
E  in  die  erste  Gleichung  ein,  so  erhält  man  F. 

Der  gemeinsame  Nenner  von  D^  E^  F  hat 
den  Wert: 

fli  K  —  a,6i  +  fl,l>8  —  a^\  +  aa?»!  —  «i^  =  «iC^j  —  h)  +  «j(^  —  2»i)  +  «sC*!  —  ^«)- 

Anmerkuig  31.  Die  Koordinaten  des  Hittelpunktes  und  der  Halbmesser  des  Kreises 
duich  drei  Punkte  sind  schon  in  Teil  I,  Uebungsaufgabe  80  nnd  130  berechnet 
worden.  

Aufgabe  25.    Die  Bedingung  an- 
zugeben ,    unter   welcher   eine   Gerade       AnflSsiing.   Die  Gleichung  der  Ge- 
einen Kreis  berührt,  raden   sei   wa;4-f7y  +  l  =  0,    die  des 

Kreises  (a?  —  a)*  +  (y  —  hy  =  r*,  dann 
enthält  GL  6)  in  Aufgabe  18  die  Koordi- 
naten der  Schnittpunkte  der  Geraden 
und  des  Kreises.  Diese  Schnittpunkte 
fallen  zusammen,  d.  h.  die  Grerade  wird 
Tangente,  wenn  die  in  jenen  Gleichungen 
enthaltene  Quadratwurzel  verschwindet, 
oder  wenn  r*  —  P^  =  0  ist,  d.  L : 

ist. 


Aufgabe  26.     Die  Gleichung  des 
Kreises  in  Linienkoordinaten  zu  bilden 

und  die  Beziehungen  der  Koordinaten  Auflösung.  Die  Gl.  20)  von  Auf- 
des  Mittelpunktes  und  des  Halbmessers  ^e  25  enthält  die  Bedingung,  unter 
zu  den  Koeffizienten  in  dieser  Gleichung  %^x^^^j.  die  Gerade  m,  v  den  Kreis  mit 
aufzusuchen.  Mittelpunkt  a,  b  und  Halbmesser  r  be- 

rfihrt 

Diese  Gleichung  lautet  geordnet: 

21)  .  ,  .  M«(a^  — r«)-(-2aftwr  +  r*(6*  — r^  +  2aw+2Jt?  +  l  =  0. 

Soll  diese  Gleichung  mit  der  allge- 
meinen Gleichung  zweiten  Grades  in 
Linienkoordinaten : 

'dentisch  sein,  so  muss: 

F  ~  ;     F  ~  ' 

-^  =  2a6,     ^=2a,     -pr  =  26 
sein. 
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Hieraus  erhält  man: 

sowie  die  zwei  Bedingungsgleichungen: 

23)  .  .  .  D^  —  AAF=E*  —  4:CFmä  DE—2BF—0. 

Aufgabe  27.     Die   Gleichung   des 
Ki-eises  in  Polarkoordinaten  anzugeben.       Anflösung.    Setzt  man  (vergleiche 

Teil  I,  Aufgabe  2): 

a  ■==  B cosa,     b  =  Bsinaj 

so  ist  die  Gleichung  des  Kreises: 

(q  cosq>  —  B  cosaf  -\-(gsinq)  —  B  sinaf  =  r^ 

oder: 

Q^-^B^  —  2BQCO8{fp  —  a)  —  r^:=^0 

oder  geordnet: 

24)  .  .  .  Q^  —  2Q'Bco8{q)  —  a)  +  B*  —  r^  =  0. 

Fällt  der  Mittelpunkt  mit  dem  Eoordi- 
natenursprung  zusammen,  so  wird  J?  =  0, 
also: 

25)  .  .  .  ß  =  r. 

Liegt  der  IMQttelpunkt  auf  der  JT-Achse, 
so  ist  a  =  Oj  also  die  Gleichung: 

26)  .  .  .  (f^—iQBcostp-^B^  —  r^^O. 

Liegt  der  Mittelpunkt  auf  der  F-Achse, 
so  ist  a  =  90^ j  daher: 

27)  .  .  .  p«  — 2ßÄ«Vi<p  +  Ä«  — r«  =  0. 

Anmerkung  32.  Fällt  der  Mittelpunkt  des  Kreises  m  den  KoordiDatennrsprung,  so  dass 
a  =  b  =  0f  so  haben  die  Schnittpunkte  mit  der  Oeraden  AX'{'Bif-\'C  =-  0 
die  Koordinaten: 

VA^  +  J52  ^  ^' 

y=    ,^   ^^{--BP+AVr^—I^)  wo  P^  =    .o^'p.. 
VA^-\-B^  ■"  A^-^-B^ 

Die  Oleichang  der  Tangente  im  Punkte  x\  y'  wird: 

28)  .  .  .  aror'  +  y/  — r«  =  0. 

Die  Gleichung  des  Tangeatenpaares  vom  Ponkte  x\  y'  wird: 

29)  .  .  .  d:2(y'«  — r«)  — 2a?ya;V  +  y«(a:'2_,.2)^0. 

Die  Gleichungen  der  einzelnen  Tangenten  werden: 

30)  .  .  .  (a:  — a:')(y'^  — r«)  — (y— yO(«'y'±rV^a:'«  +  y'«  — r«)  =  0. 

Die  Gleichung  der  Polare  des  Punktes  x\  y'  wird: 

31)  .  .  .  xaf  +  yy'  —  f^^O. 

Die  Koordinaten  der  Berührungspunkte  des  Tangentenpaares  sind: 

a;V  +  y'rVl^  +  y'^  —  ^^  yS-^gFa^^rVa^^^  +  y^«  — r^ 

32)  ...  a:—  x'^  +  y'^  '      ^~  a^^+y** 

Die  Gleichung  des  Kreises  in  Linienkoordinaten  ist  dann: 

33)  .  .  .  r2(tt2  +  t;2)  =  l. 
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XJebnngsanfgabe  41.    Die  GleicbnDg  eines  Kreises  hat: 

«^  +  y-  — 2a:— 4y-^20  =  0, 
Mittelpunkt  und  Halbmesser  zu  finden. 

AaflSsiui;.    Nach  Aufgabe  17  ist: 


üebungsanfgabe  42.    Dieselbe  Aufgabe  wie  vorbin  für: 

5  7  1 

Auflösung.  a  ==  -^- ,      b  =•—,      ''  ==  "ß"  V^. 


üebnngsau^abe  43.    Dieselbe  Aufgabe  flir: 

ic^  +  y*  — 6a?  — 8y  +  9  =  0. 

AuflSsnng.  a  =  3,    &  =  4,    r  =  4. 

üebnngsaufgabe  44.    Dieselbe  Aufgabe  für: 

«*  +  y*  — Ba:  — 6y  +  9  =  0. 

Auflösung.  a  =  4,    ft  =  3,    r  =  4. 

üebungsau^abe  45.    Dieselbe  Aufgabe  filr: 

ar^  +  y*  — 7ar  — 5y  — 3  =  0. 

Auflösung.  a  =  3  -g-»    *  =  ^  y ,    ''  =  -g"  V^86. 


Uebuxigsaufigabe  46.  Die  Sehnittpunkte  des  Kreises  a;-  -{-  y^  =  65  und  der  Ge- 
raden 3a;-}~y  "=  25  anzugeben. 

Auflösung,    y  =  25  —  3  a;  in  die  Kreisgleichung  eingesetzt  giebt: 

a:*+625— 150a?  — 9a;2  =  65  oder  x«- 15a:  +  56  =  0, 

woraus  ar^  =  7,  ar^  =  8,  daher  i/^  =  4,  yj  =  1. 

üebungsaufgabe  47.    Dieselbe  Aufgabe  für: 

(a:—l)2  +  (y  — 2)2  =  25  und  4a?  +  3y  — 35  =  0. 

Auflösung.  Nach  Aufgabe  18,  Gleichung  6)  wird  P«  =  25,  daher  r^-^P^  =  0, 
folglich  fEdlen  die  Schnittpunkte  zusammen,  die  Gerade  berührt  den  Kreis  im  Punkte 
x  =  5,  y  =  5.  

Uebungsau^abe  48.    Dieselbe  Aufgabe  für:  __ 

x2-f  y«  =  1  und  x-^-y  =  V2. 

Auflösung.    Es  wird  ar*  +  2a:y  -f  y«  =  2,  davon  die  Kreisgleichung  ab :  2a?y  =  1, 

4a;y  =  2,  daher: 

(x  —  y)«        =  0,  a-  =  y, 

folglich  a?  =  y  = -^1/2^,  die    beiden   Werte    von   x   fallen    zusammen,   also    ist   die 

Gerade  Tangente.  
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XJebungsanfjgfabe  49.    Dieselbe  Aufgabe  für: 

ic^  +  fß  —  6x—  \2y  — 180  =  0 
und 

4a:  +  3//— 105=0. 

AnflÖBung.  Die  Koordinaten  des  Mittelpunktes  werden  a  =  3,  ^  =  6,  der  Halb- 
messer wird  15.  Daher  P*  =  225  =  r^,  die  Gerade  ist  also  Tangente,  der  Berübnmgs- 
punkt  ist  0?  =  15,  y  =  15.  

üebnngsaofjgabe  50.    Dieselbe  Aufgabe  für: 

aj®  +  y*  =  34, 
7a:  — 2.y  =  29. 
Auflösung.    Nach  Aufgabe  18,  Gl.  6)  findet  man: 

_  _  35  _  10 

x^  —  0 1    y  1  —  o ,    x^  —  2  -rt  >    y<2.  —  *""  5 


53  '     ^2  '^  53  . 


üebungsau^abe  51.    Die  Gleichung  der  Tangente  vom  Eoordinatenursprung  ans 
an  einen  Kreis  aufzustellen,  dessen  Gleichung  in  schiefwinkligen  Koordinaten: 

Ax^ -\'2Äxy costa -{- Äy^ -\- Dx ^ Ey -j- F  =  0  ist. 

Auflösung.   Die  Gleichung  der  Geraden  sei  y  =  mx^  dann  erhält  man  durch  Ein- 
setzen die  Gleichung: 

^(1  +  w2  +  2m  cosbi)  +  (D  +  Em)x-\-F=  0; 

diese  Gleichung  hat  gleiche  Wurzeln,  wenn: 

(D 4-  Emy  —  iAFil  +  w«4-  2m  costo)  =  0  ist. 

Diese  Gleichung  für  m  lautet  geordnet: 

m«(JB;2  —  4:ÄF)'\-2m{pE^4:ÄFcosta)  +  Z)2  —  iAF  =  0. 

Berechnet  man  die  Werte  von  m,   welche  dieser  Gleichung  entsprechen,  so  ist 
y  —  ma:  =  0  die  Gleichung  der  Tangente. 


üebungsaufjgabe  52.    Vom  Koordinatenursprung  an  den  Kreis: 

^^  +  y^-~6ar  — 2y  +  8  =  0 
die  Tangenten  zu  ziehen. 

Auflösung.    Die  Gleichung  für  m  ist  (siehe  vorige  Uebungsaufgabe) : 

,„2(^2  _  ^AF)  +  2mi)i;+  2)2  —  4^F  =  0 
oder :  2 

7m2  —  6m  —  1  =0,  daher  m  =  1  oder =-. 

Die  beiden  Tangenten  heissen  also  x  —  y  =  0  und  x-f-^y  =  0. 

uebungsaufgabe  53.    Wie  heisst  die  Gleichung  der  Tangente  an  den  Kreis: 

(ar—l)2  +  (^  — 2)2  =  25 
im  Punkte  5,5? 

Auflösung.    Nach  Aufgabe  19  ist  sie: 
^d^r.  (^~l)(5-l)  +  (y-2)(5-2)  =  0 

4  a:  —  3;/  —  35  =  0  (vergl.  Uebungsaufgabe  47). 


uebungsaufgabe  54.    Dieselbe  Aufgabe  für  den  Kreis: 

(ir—3)2  +  (//  — 2)2  — 10  =  0 
und  den  Punkt  4,5. 

Auflösung.  a?  +  3i^  — 19  =  0. 
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TTebiingian^be  65.    Die  Polare  des  Punktes  4,4  in  Bezug  auf  den  Kreis: 

(a:—l)«  +  0/  — 2)2  — 13  =  0 
durch  eine  Gleichung  auszudrücken. 

AuflStnng.    Die  Gleichung  der  Polare  ist  nach  Aufgabe  21 : 
^^^.  (x-l)(4-l)  +  (y~2)(4-2)-13  =  0, 

3:c  +  25r  — 20  =  0. 


XJebnngsau^be  56.    Gleichung  der  Polare  des  Punktes  4,5  iür  den  Kreis: 

^*  +  y*  — 3a;  —  4y  — 8  =  0 
and  Koordinaten  der  Berührungspunkte  der  von  diesem  Punkte  ausgehenden  Tangenten. 

AnflSsnng.    Nach  Aufgabe  17  Ist: 

a  =  i,    6  =  2,    r«=  " 


2  '     "       "•     '  4  ' 

daher  die  Gleichung  der  Polare: 

(^-|-)  +  (4-|-)+(y-2)(5-2)— ^  =  0 

oder: 

5a;-}-6y  — 48  =  0. 

Die  Koordinaten  der  Berührungspunkte  erhält  man  entweder  nach  den  Formeln  von 
Aufgabe  22  oder  durch  direkte  Auflösung  der  Gleichungen: 

«*  +  y*  — 3ar  — 4y  — 8  i=0  und  5a?  +  6y--48  =  0, 
nSmlich: 

174  +  61/57  343  —  5  Vbl 

174--6V^57  343  +  5  VbJ 

a^2—  61  »     ya—  61 


üebnngsanfigaba  57.    Den  Pol  der  Geraden  Ax-^-By-^-C  ==^  0  in  Bezug  auf  den 
Kreis  (x  —  o)*  +  ö^  —  *)*  —  r*  =  0  anzugeben. 

AnflSsiuig.    Sind  x'^  y'  die  Koordinaten  des  Pols,  so  ist  die  Gleichung  der  Polare: 

(o-  — a)(a:'-a)  +  (y--6)(y'-&)  — r8  =  0 

^^'  a:(ic'-.a)  +  y(y'  — «>)  +  a(a;'  — a)  +  i(y  — ft)~r2  =  0. 

Soll  diese  Gerade  mit  Ax-\'By'{'C^=^Q  identisch  sein,  so  muss: 

xf  —  a  =  'kA,    y'  —  h=^XB,    aCar'  — a)  +  «>(y'  — ft)  +  r«  =  — XC 

sein  oder  * 

afr=XA-\'a,    y  =  Xß  +  &  und  X(a^  +  ft5  +  C)  =  — t-*, 
daher: 


X  =  — 


r2 


aA  +  hB^C  * 
folglich: 

r^A  ,  f^B 


^'  =  <^-\.  j_i_i>p_L/7>     y'  =  «>  — 


a^  +  ft^  +  C     ^  ""          a^  +  5«>  +  C' 
Ist  a  =  6  ==  0,  so  ist  rc'  = ^  >    y'  = jn~* 


Uebnngtau^be  58.    Die  Gleichung  einer  Geraden  ist: 

4a;  +  3y  — 7  =  0; 
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ihren  Pol  in  Bezng  auf  die  Kreise: 

a)  (a:"l)«  +  (y~5)«~2  =  0, 
ß)    (a?  — 3)«  +  (y-3)«— 10  =  0, 

y)  (>c  +  2)«  +  (y  +  3)«-34  =  0 

anzugeben. 

AnfiSsong.    Nach  Uebongsanfgabe  57  erhält  man  far  den  ersten  Kreis: 

^^       41  +  35  —  7        6' 
also:  ^ 

4        1         /       i.       3  1 

a:'  =  l— g  =  3-,     y  =5-y  =  4y. 

Ebenso  erhält  man  für  den  zweiten  Kreis: 
für  den  dritten  Kreis: 


XTebnugsan^abe  69.   Die  Gleichungen  der  Tangenten  vom  Punkte  ^r'  =  7,  ^  =  2 
an  die  Kreise: 

a)  .  .  .  a;*  +  y2  — 4a;  —  3y  — 8  =  0, 

b)  .  .  .  (o?  — 1)2  +  0^  — 2)2— 13  =  0, 

c)  .  .  .  0^2  + y2  —  X  —  y  —  4  =  0 
aufzustellen. 

AufiStung.    Nach  Aufgabe  20  erhält  man  als  Gleichung  des  Tangentenpaares: 
(0?— 7)2[(2-ft)2-r2]~2(a?— 7)(y-2)(7-a)(2-ft)  +  (y-~2)2[(7-a)2— 72]=0; 


a)  ist  a  =:  2, 

'=|. 

2          57 
'    =     4 

b)   „   a  =  l, 

6  —  2, 

»•*  =  13, 

,                 1 

» -i. 

2            9 

'          2  ' 

daher  die  Gleichung  des  Tangentenpaares  für: 

Kreis  a)    56(a?— 7)2  +  20(a:  — 7)(y  — 2)  — 43(y  — 2)^  =  0, 
Kreis  b)    13(a?  — 7)2  — 23(y  — 2)«  =  0, 
Kreis  c)    9(ar  — 7)2+78(a;  — 7)(y  — 2)— 151  (y  — 2)«  =  0. 
Daher  sind  nach  Anmerkung  26  die  Gleichungen  der  einzelnen  Tangenten  für: 

Kreis  a)     14(a:  — 7)  +  (-|-±y  I/627)  (y  — ?i^=  0, 

Kreis  b)     13(a?— 7)±  1^299  (y  —  2)  =  0, 

Kreise)    -|-(^-7)  +  (-^±-|-/85)  (y-2)  =  0. 


XTebungsau^^be  60.    Die  Jjängen  der  Tangenten: 

a)  vom  Punkte  7,  11  an  den  Kreis  x^-f-y*  —  25  =  0, 

b)  „  „      15,  19    „     „         „     a?2  +  y2~4a?-3y  — 3  =  0, 

c)  „         ,       3,  5      „     „         „     (^4.2)2  +  (y  +  3)*-34  =  0 
anzugeben. 
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AuflSfnng.    Für  den  Kreiß  b)  ist  a  =  2,  ft  =  1  y,  r^  =  9  -~. 

Daher  ist  a?'  —  a  fdr  Kreis  a)  =  7,         för  Kreis  b)  =  13,         für  Kreis  c)  =  5 

folglich  ist  nach  Aufgabe  28: 

T  =  1/145  für  Kreis  a),     l/466  für  Kreis  b),     \/ö6  für  Kreis  c). 

üebnngiau^abe  61.  Die  Gleichung  des  Kreises  zu  finden,  welcher  durch  die 
drei  Punkte:  7,1;  3,1,  1,5  geht 

Auflösung.  Statt  die  Koordinaten  der  drei  Punkte  in  die  Gleichung  19)  von 
Aufgabe  24  einzusetzen,  ist  es  bequemer,  die  Grössen  D,  E,  F  direkt  aus  den  drei 
Gleiehungen: 

72+l^  +  7I>  +  ^+-P=0, 

3^  +  12  +  31)-}-^+^=  0, 
l*4-ö-  +  i>  +  5£?+-^==  0 
zu  berechnen«    Diese  Gleichungen  lauten  geordnet: 

72>  +  ^+F=— 50, 

3Z>4-J^+^=  — 10, 
D  +  5£^+^=  — 26. 
Durch  Subtraktion  der  beiden  ersten  erhält  man: 

D  =  —  10. 
Durch  Subtraktion  der  zweiten  von  der  dritten  erhält  man: 

—  2D  +  4i;=  — 16  oder  4-&  =  — 36,  -E  =  — 9. 
E  und  D  in  die  erste  eingesetzt  geben  i<^=  29;  die  Gleichung  des  Kreises  heisst  also: 

x^+J/^  —  10a:  —  9y  +  29  =  0. 

65 
Der  l£ittelpunkt  hat  die  Koordinaten  a  =  5,  b  =s  4,5,  r^  =  — ,   folglich  ist  die 

Gleichung  des  Kreises  in  anderer  Form: 


(^-5)*  +  (y-4|y— ^  =  0. 


XTebnngsaufgabe  62.    Die  Abschnitte  anzugeben,  welche  der  Kreis: 

x^'{-y'-\'Dx  +  Ey  +  F=  0 
auf  den  Achsen  bildet. 

AuflSsung.  Setzt  man  ^  =  0,  so  ist  a^-\-DX'-\-F=0,  folglich  sind  die  Ab- 
schnitte auf  der  X-Ache:         

_        D+VD'^  —  AF  D—  V1)^—4F 

^i  ' —  2  »       ^2  —  2  • 

Setzt  man  a:  =  0,  so  ist  die  Gleichung  für  die  Abschnitte  auf  der  T-Achse: 
t/'  +  Efz-^-F^^O,  und  diese  Abschnitte  sind: 

E+VE^  —  jF  __        E—  VW^^^^TF 

^1  "*  —  2  >     /^2  "•  2 

Es  ist  daher: 

Vebongsau^abe  63.  Auf  jeder  der  Koordinatenachsen  liegen  zwei  Punkte  so,  dass 
das  Produkt  ihrer  Abstände  vom  Ursprung  gleich  ist,  den  Kreis  durch  diese  vier  Punkte 
zu  bestimmen. 
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Auflösung.  Wenn  A.^,  X^  die  Abstände  der  Punkte  auf  der  ^T- Achse,  pi^  und  ß^  die 
Abstände  der  Punkte  auf  der  F-Achse  vom  Ursprang  sind  und  l^l^  =  |UijU2  ist,  so  ist 
die  Gleichnng  des  Kreises  nach  der  vorigen  Uebungsaufgabe : 


XTebungsaufgabe  64.  Die  Gleichung  des  Kreises  zu  bestimmen,  welcher  die  X-Achse 
in  den  Punkten  3,  4  schneidet  und  die  F-Achse  berührt 

Auflösung.  Es  sei  die  Ordinate  des  Beriihmngspunktes  ==  fi ,  dann  ist  nach 
Uebungsaufgabe  62:  ju*  =  3-4,  also  |u  =  ±2  vT,  folglich  die  Gleicliung  des  Kreises 
nach  Uebungsaufgabe  63: 

a?*  +  y^  — 7ir±4  v^8"y+12  =  0. 

7  - 

Daher  sind  die  Koordinaten  des  Mittelpunkts  a  =  — ,    ft  =  +  2  l/s ,    der   Halb- 

7  ^ 

messer  — .  — ____ 


XTebungsaufgabe  66.     Den  Kreis :  (a:  +  2)^  +  (y  +  3)«  —  34  =  0  in  Linienkoor- 
dinaten auszudrücken. 

Auflosung.    Es  wird  nach  Aufgabe  26: 

-p  —       30,  -^  —  12,  -^  —       25,  -jr  —       4,  -y  —       6, 

folglich  die  Gleichung: 

30w«  —  12w  r  +  25t«+  4«  +  6t'  —  1  ==  0. 
Hier  ist  D^—^AF=-^13ß  =  E^  —  4CF,  DE-^2BF=0. 


XTebungsaufjgabe  66.  Wenn  die  Gleichung  eines  Kreises  in  Linienkoordinaten  in 
der  Form  {ua  -j-hv  -}-  ly  --  r^  (u^  -j- 1;«)  =  0  gegeben  ist  (siehe  Aufgabe  26)  und  ausser- 
dem die  Koordinaten  u^,  v^;  i/^,  v^  zweier  Geraden,  die  Koordinaten  deijenigen  Tangente 
des  Kreises  anzugeben,  welche  durch  den  Schnittpunkt  der  gegebenen  Geraden  hindurchgeht. 

Auflösung.  Die  Koordinaten  u,  v  der  gesuchten  Tangente  müssen  nach  Teil  I, 
Aufgabe  63  die  Werte  haben: 

11   ^= — ■ ^—         V   ——  * — • — 

l-\-X     '  l-{-X     ' 

soll  die  Gerade  Tangente  sein,  so  mass  also; 

oder: 

X«  [Ka  +  ^2*  +  D«  -  r«  (u,^  +  v,2)]  4-  2A  [«,a  +  r,  i  +  1)  {u,a  +  r,6  +  1) 

~  r«  («,«,  -  v,v^]  +  [(u,a  +  v,b  +  ly  -  r«  {u,^  +  r^«)]  =  0. 

Nun  bedeutet  nach  Teil  I,  Aufgabe  58  ^Tg^^r«  ^**  Quadrat  des  Ab- 

standes  zwischen  Punkt  a,  h  und  der  Geraden  u^,  v^  Nennt  man  also  p^  und  p^  die 
Abstände  des  Mittelpunktes  von  den  gegebenen  Geraden,  so  ist  der  Koäffizient  von  k-i 
W  —  ^*)  W  +  ^i^)y  das  Absolutglied:  (p^^  —  r«) (Mj«  +  rj«),  femer  bedeutet  nach 

Teü  I,  Aufgabe  16  und  54:  ^h^2i-^i^2  ^^^  Cosinus  des  Winkels  zwischen: 

den  beiden  Geraden;  ist  dieser  Winkel  ==  a,   so  ist  daher  der  Koeffizient  von  2X 
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Die  Gleichung  für  X  ist  also: 

^ V    ^T.    8  =  /^»  80  bekommt  die  Gleichung  die  einfachere  Gestalt: 

(/ii^2 +i^i)*  —  ^*  (m*  +  2i^  <^öÄa  + 1)  =  0 

__        u^a-}-t;^6  +  1              _        a?i2  +  &ra+l 
P\ —  ,/ — ST-; s     »      i^a —  ,/ — ;— i \    » 


Setzt  man 


oder: 
hierbei  ist: 


wenn  \i  aus  dieser  Gleiehong  berechnet  ist,  so  ist: 


A  = 


/"2'+r,2   * 


1+A 


l  +  A     • 


F.  Anwendung  der  Gleichung  des  Kreises  auf  planimetrische  Lehrsätze 

und  Aufgaben. 

XTelrnngsanlgabe  67.   Den  Ort  des  Mittelpunktes  einer  Sehne  von  konstanter  Länge 
in  einem  gegebenen  Kreise  zu  finden. 

AnflSsnng.   Die  Koordinaten  der  Endpunkte  der  Sehne  (siehe  Figur  16)  seien  x^^  yyy 
^1%  y^f  die  Länge  der  Sehne  =  /,  die  Gleichung  des  Kreises  x^-^i/^  =  rK   Dann  ist: 

«1^ + yi*  =  ^» 

(x,-x^^  +  (y,^y,Y  =  l^. 

Durch  Addition  der  beiden  ersten 
Gleichungen  ergiebt  sich: 

V  +  V  +  yi*  +  y2'  =  2r«; 
die  dritte  Gleichung  heisst: 

V+V+yi^+y2^ 

folglich  ist: 

2  (3^1  a?2  +  yi  y2)  =  2r2  —  l^. 
Sind  nun  ^,  rj  die  Koordinaten  des 
Mittelpunktes  der  Sehne,  so  ist: 

^1  +  ^2  =  21,    yi+y2  =  2i7, 
daher: 

^i^  +  X2^  +  2x^x^  =  4t', 

yl*  +  y2*  +  2yly2  =  4i7^ 
folglich: 

^i*+V+yi*+y2* 

+  2(x,x^  +  y,y^  =  4(^^  +  f) 
oder: 

2/-2  +  2?-2  — /«  =  4  (§«  +  iy2) 
oder :  , 


^.Vi 


-X 
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Dies  ist  die  Oleichong  eines  za  dem  gegebenen  konzentrischen  Kreises  mit  den 
Halbmesser 


\A^: 


Anmerkung  33.    Die  Mitten  aller  Sehnen  von  gleicher  Länge  liegen  auf 
einem  konzentrischen  Kreis. 


Xrebnngsan^abe  68.    Eine  Sehne  von  konstanter  Länge  bewegt  sich  im  Kreis. 
Den  Ort  des  Ponktes  zn  finden,  der  sie  nach  gegebenem  VerMltnis  teilt. 

Anflösnng.    Sind  (siehe  Figor  17)  |  und  rj  die  Koordinaten  des  Teilpnnktes,  so  ist 

also : 


nach  Teil  I,  Aufgabe  12: 

Figur  17. 
Y 


«I*  x^  +  w^  y  ,*  -f-  n^  x^  -|-  »*  y^ 

4-2mn(aria:i  +  yiy8)  =  ^-frl 

Die  Gleichungen:  a?i^-4-yj*  =  r-  mit 
«i^  x^-\-y^^='i(^  mit  n^  multipliziert, 
geben : 

iv^  x^  -\-  m*  y^  4"  '**  ^2  4"  '**  ^2^  =  2  /*^, 

daher: 

2mn(x^Xci^-{-y^y.^  =  |-+V  — 2r. 

Wegen  der  gleichen  Länge  der  Sehne 
ist  aber: 

(a:,-:r^2  +  (yi--y,y^  =  /« 
oder: 

—  2  (äTi  a?2  +  y^  y^  =  T- 
oder: 
—  2mn{x^x^-\-y^y^ 

=  — tn»(2f'2  — /«), 

daher: 
^-  + 1?«  —  2r2  —  m«  (2^-2  ».  /2)  =  o. 
Dies  ist  die  Gleichung  eines  zu  dem  gegebenen  konzentrischen  Kreises: 

Anmerkung  34.  Der  geometrische  Ort  für  die  Punkte,  welche  eine  Sehne 
von  konstanter  Länge  nach  gegebenem  Verhältnis  teilen,  ist  ein 
konzentrischer  Kreis.        

üebungsanfgabe  69.  Welche  Kurve  wird  von  allen  Sehnen  von  konstanter  Länge 
eingehüllt? 

Anfl5snng.  Es  sind  zu  diesem  Zweck  die  Koordinaten  I^  v  der  Sehne  von  kon- 
stanter Länge  zu  berechnen. 

Nach  Aufgabe  18,  Gl.  6),  sowie  Anm.  32  haben  die  Schnittpunkte  der  Geraden 
ux-\-ry'\-\  =0  mit  dem  Kreis  a:*-j-y-  =  r*  die  Koordinaten: 

'^'  =   ,/4j— ^  {-uP-v  Vl^^^P^), 

V  M^  -j-  V^ 


V«M- 


m2 


?/2  = 


-/f/2  +  r^ 


(— rP— «  v/r2— p2). 
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es  ist  daher: 


X^         372  "~"  """ 


Soll  nun  die  Lftnge  der  Sehne  konstant,  also: 
sein,  so  muss: 


1*2  +  r'^ 


|^2_J_   j;5 


1 


lein;  aber  P^  hat  den  Wert     ^^     ^  ,  folglich  müssen  die  Koordinaten  t/,  v  der  Sehne 
die  Bedingung  erfüllen: 

4r«— ^o^^,2  =:/^  oder  (.•«-- j/«)(w«  +  t.2)_i  =,  0. 

Dies  ist  nach  Aufgabe  26  die  Gleichung  eines  konzentrischen  Kreises  mit  dem 

Halbmesser  y  ^  ""  T  ^~*    ^^^  erhält  somit  denselben  Kreis  wie  in  llebungsaufgabe  67 : 

Anmerkung  36.    Alle  Sehnen  von  konstanter  Länge  berühren  einen  kon- 
zentrischen Kreis  in  ihrer  Mitte. 


üebungsaufgabe  70.   Den  Ort  der  Schnittpunkte  der  Tangentenpaare  in  den  End- 
punkten von  Sehnen  konstanter  Länge  zu  bestimmen. 

Auflösung.    Die  Tangenten  in  den  Punkten  x^,  y^;  x^,  y^  (siehe  Figur  18)  des 
Kreises  a?-\-y^  z=  7^  haben  nach  Anmerkung  32,  Gl.  28)  die  Gleichungen: 

^^1 + vvi  = ' '*»  ^^2 + yy^  =  ^•*- 

Da  die  Punkte  ar^,  y^\  x^y  y^  auf  dem 


Kreise  liegen,  so  ist: 

^\  +  y\  =  ^^  V + ^2*  =  ^ ; 

da  die  Länge  der  Sehne  konstant  ist,  so  ist: 
(a:,-:r,)2  +  (y,-,y,)2  =  /2. 

Subtrahiert  man  die  letzte  Gleichung 
▼OD  der  Summe  der  beiden  vorhergehenden, 
so  erhält  man: 

2a?iar2  +  2yiy2  =  2r2-/^ 

Addiert  man  diese  Gleichung  zu  jener 
Summe,  so  erhält  man: 

1)  .  .  .  (^i  +  a?2)«  +  (yi  +  y2)'  =  4r2-;^ 

Durch  Subtraktion  der  Gleichungen: 

^«1  +  yyi  =  ^-^^     ^x^  +  yy^  =  r2 
erhält  man: 

2)  .  .  ,  a:(ari— arji)  +  y(yj  — y2)  =  0. 

Durch  Subtraktion  der  Gleichungen: 

^i'  +  yi*  =  ^  und  xi^y^  =  i^ 
erhält  man: 

3)  .  .  .  (Xi  +  0?^)  (:ri  —  ar^) 

+  (yi + y«)  (yi — y2)  ==  0. 

Berechnet  man  aus  Gl.  2)  und  3)  die  Werte  von 
gleich,  so  erhält  man :  y  1  —  y2 

*)  •  •  •  y(^i+^2)— «(yi+y2)  =  o. 


Figur  18. 


X    "~-  X 

^       —  und  setzt  sie  einander 
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Durch  Addition  der  beiden  ersten  Gleichungen  erhält  man  andererseits: 

^(«i+^2)+y(yi+y2)  =  2r«; 

aus  dieser  Gleichung  und  der  vorhergehenden  erhält  man: 

2r^x  2i^y 

^1  +  ^2—  x^-\-y^  '    Vi  +  y^—  x^  +  y-  ' 

setzt  man  nun  diese  Werte  in  GL  1)  ein,  so  bekommt  man: 

4r*    *.  7%  =^4rg  — Z«  oder  x^  +  y^  = 


Dies  ist  die  Gleichung  eines  konzentrischen  Kreises  vom  Halbmesser  r* :  y  r^ — j: 

Anmerkung  36.  Der  Schnittpunkt  des  Tangentenpaares  in  den  End- 
punkten einer  beweglichen  Sehne  von  konstanter  Länge  liegt  auf 
einem  konzentrischen  Kreise. 


XTebungiau^^be  71.  Den  Ort  der  Mittelpunkte  paralleler  Sehnen  eines  Kreises 
zu  bestimmen  (siehe  Figur  19). 

AnfiSsong.  Nach  Anmerkung  24  hat  der  Mittelpunkt  der  von  der  Geraden 
Ax-{-By-\-C  =^0  gebildeten  Sehne  im  Kreise  {x  —  a)*  +  (y  —  &)*  =  r*  Koordinateu 
von  der  Form: 

s  ^^  .  BP 

Figur  19.  es  ist  daher: 

rj  —  b   '^  B' 

Da  für  alle  parallelen  Geraden  nach  Teil  I, 
Aufgabe  26,  Ä  und  B  konstant  ist,  so  ist 
die  Gleichung  für  |  und  17: 

d.  h.  der  Ort  ist  eine  Gerade,  welche  durch 
den  Mittelpunkt  a,  h  hindurchgeht 

Schreibt  man  die  Gleichung: 

B^  —  Ari  —  aB-\-hÄ  =  (^y 

so  sieht  man  aus  Teil  I,  Aufgabe  26,  dass 
dieser  Durchmesser  auf  der  Geraden: 

Ax  +  By  +  C={^ 
senkrecht  steht: 

Anmerkung  37.    Die  Mittelpunkte  paralleler  Sehnen  eines  Kreises  liegen 
auf  einem  zu  diesen  Sehnen  senkrechten  Durchmesser. 


XTebungsau^abe  72.  Den  Ort  für  die  Mitten  aller  Sehnen  zu  bestiDmien,  welche 
durch  einen  festen  Punkt  gehen. 

AuflBsung.  Ist  I,  ri  (siehe  Figur  20)  die  Mitte  der  von  Ax'\-By  +  C  =  {^  ge- 
bildeten Sehne,  so  ist,  die  Gleichung  des  Kreises  in  der  Form  a?2  +  y*  =  r*  voraus- 
gesetzt, nach  Anmerkung  24: 

,  AP  BP  _        ,  C 


Va^-^B^  ' 


Va^+b^ 


virfw  ' 
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Der  ansftthrliche  Prospekt  und  das  ansftthrliche  In- 

haltsyerzeichnis  der  ^^vollständig  gelösten  Aufgabensammlung 
von  Dr.  Ad.  Kleyer**  kann  von  jeder  Buchliandlung,  sowie  von 
der  Yerlagshandlong  gratis  nnd  portofrei  bezogen  werdep. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschoitten  und  gut  brocbiert,  um  den  sofortigen  und  danern- 
den  Gebrauch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
und  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreise  von  25  Pfg.  pro  Heft. 
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Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  ähnliches  zur  Seile  steht,  erscheint  monath'ch  in  3—4 
Heften  zu  dem  billigen  Preise  von  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammllmg  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gevauif gebiete  der  Mathematik,  Physik, 
Mechanik 9  math.  Geographie^  Astronomie ,  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbahn-, 
Brtteken-  nnd  Hochbanes,  des  konstrnktiTen  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  ToHst&ndig 
gelöster  Form,  mit  Tielen  Figaren,  Erklämngen  nebst  Angabe  und  Entirickelnng  der 
benutzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anbang  von  ungelösten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezttglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  fUr  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Itapitels  gelangen:  Titelblatt,  Inhaltsyerzeich- 
nis,  Berichtigungen  und  erläuternde  Erklämngen  Über  das  betrelfende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  I«  und  II.  Ord,,  gleich- 
berechtigten höheren  Bürgerschulen,  Privatschnlen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro- 
gymnasion,  Schnllehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Baogewerkschnlen, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn.  Yorbereitungsschnlen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildungsschiilen,  Akademien,  Universitäten,  Land-  nnd  Forstwissensehfiftggchnlen, 
Mililärsehnlen,  Yorbereitungs- Anstalten  alier  Arten  als  z.  B  fttr  das  Einjährig-Frei- 
willige- nnd  Offlziers-Examen,  etc. 

Die  Schüler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese,  Schritt  für  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  aiicb 
die  überaus  grosse  Frachtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeftlhrt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  ftlr  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  zum  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zn  lösen,  die  g-e- 
habten  Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zn  verwerteii.  Lust,  Liebe 
und  Yerständnis  für  den  Schul-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art»  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  ui)d  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Berofs- 
zweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Verwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 
Alle  Buchhandlunfren  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Aul- 
gaben  werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.,  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart.  Die  Yerlagsliandliing. 
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also: 


AC 


BC 


17  =  — 


durch  Addition  erhält  man: 


Ä^  +  B^ 


Figur  20. 


daher: 


also: 


I'  +  "^ 


^8+B2 


Soll  nun  die  Gerade  durch  den  festen 
Punkt  dl,  h^  gehen,  so  muss: 

oder: 

sein.     Da  nun  aus  den  vorhergehenden  Gleichungen  folgt: 

A  _       I  _  ^  jy 

so  mosB  —  a^l  —  ft^  jy -}- §» -|- 1^2 -_  q  g^^jj  j)jgg  jg^  jj^  Gleichnng  eines  Kreises,  welcher 
sowohl  durch  den  Mittelpunkt  des  gegebenen  Kreises,  als  durch  den  Punkt  ap  h^  hindurch- 
geht, weil  die  Gleichung  sowohl  für  |  =  0,  1/  =  0,  als  für  §  =  aj,  17  =  ^1  gilt.    Der 

Halbmeaser  des  Kreises  ist  nach  Aufgabe  17  =  -^  Va^-\-h^,  folglich  ist  der  Abstand 

des  gegebenen  Punktes  vom  Mittelpunkt  sein  Durchmesser: 

Anmerkung  38.  Der  geometrische  Ort  für  die  Mitten  aller  Sehnen,  welche 
durch  einen  festen  Punkt  gehen,  ist  ein  Kreis  über  der  Centrale 
dieses  Punktes  als  Durchmesser. 


XTebnngsaufgabe  73.  Den  Ort  des  Mittelpunktes  einer  Sehne  zu  finden,  welche  von 
einem  gegebenen  Punkte  aus  unter  emem  rechten  Winkel  gesehen  wird. 

Anflosimg.  Sind  (siehe  Figur  21)  o?,,  y^,  x^,  y^  die  Endpunkte  der  Sehne,  a,  h 
der  gegebene  Punkt,  |,  17  die  Mitte  der  Sehne,  v  der  Gesichtswinkel,  so  ist  mit  Bück- 
siebt anf  die  Gleichung  des  Kreises  und  Teil  I,  Aufgabe  13: 

a^2^  +  y2^  =  »■^     5^1+^2  =  217, 
inv=  (^1  ~  ^)  (^2  —  ^)  —  (a^2  —  g)  (yi  —  ^) 
(^1  ~  ö)  (a^2—  ö)  +  (yi  —  *)  (^2  —  *) 

^^^' '  tqv=        ^iya~-^2yi  — g(yi-  .y2)  —  ^  (^i — ^2) 

«1^2+yi  y2-- 0(^1 +2:2)  — 5(^1+^2)  + «2+^^  • 

Nun  folgt  aus  den  vier  ersten  Gleichungen  durch  leichte  Rechnung: 

daher  wird  der  Nenner  in  igv\ 

2(l*  +  i7*)  — r2  — 2tf|  — 26)7  +  a2  +  ft2. 

Nun  soll  f?  =  90^,  also  ^^t?  =  oo,  daher  der  Nenner  =i  0  werden;  man  bekommt 
also  für  die  IkLitte  der  Sehne  die  Gleichung: 

Granz,  Analytische  Oeometrie  der  Kbene.    II.  6 
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oder: 


A        1    ^V,    /         1  A-       2r^  —  (a'-  +  b^        ^ 


Der  gesuchte  Ort  ist  somit  ein  Ereis, 
dessen  Hittelpankt  aof  der  Centrale  des 
gegebenen  Punktes  liegt. 

Der  Halbmesser  ist: 

1  v/2r«  — (a«  +  i«). 


Da  Va^  +  0^  die  Centrale,  rV2 
die  Qoadrantensehne  des  gegebenen 
Kreises  ist,  so  darf  die  Cen^e  nicht 
grösser  sein  als  die  Qnadrantensehne, 
wenn  der  gesachte  Ort  reell  sein  soll. 

Die  geometrische  Konstruktion  ist 
folgende:  Ziehe  die  Qoadrantensehne 
AB  und  halbiere  sie  in  (7,  beschreibe 
um  0  mit  0  C  einen  konzentrischen  Kreis, 
der  von  dem  Mittellot  DE  der  OP  in  i: 
geschnitten  wird. 

D  ist  der  Mittelpunkt,  DE  der  Halb- 
messer des  gesuchten  Kreises: 

Anmerkung  39.  Der  geometrische  Ort  für  die  Mittelpunkte  aller  Sehnen 
eines  gegebenen  Kreises,  welche  von  einem  gegebenen  Punkte  aus 
unter  einem  rechten  Winkel  gesehen  werden,  ist  ein  Kreis. 


XTebnngianfigabe  74.    Welche  Kurve  wird  von  allen  Sehnen  eines  gegebenen  Kreises 
eingehtillt,  die  von  einem  gegebenen  Punkte  aus  unter  einem  rechten  Winkel  gesehen  werden? 

Anflösnng.   Da  die  Gleichung  der  Sehne,  welche  die  Punkte  x^^  y^  und  ar^,  y^  ver- 
bindet, in  laufenden  ^,  17  Koordinaten  ist: 

l(yi— y2)— ^(«i— ^2)+^iy2— a:aVi==o 

(siehe  Teil  I,  Erörterung  8),  so  haben  ihre  Koordinaten  «/,  v  den  Wert: 

yi  — .V2  ..  _  ar,— X 


n 


V  = 


2 


Da  die  Punkte  x^,  y^\  or^,  y«  auf  dem  Kreise  liegen,  so  ist: 

^i^  +  Vi^  =  ^*^    V  +  !/i^  =  '^^ ; 
da  die  Sehne  vom  Punkte  a,  b  aus  unter  rechtem  Winkel  gesehen  wird,  so  ist  nach  der 
vorigen  üebungsaufgabe: 

(x^  —  a)  (x^  —  a)  +  (y ,  —  b)  (y^  —  5)  =  0 
oder : 

«i^2+yiy2— «(^1+^2)  — ^(yi+y2)  +  «*+^*  =  o. 

Aus  diesen  fünf  Gleichungen  sind  x^^  x^t  ^i,  ^2  ^^  eliminieren. 

Um  die  etwas  lange  Rechnung  zu  vereinfachen,  soll  im  folgenden  ein  anderer  Weg 
eingeschlagen  werden. 

Es  seien  die  Neigungswinkel  der  nach  den  Endpunkten  der  Sehne  gezogenen  Halb- 
messer gegen  die  X Achse  bezw.  a^  und  «2«  dann  ist: 

Xi^=i  r  cos  «1 ,     yi  =  r  sin  a^ ,     x.^  =  r  cos  «j ,     yj  =  rsin  «g ; 

daher  die  Koordinaten  der  Sehne: 
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1   sina^  —  stna^ 1  sinai  —  sina^ 

r    sin  Ui  cos  a^  —  cos  Ui  sin  1x2  >'      sin  (a^  —  a^ 

«1  +  «2       .      «i  —  «2  «1  +  «2 

^     co8-^-^8m-^^—      ^  1  ^'>*— r^ 

r       .    «1  —  tto         «,  —  «2  *■  «1  — ««    ' 

«»  — t-- cos  — *-—  — ^  cos  —^n 

1  co^a^  —  cosa^  1  cosa^  —  cosa^ 


r    sin  «i  cos  ag  —  ^^*  ''^i  ^^  "^2  **      **^  (^1  —  ««) 

.     «1  +  «2      .     «1  —  «2  .     flf.  +  a2 

r       ,    €Ci  —  «•  «1  —  «2  r  a.  — «,   * 

sin  — *-r — ^  CO«  — ^r — =-  C05  — *-r — - 

Die  Bedingung  für  den  rechten  Winkel  wird: 

f^  {cos  tti  cos  ttj  +  sin  «^  sin  «j)  —  ar  (cos  «^  +  ^^*  ^2)  —  ^  ^  (**^'  *i  4"  ^'^  ^2)  +  «*  +  ft*  =  0, 
oder: 

2 HcOÄ*     ^        '  —  r«  —  2arcos  —^^ — -  cos  —^ — - 

Nnn  folgt  durch  Quadrieren  und  Addieren  der  Oleichungen: 

«1  —  cca  <fi~l~Äft  a«  —  Uo  Äi"hÄ2 

urcos       - — ^  =  cos— ~ — ^,     t?rcos--^*-r — -  :=  stn    \^ — ^: 

2  «1 — ^i  ,  «1  —  «2  1 


1^  (u^ -j- v^  cos^ —^ — -  =  1»         rcos 


2  '  2  l/«2  +  t;2    ' 

folglich  ist:  , 

«l  +  «f  «^  .     «l+«2  ^* 

Somit  wird  die  obige  Bedingung: 

2  «  2a«  2ftt; 

^^®''*  — 2af«  — 2ftp  +  (a2  +  ft«  — r«)(w2  +  i7«)  =  0. 

Es  fragt  sich,  ob  diese  Gleichung  einen  Kreis  darstellt. 
Nach  Angabe  26  mttsste  dann: 

2>«  — 4^F=^2  — 4C-Fund  DE-'2BF=0 
sein.    Aber: 

2>«— 4^F=4a«  — 8(a2  +  &2  — ,•«), 

J5;2  _  4 (72P  =:  452  __  8  (o«  +  J«  —  r«), 

2>i^— 25jP=4o6. 

Die  eingehüllte  Kurve  ist  somit  kein  Kreis. 


Vebnngsan^be  76.  Den  geometrischen  Ort  für  den  Fusspunkt  des  Lotes  zu 
finden,  das  von  einem  Pimkt  in  der  Ebene  eines  gegebenen  Kreises  auf  eine  Sehne  geftUt 
ist,  die  von  ihm  aus  unter  einem  rechten  Winkel  gesehen  wird. 

AufiSsnnff.  Benützt  man,  wie  in  der  vorigen  üebungsaufgabe,  die  Winkel  a^  und  a^ 
(siebe  Figur  22),  so  ist  die  Gleichung  der  Sehne: 

1)  .  .  .  ^cos     '^     '  +y/gm     *^     "^  -^rcos     '^     *   =0; 
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daher  ist  die  Oleichong  des  vom  Punkte  a,  h  auf  die  Sehne  gefällten  Lotes  (siehe  Teil  I, 
Aufgabe  26): 


2)  ..  .  {^-^a)sin^''^''^ 


{ri  —  h)  cos  -^i^  =  0. 


2  ^'        '^  2 

Die  Bedingong  für  den  rechten  Winkel  ist: 


3)  .  .  .  2r^co8^^^~^  —  2fco3 


«i  +  aj 


_L  h  oV*.   ^1  +  ^ 

-f-  o  stn r 


) 


-j-a^  +  fc«  — r«  =  0. 
Ans  Gleichung  2)  folgt: 

^^ 2 = 

daher: 


C05 


l-a' 


.     «1  +  «2  , 


Tj  —  b 


V{^-ay  +  (TI-b)^ 


Daraus    folgt    in    Verbindung    mit 
Gleichung  1): 

Dies    in    Gleichung   3)    eingesetzt, 
giebt: 

Nun  ist  aber: 
Setzt  man  daher: 


so  ist: 
oder: 
oder: 
d.  h.: 

oder: 


2(X+r)2-2(Z+r)r+(a«  +  ft2  — r2)J^^0 
2  (X+ r)  +  a«  +  ft2  _  ^2  ^  Q^ 

2^2_a2_J2 


0- ■!-«)+ (.-iO- 


=  0. 


Dies  ist  die  Gleichung  desselben  Kreises,  welcher  in  der  Uebungsan^be  73  ge- 
ftmden  wurde. 

Anmerlnmg  40.  Bewegt  sich  eine  Sehne  in  einem  Kreise  so,  dass  sie  von 
einem  gegebenen  Punkte  aus  stets  unter  einem  rechten  Winkel 
gesehen  wird,  so  ist  der  geometrische  Ort  für  den  Fusspunkt  des 
von  diesem  Punkte  auf  sie  gefällten  Lotes  ein  Kreis. 
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XTebimgsaiifjgfabie  76.  Durch  einen  Punkt  sind  nach  einem  Kreise  beliebig  viele 
Sekanten  gezogen.  Auf  jeder  ist  ein  Punkt  so  gewählt,  dass  das  Produkt  ans  den  Ent- 
fernungen dieses  Punktes  und  des  Schnittpunktes  der  Sekante  mit  dem  Kreis  vom  ge- 
gebenen Punkte  konstant  ist. 

Aafl58U2ig.  Die  Polargleichung  des  Kreises  ist  (siehe  Figur  23),  den  festen  Punkt 
als  KoardinatenurspruDg,  B  und  a  als  Polarkoordinaten  des  Mittelpunktes,  r  als  Halb- 
messer des  Kreises  genommen,  nach  Aufgabe  27: 

e*  —  2  e  •  Ä  <?0Ä  (9  —  a)  +  Ä«  —  *-2  =  0. 

Ist  q'  die  Entfernung  des  gesuchten  Punktes  vom  Ursprung,  so  ist  nach  den  Be- 
dingungen der  Aufgabe: 

^^^^^'''^'  k^         ük 

-^ ^i?cös(g^  — a)  +  Ä«  — r2  =  0 

'^^^  kR  ...  k^ 


^'* — 2^' "^S^m^  ^^^  (^ — «) + 


B^^r^ 


=  0. 


Der  gesuchte  Ort  ist  also  ein  Kreis,   dessen  Mittelpunkt  auf  der  Centrale  des 
festen  Punktes  liegt. 


Ist  r*  der  Halbmesser  dieses 
Kreises,  Bf  sein  Mittelpunktsabstand 
vom  festen  Punkt,  so  mnss: 


Figur  23. 


k^ 


B^—f^ 
sein;  daraus  folgt: 

k*B^ 


=  B'i  _  r^i 


./2  — 


k^ 


also: 


{B*  —  r^y 
kr 


jB«— r« 


Es  verhält  sich  somit: 


r:  r^  = 


^BiR. 


Die  beiden  Kreise  liegen  also  ähnlich  in  Bezug  auf  den  Ursprung  als  Aehnlichkeits- 
punkt  (siehe  Cram,  das  apollonische  Problem). 

Anmerkung  4L  Der  geometrische  Ort  für  alle  Punkte,  welche  die  von 
einem  festen  Punkte  nach  einem  festen  Kreise  gezogenen  Strecken 
so  teilen,  dass  das  Produkt  aus  der  ganzen  Strecke  und  dem  Ab- 
stände des  Teilpunktes  vom  festen  Punkte  konstant  ist,  ist  ein 
Kreis,  welcher  zu  dem  gegebenen  in  Bezug  auf  den  festen  Punkt 
als  Aehnlichkeitspunkt  ähnlich  liegt. 


Vebnngsaufgabe  77.  Von  einem  festen  Punkte  sind  nach  einem  festen  Kreise  be- 
liebige ScJuinten  gezogen.  Zu  den  Abständen  der  Schnittpunkte  vom  festen  Punkte  wird 
das  harmonische  Mittel  gesucht  und  auf  der  Sekante  vom  festen  Punkte  aus  abgetragen. 
Den  geometrischen  Ort  für  den  Endpunkt  dieser  Strecke  zu  finden. 

(2ab  \ 
Unter  harmonischem  Mittel  der  Strecken  a  und  b  versteht  man  die  Grösse  — Ijrr  )• 
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Auflösung.  Der  feste  Paukt  (siebe 
Figur  24)  sei  als  KoordinatenarspraDg  ge- 
dacht Die  PolargleichoDg  des  Kreises  ist 
nach  Aufgabe  27: 

^2  — 2^i2cos(qp  — a)  +  Ä2  — r2  =  0. 

Sind  Qi  und  ^2  <^^  Badienvektoren  für 
eine  gegebene  Anomalie  <p,  so  ist  nach  der 
Theorie  der  quadratischen  Gleichungen  (siehe 
Blind,  Lehrb.  d.  Gleichung,  zweiten  Grades): 

daher  ist   das   harmonische  Mittel    aas  q^ 
and  ^2* 


Ifi  —  f^ 


R  cos  (g)  —  a)  ■ 
Diese  Gleichung  lässt  sich  schreiben: 
q'  cos  q>  •  R  cos  a  +  ^'  sin  q>  Rsin  a 

—  (Ä2  -  r«)  =  0, 


oder  wenn  man  q* cos(p  =  |,  q* sinq)  ==  jy  setzt: 


I  cos  a-^Tj  sin  a  — 


R^—r^ 
R 


=  0. 


Der  gesachte  geometrische  Ort  ist  also  eine  Gerade,  deren  Normale  mit  der  X-Achse 
den  gleichen  Winkel  macht  wie  die  Verbindongsgerade  des  Ursprunges  mit  dem  Mittel- 
punkte des  Kreises,  welche  also  auf  der  Centrale  des  festen  Panktes  senkrecht  steht  and 

jR*  —  r2 
von  ihm  den  Abstand  5 hat. 

IC 

Anmerkung  42.  Bestimmt  man  zu  den  beiden  Abschnitten  einer  von 
einem  festen  Punkte  nach  einem  Kreise  gehenden  Sekante  das 
harmonische  Mittel  und  trägt  dieses  vom  festen  Punkte  aus  auf 
der  Sekante  ab,  so  ist  der  geometrische  Ort  für  den  Endpunkt 
eine  auf  der  Centrale  des  festen  Panktes  senkrechte  Gerade. 

Anmerkung  43.    Setzt  mau  in  Uebungsanfgabe  77: 

R  cos  a  =  a,     R  sin  a  =  h^ 
so  erhält  man  als  Gleichung  des  gesuchten  geometrischen  Ortes: 

0S+&17  — (-?^^  — »•*)  =  o 


oder: 


oder: 


a|  +  5i7  — (a2  +  Z>a  — 1-2)  =  0. 
Nun  ist  nach  Aufgabe  21  die  Polare  des  Koordinatenursprungs : 

—  a  (I  —  a)  —  ö  (17  —  Z>)  —  r2  =  0 


a|  +  2»??  —  («2  +  ft2  __  ,.2)  —  0. 

Man  sieht  also,  dass  die  in  Anmerkung  43  erwähnte  gerade  Linie   nichts 
anderes  ist,  als  die  Polare  des  festen  Punktes  in  Bezug  aaf  den  Kreis. 


Tlebungsaufgabe  78.  Auf  allen  durch  einen  festen  Punkt  in  der  Ebene  eines 
Kreises  gehenden  Geraden  ist  der  vierte  harmonische  Punkt  zu  dem  festen  einerseits 
und  den  Schnittpunkten  der  Geraden  mit  dem  Kreis  andererseits  bestimmt.  Den  geo- 
metrischen Ort  dieses  vierten  harmonischen  Panktes  zu  finden. 

Auflösung.  Es  seien  xf  und  y*  die  Koordinaten  des  festen  Punktes,  |,  1/  die  Ko- 
ordinaten des  zu  ihm  harmonischen  Punktes,  Xy,  y^,  x^^  y^  die  Koordinaten  der  Schnitt- 
punkte, dann  ist: 
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_^_±Xl  y'  +  Xrj 

*i-     l+A    '     ^^"-"     1  +  X    ' 

Damit  die  vier  Punkte  harmoniflch  liegen,  muss  nach  Teil  I,  Erörterung  41: 

X^  —  /u  oder  X-\-^  z=z  0  sein. 
Setzt  mau  nun  in  die  Kreisgleichung : 

(a:  — a)«  +  (y  — 6)»  — r2==0 

an  Stelle  von  x  und  y  die  Ausdrücke     _  '        ,     ,  '         ein,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

1  -j-  A  1  -f-  A 

4-(a:'  — a)2  +  (y'  — 6)2  — r8  =  0. 

Sind  nun  A  und  fi  die  beiden  Wurzeln  dieser  Gleichung  und  soll  X-\-pi  =  0  sein, 
80  mass  der  Koeffizient  von  2/1  in  der  obigen  Gleichung  verschwinden,  oder  es  muss: 

(I  — fl)(x'  — a)  +  ()7  — 6){/  — 5)  — /•«  =  0  sein. 

Dies  ist  nach  Aufgabe  21  die  Gleichung  der  Polare  des  festen  Punktes. 

Anmerkung  44.  Der  geometrische  Ort  für  einen  Punkt,  welcher  eine  durch 
einen  festen  Punkt  gehende  Sehne  so  harmonisch  teilt,  dass  er  zu  dem 
festen  Punkte  in  Bezug  auf  die  Endpunkte  der  Sehne  konjugiert  liegt, 
ist  die  Polare  des  festen  Punktes. 


TTebnngsaufgabe  79.   Es  soll  die  Kurve  gefunden  werden,  welche  von  den  Polaren 
aller  Punkte  einer  Geraden  eingehüllt  wird. 

Auflösung.    Da  die  Gleichung  der  Polare  von  x*,  y'  lautet: 

60  sind  ihre  Koordinaten: 

X*  —  a 


H 


a  (i*^  a)  +  6  (y'  —  i)  +  r«" ' 

y'-h 


Daher  ist: 


Folglich : 


a{x'  —  a)-\~h{y*—h)-\-r^' 


{x*  —  a)  {au  +  1)  +  6m  {y'  —  h)  +  r^u  =  0, 
a  V  (x'  —  a)  -]-{y' '-h){hv  -\-  \) -\- r^ V  =  0. 


u 

i  o 

X  =^  a  —  r- 


au-^-hv-]-!  * 

y'  =^0  —  i T—f r—r-. 

Wenn  also  der  Pol  x\  y*  die  Gerade  Tar-f-^y  +  l  =0  durchläuft  und  somit: 

fV  +  Ty+l=rO 
ist,  80  muss:  ^^  ,      -. 

'  aH-\-bv  -f-  l    * 

sem,  oder :  ^^  ^._j_  ^  ^._^.^^  (,,  ^,  _j.  j  e;  ^  1)  _  ,.2  (,,  ir^  vV)  =  0 

oder: 

Dies  ist  aber  nach  Teil  I,  Erörterung  29   die  Gleichung  eines  Punktes,   dessen 
Panktkoordinaten  sind: 

,^  _  a(aU-^bV+l)  —  rn^        ,,  _    b(aU-{-bV-\-l)'' r^V 
^    —  aU-^-bV-^l  *    ^    ""  uU-^bV+l  ' 
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oder: 


a?"  =  a  —  ^^ 


U 


y**  ^=h  —  r 


2 


Die  Vergleichung  mit  den  oben  für  a;'  und  y*  gefundenen  Werten  zeigt,  dass  x*'^  y" 
der  Pol  fiir  die  Gerade  L\  V  ist.    Man  erhält  somit  den  Satz : 

Anmerkung  45.    Durchläuft  ein  Punkt  eine  Gerade,  so  dreht  sich  seine 

Polare  um  den  Pol  der  Geraden. 

Dieser  Satz  lässt  sich  ganz  analog  auch  umgekehrt  beweisen: 

Dreht  sich  eine  Gerade  um  einen  Punkt,   so  durchläuft  ihr 

Pol  eine  Gerade,  die  Polare  dieses  Punktes. 


TTebungtaufgabe  80.  Den  geometrischen  Ort  für  die  Spitze  eines  Dreiecks  zn 
finden,  von  welchem  die  eine  Seite  B  C  und  die  Qnadratsumme  der  beiden  anderen  Seiten 
gegeben  ist. 


Figur  25. 
Y 


A^.- ^ 


Auflösung.  Ee  werde  (siehe 
Fig.  25)  derKoordinatenursprung 
in  die  Mitte  0  der  gegebenen 
Seite  BC  =2a  verlegt,  von  der 
Spitze  A  sei  das  Lot  AD  =  p 
auf  BC  gefäUt,  OD  =  x. 

Es  werde  AG  mit  26,  AB 
mit  2  c  bezeichnet,  und  es  sei 
452-|-4c^  =  «2  gegeben. 

Nun  ist  nach  dem  Satz  des 
Pythagoras: 

4  c*  =  (a  —  a?)*4-  y*; 

folglich: 

(a-f-ir)«  +  (a  — ar)«+2y2  =  5*, 

somit: 

2a;*  +  2y*  =  5«  — 2a2 
oder : 

^  +  y*  =  ^y 

wo  r  =^^  -^s^  —  a*. 

Der  gesuchte  Ort  ist  also  ein  Kreis  um  die  Mitte  der  gegebenen  Seite  als  Mittel- 
punkt. Seinen  Halbmesser  OA^=OH  erhält  man,  wenn  man  0F^=  —  s  macht,  FG  =  -^  « 
senkrecht  zu  OF  zieht  und  auf  OG  von  G  ans  GH  =  OB  abschneidet. 


Anmerkimg  46.  Der  geometrische  Ort  für  die  Spitze  eines  Dreiecks 
von  gegebener  Grundlinie  und  gegebener  Summe  der  Quadrate 
der  beiden  anderen  Seiten  ist  ein  Kreis. 


Tlebungsaufgabe  81.  Den  geometrischen  Ort  fiir  die  Spitze  eines  Dreiecks  zu 
finden,  von  welchem  die  Grundlinie  und  die  Summe  der  mit  gegebenen  Konstanten  mul- 
tiplizierten Quadrate  der  beiden  anderen  Seiten  gegeben  ist. 

Auflösung.  Unter  Beibehaltung  der  Lage  des  Koordinatensystems  und  der  Be- 
zeichnungen aus  der  vorigen  üebungsaufgabe  ist,  wenn  m-ib^-^-n'^c^  =  s^  werden  soll: 

m  (a  -^xf-\-n(a  —  xf  -\-{m-\-  n)  y^  =  s^ 

oder: 

(m  -\-  n)  a^-\-2a  (m  —  n)x~\-{m'j-  n)  y^  -\-  {m  -{-  «)  a^  —  s^  ==  0, 
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m  —  n  „        ^  s^ 


oder:  .„ .,  ^2 


oder: 


Diese  GleichoDg  läset  sich  auch  schreiben: 


Der  gesachte  geometrische  Ort  ist  also  ein  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  auf  der 
Grundlinie  liegt. 


Vebungsau^abe  82.  Den  geometrischen  Ort  für  die  Spitze  eines  Dreiecks  mit 
fester  Grundlüiie  zu  finden,  wenn  die  Differenz  der  mit  gegebenen  Faktoren  multiplizierten 
Qoadrate  der  beiden  anderen  Seiten  gegeben  ist. 


^    Unter  Beibehaltung  des  Koordinatensystems  und  der  Bezeichnungen 
von  üebungsaufgabe  80  erhält  man,  wenn  die  Differenz  =  <fi  ist: 

fn{x-j-  af  -\-  my*  —  « (a?  —  af  —  wy^  =  cfl 
oder: 

a:^  (w  —  w)  -|-  2  a  a?  (m  +  n)  4-  y^  (w  —  n)  -)-  a^  (m  —  «)  —  <^  =  0 
oder: 

'         m  —  n       '        (m  —  nf    ^  ^  (m  —  nf 

oder: 

(fw  +  wV  .     o        4wna2  +  (m  —  w)eP 
^.-1-05 ! — )+y2 '  ,     .0 — - —  =  0. 
'      m  —  n)^^                   (w  -}-  n)2 

Der  gesuchte  geometrische  Ort  ist  also  ein  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  auf  der 
Grundlinie  des  Dreiecks  liegt. 


TTebungsaufgabe  83.  Den  geometrischen  Ort  für  die  Spitze  eines  Dreiecks  von 
gegebener  Grundlinie  und  gegebenem  Winkel  an  der  Spitze  zu  finden. 

AuflSsung.  Die  Koordinaten  der  Endpunkte  der  Grundlinie  (siehe  Figur  26)  seien 
^1»  yiJ  ^2»  ^2»  ^®  ^6r  Spitze  a?,  y.  Nach  Teil  I,  Aufgabe  13  ist  der  Winkel,  welchen 
die  Verbiudungsgeraden  des  letzten  Punktes  mit  den  beiden  ersten  gegen  einander  bilden, 
gegeben  durch: 

^  ^^  (^1— ^)(y2-- y)  — (a?2— ^)(.yi  — y) 

oder: 

.  ^  ^        ^(yi  —  y2)  —  y (a?i  —  3:2) +^iy2  —  ^2yi 
^^     a^^  +  y'*  — ^(^i+a?2)  — y(yi+y2)+^i^2  +  yiy2 

oder: 

{pi?  +  y^)  5^'^  «  —  X  [(-^i  +  a^a)  51  w  a  +  (y  1  —  y2)  <?os  a] 

— y  [(yi  +  y2) «'« «  —  (^i — ^2)  ^^^ «]  +  (^1  ^% + y  1  y2)  **'»  a 
— (^iy2  — ^2yi)^osa  =  0. 

Dies  ist  die  Gleichung  eines  Kreises  (siehe  Erörterung  15). 

Die  Koordinaten  des  Mittelpunktes  und  den  Halbmesser  erhält  man  nach  Auf- 
gabe 17. 
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Figur  26. 


Es  wird: 


e,  =  £i±^4.yi-y« 


b  = 


2 


2tga    ' 
a?|  — Xg 


2  2tga  * 

Ebenso  findet  man  nach  einiger  Rech- 
nung: 

Ist  a  =  90^  80  ist  tga  =  <»,  daher: 


a  = 


i  = 


2 


und 


'^  =  7[(^i-^2)*+(yi-y.)*]. 


d.  h.  der  Kreis  hat  die  Grundlinie  zum 
Durchmesser. 

Anmerkung  47.  Der  geometrische  Ort  für  die  Spitze  eines  Dreiecks 
mit  gegebener  Grundlinie  und  gegebenem  Winkel  an  der  Spitze 
ist  ein  Kreis. 


Tlebungsaufgabe  84.    Den  geometrischen  Ort  für  die  Spitze  eines  Dreiecks  von 
gegebener  Grundlinie  zu  finden,  dessen  beide  anderen  Seiten  ein  gegebenes  Verhältois  haben. 

AuflSiung.     Es  sei  (siehe  Figur  27)   das  Koordinatensystem  wie  in  Uebungs- 
aufgabe  80  angenommen,  dann  muss: 

Via  +  xf-\-y- :  Via  —  x)^  +  t^-  =  m:n 
oder: 


Figur  27. 


(a  +  a:)2  +  y2:(a-x)«  +  y^ 


=  tn^ :  n^ 


sein,  oder  unter  Benützung  des  Satzes 
von  der  korrespondierenden  Addition 
und  Subtraktion: 

a2-j-a;--j-y^:2aic  =  M2-)-n*:m* — «-, 

also: 

m^  -4-  n^ 

.8 


'  "^  m^  —  n*    ' 


0 


oder: 


4?»-»* 


+  y'  —  a' 


(m2  —  n2)s 


=  0. 


Der  gesuchte  geometrische  Ort  ist  also  ein  Kreis,  dessen  Mittel- 
punkt auf  der  Grundlinie  liegt. 
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TTebnngsan^abe  86.  Den  geometrischen  Ort  für  die  Spitze  eines  Dreiecks  zu 
finden,  von  welchem  die  Grundlinie  und  das  Verhältnis  der  Tangenten  der  Basiswinkel 
gegeben  sind. 

Auflösung.    Sind  ß  und  y  die  Basiswinkel,  2a  die  Basis,  so  ist  gegeben: 

tgßitgy  =z  m:n. 
Nun  ist  aber  (siehe  Figur  28): 

also  ist: 


a  —  x\a-^x=^mxn  oder  x  =  —  a 


m  —  n 


Der  gesuchte  Ort  ist  daher  eine  Senkrechte  zur  Basis. 


CTebungsaufgabe  86.  Den  geometrischen  Ort  für  die  Spitze  eines  Dreiecks  von 
gegebener  Grundlinie  zu  finden,  wenn  das  Verhältnis  vom  Tangens  des  Winkels  an  der 
Spitze  zum  Tangens  eines  der  Basiswinkel  gegeben  ist. 

Auflösung.     Im  Dreieck  ABC 
(siehe  Figur  28)  ist: 

y 


aber: 


tgß=       ,  ^  , 

^^        a-f-x 

tga  =  tg  (DÄD  +  CA  D) 
tgBAD^-tgCAD 
""  l  —  tgBAD'tgCAD' 

a-\-x 


tgBAD  = 
tgCAD^ 


y 

a  —  X 


folglich : 

2a    /         a«  — a?2\ 
t9a  =  —\l—yT-) 


2ay 


x^-^-y^  —  a^' 
Wenn  also  tga  =^m'tgß,   so  ist:    B 
2ay  y 


^'+y' 


a' 


=  m 


oder: 
oder: 

oder: 


a-Yx 

»*(^^  +  y^  — «^  — 2a(a  +  ir)  =  0 


a 
m 


a 


2 


w^  +  2  w  +  1 


«*-2^a:  +  ^ +y«-a«— ^^4^-^  =  0 


m' 


m' 


Dies  ist  ein  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  auf  der  Grundlüiie  liegt. 


IFebungsaufgabe  87.    Von  einem  Dreieck  ist  die  Grundlinie  und  der  Winkel  an 
der  Spitze  gegeben;  den  geometrischen  Ort  für  den  Höhenpunkt  zu  bestimmen. 

Auflosung.    Es  sei  xcos(jp-\-ysinqi — p.  =  0  die  Gleichung  der  Seite  AB,  dann 
ist,  wenn  a  der  Winkel  bei  A  ist: 

X  cos  («  +  ^)  +  y  sin  (a  +  ()p)  —  !>'  =  0  die  Gleichung  der  Seite  A  C. 


92  Analytische  Geometrie  der  Ebene. 

Da  AB  durch  B(x^,  y^  and  ÄC  darch  C^x^,  y^  gehen  soll,  so  ist  auch: 

a?j  cos(fi-\-y^sinf!fi  —  ^  =  0  und  x^  cos  (qp  +  a)  +  y^  sin  (<p  +  a)  — 1>'  =  0. 
Daher  ist  die  Gleichung  von  AB: 

X  cos  ^  +  y  sin  (p  —  (x^  cos  9  +  yi  sin  qp)  =  0, 
die  Gleichung  von  AC: 

X  cos  (<p  +  a)  +  y  sin  (qp  +  a)  —  [x^  cos  (<p  +  a)  +  y^  ^*^  (qp  +  «)]  =  0. 
Die  Gleichung  der  Höhe  von  C  auf  ^^  ist  also  nach  Teil  I,  Aufgabe  26: 

X  sin  q)  —  y  cos  q)  —  (x^  sin  qj  —  y^  cos  qp)  =  0 ; 
ebenso  ist  die  Gleichung  der  Höhe  von  ^  auf  ^C: 

X 8in(qi -\-a)  —  y  cos  (qp  +  a)  —  [x^  sin  (qp  -|-  «)  —  yj  cos  (qp  +  «)]  =  0. 
Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  ist  qo  zu  eliminieren: 


aber: 


also: 


Xa  X  ~~~"  «Ti 


y  —  Vi        x—x^ 


^-^'      ,      tf-v^tg^ 


oder: 


X        X2 


.       ^  _  (x  —  a:^)  (y  —  ya)  —  (o?  —  ar^)  (y  —  y Q 
^*  (a?--a?i)(a:  — a:2)  +  (y— yi)(y  — yj)' 


Man  erhält  somit  für  den  Höhenpnnkt  denselben  Kreis,  den  man  in  Uebuogs- 
aufgabe  83  erhielte,  wenn  man  dort  den  Winkel  a  durch  seinen  Nebenwinkel  ersetzen 
würde.  

TTebungsanfgabe  88.  Von  einem  Dreieck  ist  die  Grundlinie  und  der  Winkel  an 
der  Spitze  gegeben;  man  soll  den  geometrischen  Ort  für  den  Schwerpunkt  bestimmen. 

Auflösung.  Sind  x,  y,  x^,  y.,  x^,  y^  die  Koordinaten  der  Ecken,  so  sind  nach 
Teil  I,  üebungsaufgabe  62  die  Koordinaten  £,  17  des  Schwerpunktes  gegeben  durch: 

f.  •  x+xi+x^  y+yi+y2 . 

5—        3        ,    17—        3 

es  ist  daher: 

a?  =  3^  — (a?i  +  a:2),    y  =  ^V  — (1/1  +  1/2)' 

Setzt  man  diese  Werte  im  Resultat  von  Üebungsaufgabe  83  ein,  so  erhält  man: 

[sS_(„+.,_id:a_^-^]-+[a,-(,.+,.,-iL+_l.+Ä=i]' 

_  (^i  —  ^jY  +  (yi  —  p2)^ 

4  sin^  a 
oder: 

\t    (^1+^2  ,  y  1 — y^ \Y,  r      ft/i+ y^     ^^  —  ^% \] 

(a?i  —  x^'^  -\-  (y,  —  y^f- 
36  sin^  a 
Dies  ist  die  Gleichung  eines  Kreises. 


=  0 


=  0. 
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TTebungsaufj^be  89.    Von  einem  Dreieck  ist  die  Grundlinie  und  der  Winkel  an 
der  Spitze  gegeben;  man  soll  den  geometrischen  Ort  für  den  Mittelpunkt  des  Inkreises 

finden. 


Auflosung.  Ist  M  (siehe  Figur  29) 
der  Mittelpunkt  des  Inkreises,  so  ist  im 
Dreieck  BMCi 


=  180®  — ydSO«— a) 


Figur  29. 


=  90®  + 


2' 


Man  erhält  daher  den  geometrischen 
Ort  für  M^  wenn  man  in  Uebungsaufgabe  83 


den  Winkel  «  durch  90®  +  —  ersetzt 
Es  ist  aber: 


daher  ist  der  geometrische  Ort  für  Mi       ' 


4  cos^  — 


0. 


Der  gesuchte  geometrische  Ort  ist  also  ein  Kreis. 


Uebungsaufgabe  90.  In  der  Ebene  eines  Dreiecks  ABC  (siehe  Figur  30)  ist  ein 
Punkt  O  gewählt  und  durch  ihn  sind  die  Parallelen  b^c^,  a^c^,  a^bj^  zu  den  Seiten  ge- 
zogen. Es  soll  nun  der  geometrische  Ort  für  den  Pankt  0  unter  der  Bedingung  bestimmt 
werden,  dass  0b^0c^-{-0a^0c^-{-0b^^0af^  konstant  ist 

Auflosung.     Es   seien  AB  und  AC  als  Koordinatenachsen  gewählt,   AB  =  c, 
AC=b  gesetzt.    Die  schiefen  Koordinaten  Ob^  und  Occ^  des  Punktes  0  seien  =  ^  und  iy. 
Die  Gleichung  von  BC  ist 


nach  Teil  I,  Erörterung  26: 

---1+1=0 

oder: 

bx-\'Cy  —  bc  =  0. 

Die  Gleichung  von  b^a^  ist: 

y  =  17» 

daher  ist  die  Abscisse  des  Schnitt- 
punktes a,: 

bc  —  eil 


Figur  30. 


X  = 


folglich : 
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Die  Gleichung  von  c^a^  ist:  x  =  |,  daher  ist  die  Ordinate  von  a^: 

5c  — ft| 

also  ist: 

be  —  b^                bc-(b^+ci]) 
Oa,  = ,;  =  — . 

u  c  ~^  c  n 

Da  die  Koordinaten  von  Cj  sind:  t — -,  i/,  die  von  -B:  c,  0,  so  ist: 


«8 


oder: 

O«,  =  -|-  Vc^-i-b^-'2bccosa}. 

Femer  sind  die  Et)ordinaten  von  a^:  |,  —  (c  —  I),  die  von  C:  0,  5;  also  ist: 

=  —  Vc^-hb^ — 2bccosm, 
c  ' 

Soll  daher  den  Bedingungen  der  Aufgabe  genügt  werden,  so  mnss  sein: 

|l (J2_f.^«_25cc(>5a,)  +  -S- [6c- (5|  +  ci7)]  +  |[5c-- (5^  +  ^17)]  =  ^ 

oder: 

tri(b^-\-c^  —  2bccoS(o)-\-brj(bc--b^  —  C7})  +  c^{bc  —  b^^  crj)  =  kHc 
oder: 

^^  +  ^^  +  2|i7Cö5cü  — 5|  — ciy  +  F  =  0. 

Dies  ist  nach  Erörternng  15  die  Gleichung  eines  Kreises,  der  Mittelpunkt  hat  nach 
Anmerkung  22  die  Koordinaten: 

b-\-CC08(0  c-\-bco8to 

^^  ^  2w«2ft,    "'        » "^  2sin^w     ' 

der  Halbmesser  ist  gegeben  durch: 

52  4-^^  —  2bcco3(o 

Durch  Veränderung  der  Werte  von  k  erhält  man,  da  k  nur  im  Ausdruck  für  den 
Radius,  nicht  in  denen  für  die  Koordinaten  des  Mittelpunktes  enthalten  ist,  andere  Kreise, 
welche  zu  dem  gefundenen  kouzentrisch  sind.  Setzt  man  beispielsweise  A;  =  0,  so  erhält 
man  einen  Kreis,  dessen  Gleichung  sowohl  durch  |  =  0,  97  =  0,  als  durch  |  =  0,  17  ==  6, 
als  durch  S  =  c,  ly  =  0  befriedigt  wird. 

Der  gesuchte  Kreis  ist  also  mit  dem  Umkreis  des  gegebenen  Dreiecks  konzentmch. 


TlebungsaiL^abe  91.  Es  ist  ein  fester  Punkt  P  (s.  Fig.  31)  in  der  Ebene  des  Koor- 
dinatensystems gegeben.  Ein  beweglicher  Punkt  M  soll  so  bestimmt  werden,  dass  PM  auf 
der  -X-Achse  einen  Abschnitt  OA  bilde,  welcher  gleich  dem  von  dem  Lot  der  PM  m  M 
auf  der  T- Achse  gebildeten  Abschnitt  OB  ist.    Den  Ort  für  M  zu  bestimmen. 

AnflSsnng.  Sind  z^ ,  y^  die  Koordinaten  von  P,  ^,  17  diejenigen  von  If,  so  ist  die 
Gleichung  von  l^M  in  laufenden  Koordinaten  x,  y\ 

a^(i?— yi)— y(l— iPi)+lyi  — ^7^1  =  0, 

diese  bildet  nach  Teil  I,  Erörterung  16  auf  der  X-Achse  den  Abschnitt: 

^  — yi      ' 
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die  Gleichung  von  MB  ist  nach  Teil  I, 
Aufgabe  26: 

diese  bildet  auf  der  F-Achse  den  Ab- 
schnitt: 

.    I(g  —  a^i) + ^ (^;  —  y») 

Es  muss  daher  die  Gleichung  stattfinden: 

1(1  — a?i)  +  V^sihL 

^    v  —  ^i 

Dies  giebt  geordnet: 

^'  +  f  —  2^Xi^2j]y,+y^{x^+t/^) 

=  0. 

Der  geometrische  Ort  für  M  ist 
also  ein  Kreis  mit  dem  Mittel- 
punkt P,  der  Halbmesser  hat 
den  Wert: 

Vit  K  —  yi)- 


Figur  31. 


'•7/ 


XTebungsaufjgabe  02.  Es  soll  der  geometrische  Ort  für  einen  Punkt  von  der 
Eigenschaft  gefbnden  werden,  dass  wenn  man  die  Ecken  eines  Dreiecks  mit  ihm  ver- 
bindet und  in  den  Ecken  auf  diesen  Verbindungsgeraden  je  die  Senkrechte  errichtet,  die 
Senkrechten  durch  einen  Punkt  gehen. 

AuflSsung.  Es  seien  (siehe  Figur  32)  Xj,  yj;  ar^,  y^;  x^,  y^  die  Koordinaten  der 
Ecken;  |,  17  diejenigen  des  gesuchten  Punktes,  dann  sind  die  Gleichungen  der  Verbindungs- 
geraden: 

*  (»J  —  yi)  —  y  (f  —  a?i)  +  f y,  —  i?ari  =  0,  Figur  32. 

«(»y  — yj)  —  ytf- «,) -1-^^2  —  17  a:,  =  o, 

«(»I  — ys)  — ytf  —  «8)-|-fa?s  — »JiPs  =  0; 

also  sind  die  Gleichungen  der  Senkrechten: 

^(^  — «i)  +  y(^  — yi)  — a^,tf-a:i) 

—  yi(^  — y,)  =  o, 

'6— ar,)  +  y(ij-y,)  — ar,«— ar,) 

—  y«  (»?  —  yj)  =  0, 

*(f — 'a) +y  ('j  —yd  —  «8  (f — a^s) 

—  ysC»?  — ys)  =  0. 

Aus  diesen  drei  Gleichungen  sind  x 
nnd  y  zu  eliminieren.  Nun  gilt  aber  all- 
gemein folgende  Regel: 

Wenn  für  x  und  y  gleichzeitig  die 
drei  Gleichungen  giltig  sind: 

«l^  +  ^y  — <?i  =  0,    a,af  +  6,y  —  c,  =  0, 
80  muss  sein: 

^1  («2*8  —  »8^j)  +  <?»  («8  ^1  —  «1  ^) 

(Siehe  Prange,  Lehrbuch  der  Gleichungen  des  ersten  Grades).  Es  muss  daher  im 
vorli^;enden  Falle  für  |  und  1/  die  Gleichung  gelten: 


rr 

P 

* 

fi^-'^7^^ 

TtNv    ''       ' 

\       \ 

f 

» 

1        '       /         x^ 

\  \ 

• 
f 

1     '^          X 

\              \ 

• 

f 

1        w              Nv 

\             1 

1 

y        ^ 

V     \        • 

1 
\ 

\ 
\ 

X\  / 

\ 

/  \ . 

.^^^s. 

.-'/^3i 

B 

*» 

--^ — 

^-^ 

X 
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+  [^.tf-*»)  +  y,('?-y,)]-[tf-*s)(^-yi)~«-^i)('j-y.)] 

oder: 

+  [a^«  (s—  «») + y.  (i  —  y»)]  [f  (ys  —  yi)  —  ^  (^8  —  ^i) + ^^tft  —  ^iif*] 
+  [a?8  (f — ^s) +y8  (»? — y8)]-[f  (yi  —  y«)  — »?  (^i  —  ««) +«iyj — «»yJ  =  ^ 

oder: 

^  [3?i  (y« — ys) +^j  (ys  —  yO +«8  (yi  — y»)]  -  »j^  [yi  («^a  —  «-8)  +  y«  (^8  —  ^i) +y8(^i — ««)! 

—  Sv  [«1  (iPj  —  a^a)  +  •»»  (^8  —  ar,)  +  ar,  (a?i  -^  aPj)] 

+  f»?  [yi  (y2—yt)+P9  (ya — yi)  +  ya  (yi  — y«)] 
-(a?i2+yi2)[f(y.~y8)+a:.(y,-ij)  +  ir,(i,-y,)] 

-(V+y,«)K(»?-y8)+i(y8~y,)+a?8(yi-'?)] 

—  (a?8  +y8*  [a?i  (yj  —  »j)  +a?j,  (,,  — yj)  +  |(yj  — y,)]  =  0. 

Nun  ist  aber,  wie  sich  durch  Ausrechnen  leicht  erweisen  lässt,  der  Koeffizient  von 
1^  gleich  dem  von  — rj^,  die  Koeffizienten  der  beiden  Faktoren  ^tj  verschwinden  für  sich, 
man  erhält  also: 

«2+ 1,«)  [o:,  (y,  -  y.)  +  a?,  (y,  -  yj  +  ar,  Of,  -  y,)] 

+  (a?i«  +  yi2)[Ky,~y8)  +  ar,(y3-i,)+«,(i,-y,)] 

+  (»2«+yj*)[a^i('?-y8)  +  f(y8-yi)  +  a?8(yi-^)] 

+  («8^  +  y8^Ha^i(y.~^)+a:,(,,-y,)  +  f(yj-y,)]  =  0. 

Dies  ist  die  Gleichung  eines  Kreises  und  zwar  ergiebt  sich  aus  der  Vergleichung: 
mit  Aufgabe  24,  dass  es  der  Umkreis  des  Dreiecks  ist 


TTebungsau^abe  93.  Den  geometrischen  Ort  eines  Punktes  zu  finden,  für  welchen 
die  Summe  der  Quadrate  seiner  Entfernungen  von  einer  Anzahl  gegebener  Punkte,  jedes 
Quadrat  noch  mit  einer  gegebenen  Zahl  multipliziert,  konstant  ist. 

AuflSsung.  Es  sei  x^^  y,  einer  der  gegebenen  Punkte,  x,  y  der  gesuchte  Punkt, 
seine  Entfernung  von  x^,  y^  ist  dann: 

ä  =  l/(a?-a:,«)  +  y-yj«), 
also  das  Quadrat  der  Entfernung: 

«^  +  y"  —  2a:a?,  —2yy^-\-  xf  +  y^. 
Bildet  man  auf  gleiche  Weise  das  Quadrat  der  Entfernungen  des  Punktes  x^  y  von 
den  anderen  gegebenen  Punkten,  multipliziert  jedes  bezw.  mit  den  Zahlen  m^^  m^^  m^-  •  -etc. 
und  addiert,  so  erhält  man: 

—  2y  (mi2yj  -f  m^y^  +  m^y^  H ) 

Dies  ist  aber  die  Gleichung  eines  Kreises. 


TJebungsau^abe  94.  Eine  Gerade  bewegt  sich  so,  dass  die  Summe  ihrer  Al>- 
stände  von  einer  Anzahl  gegebener  Punkte,  jeder  Abstand  mit  einer  gegebene  Zalil 
multipliziert,  konstant  ist.    Welche  Kurve  wird  von  der  Geraden  umhüllt? 

Auflösung.  Nach  Teil  I,  Aufgabe  58  ist  der  Abstand  des  Punktes  a^,  h^  von  der 
Geraden  «,  t?: 

Es  ist  somit: 
—  u {^^a^'\- fn^a^'\'  •  •  •)  —  v (myh^-\' m^h,^'\'  •  •  •)  —  (»»i  +  Wj -j- m,  +  •••) 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881 


Der  ausführliche  Prospekt  und  das  ansftthrliche  In- 

haltsyerzeichnis  d»  ^^yollstandig  gelösten  Aufgabensammlung 
von  Dr.  Ad.  Kleyer"  kann  von  jeder  Buchhandlung,  sowie  von 
der  Yerlagshandlung  gratis  nnd  portoft*ei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  anfgeschDüten  and  gut  brochiert,  um  den  sofortigen  and  danern- 
den  Gebraach  za  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
und  Erklärungen  am  Schlosse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreise  von  25  Pfg.  pro  Heft. 

5).  Die  Beihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  ans  dem  Prospekt  ersichtlich,  ohne  jede  Bedentnng 
für  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  Alles,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbach  für  Schüler  aller  Schulen,  das 
beste  Handbach  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vorzüglichste  Lehrbuch 
zum  Selbststadinm,  das  Yortrefflichste  Nachsohlagebach  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


Das  vellständige 

Inhaltsyerzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

tann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  Ober  die  Inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Druck  von  Carl  Hummer  in  Stuttgart. 
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Das  vollttändige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 
durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  ähiiliehes  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3—4 
Heften  zu  dem  billigen  Preise  von  25  ^  pro  Heft  und  hringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik,  Physik, 
Mechanik)  math.  Geographie^  Astronomie,  des  Maschinen-^  Strassen-,  Eisenbahn-, 
Brücken*  nnd  Hochbaues,  des  konstruktiren  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  rollstindlg 
grellster  Form,  mit  rlelen  Fignren,  ErUämngen  nehst  Angabe  und  Entwiekelung  der 
benutzten  Sfttie,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grossere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  In  Ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelSsten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
tkberlassen  bleiben,  und  zugleich  vpn  den  Herren  Lehrern  fQr  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Ldsungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  Inhaltsrerzeich- 
nifl,  Berichtigungen  und  erlinternde  Erklärungen  Aber  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  I«  und  II*  Ord«,  gleich- 
berechtigten höheren  Bllrgerschnlen,  Priratschulen,  Gymnasien  ^  Sealgymnaslen,  Pro- 
gymnaslen,  Schullehrer -Seminaren,  Polytechniken  ^  Techniken,  Bangewerkschulen, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn.  Yorbereitungsschnlen  aUef  Arten,  gewerbliche 
Fortbildungsschulen,  Akademien^  ünifcrsitäten,  Land-  nnd  Forstwissentcliaflssehulen, 
Militärschnlen ,  Yorbereitungs-Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  EI]\Jäbrig-Frei- 
willige-  nnd  Offlziers-Examen,  etc. 

Die  Schiller,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese,  Schritt  fflr  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  au  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stfttiejür  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  zum  Anflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  in  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  rerwerten.  Lnst,  Liebe 
und  Yerständnis  für  den  Schul-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenienren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Berafis- 
zwelgen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  niumit  der  Verfasser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.,  Fisch  er  feldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart.  Die  Yerlägshandluiig» 


Anwendung  der  Gleichung  des  Kreises  auf  planimetrische  Lehrsätze  nnd  Aafig;aben.       97 


=  B, 


^\  +  ^2  +  ^3  + 


oder,  wenn  man:^ 

k  —  ^'  k 

setzt:  u^  +  v^  —  {Au-j-  Bv  +  Q«  =  0. 

Dies  ist  die  Gleichung  eines  Kreises  (siehe  Ani^be  25  und  26). 


=  (7 


Vebungsanfgabe  96.  Zwischen  den  Schenkeln  eines  Winkels  liegt  eine  Strecke 
Yon  konstanter  Länge;  in  ihren  Endpunkten  sind  auf  den  Schenkeln  Lote  errichtet  Den 
geometrischen  Ort  für  den  Schnittpunkt  dieser  Lote  anzugeben. 

AnflSsnng.  Man  wähle  (siehe  Figur  33)  die  Schenkel  des  Winkels  zu  Koordinaten- 
achsen; es  seien  die  Koordinaten  des  Schnittpunktes  P  der  Lote: 


Ol 


dann  ist: 

CA  =  i^cosü),    DB^=^coSi 
daher: 

OÄ  =  ^-{-TJCOStUf 

OB  =  jy  +  lcosai; 

folglich  ist,  wenn  AB  mit  a  bezeich- 
net wird: 

(I  +  ^  COSQ})^  +  (^7  + 1  cosoaif 

—  2{S'^rico8to){Ti'\'^cos(o)co8ü)=^a^ 

die  Gleichung  des  gesuchten  geometri- 
schen Ortes. 

Diese  Gleichung  lautet  geordnet: 


Figur  33. 


S'  +  i?*  +  2|i/cos«  — 


a' 


sin^  to 


=  0 


nnd  stellt  daher  nach  Erörterung  15 
einen  Kreis  dar,  dessen  Mittelpunkt 
der  Scheitel  des  Winkels  ist.  Seinen 
Halbmesser  aisinto  erhält  man,  wenn 
man  zu  einem  der  Schenkel,  z.  B.  OX, 
die  Parallele  im  Abstand  a  zieht,  welche 
den  andern  Schenkel  in  E  schneidet; 
OE  ist  der  Halbmesser. 


TTebnngiaufgabe  96.  Ein  Dreieck  von  konstantem  Winkel  an  der  Spitze  dreht 
sich  um  letztere.  Ein  Endpunkt  der  Grundlinie  durchläuft  einen  Kreis.  Man  soll  den  Ort 
fnr  den  andern  Endpunkt  der  Gnmdlinie  angeben,  wenn  das  Bechteck  aus  den  beiden 
anderen  Seiten  konstant  ist. 

Aufldfung.  Man  wähle  (siehe  Figur  34)  die  feste  Spitze  als  Ursprung  des  Koordi- 
natensystems. Die  Seiten  des  Dreiecks  seien  q^  und  ^2  ^°^  bilden  mit  der  Achse  die 
Winkel  g^j  nnd  qog,  wo  qpa  —  qp^  =  a. 

Der  Endpnnkt  von  q^  durchläuft  den  Kreis: 

^1*  —  2^1  Ä  cos  (g)i  —  fti)  +  i?«  —  r«  ==  0. 
Wenn  nun  ^j  q^  =  ä*,  also  ^1  =  —  nnd  qoj  =  qp,  —  a,  so  wird  die  Gleichung  des 


Kreises: 


Ar*         2k^ 

-g- Rco8  (qp,  —  a  —  0»)  -}-  Ä*  —  r*  =  0, 
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Figur  34. 


oder  wenn  man  a-\'(o  =  ß  setzt: 

(/?2  _  ^2)  ^^2  _  2A:«Ä  C05  ((pj  —  jl)  +  Ar*  =  0 

oder: 

•  ^j2  —  2  -p2 -5-  €08  (gpa  —  (5) 


+ 


m  —  r^ 


=  0. 


Dies  ist  die  Gleichung  eines  Kreises, 
welcher  von  der  festen  Spitze  den  Abstand: 

B^  —  f^ 
hat  nnd  dessen  Halbmesser  gleich: 

ist  (vergleiche  Aufgabe  24). 


ITebungsau^be  97.  EinEhombns  von  gegebener  Seite,  aber  veränderlichen  Winkeln 
bewegt  sich  so,  dass  zwei  Gegenecken  auf  einem  gegebenen  Kreise  0  liegen,  die  dritte 
einen  zweiten  gegebenen  Kreis  Q  darchläoft.  Den  geometrischen  Ort  für  die  vierte  Ecke 
zu  finden. 

Auflösung.  Man  wähle  (s.  Fig.  35) 
0  als  Anfangspunkt  der  Koordinaten,  die 
Centrale  OQ  zur  X-Achse.  Der  Halb- 
messer von  Kreis  0  sei  12,  der  von  Kreis  Q 
sei  r,  die  Centrale  OQ  =  d  und  die  Seite 
des  Rhombus  =  /.  Da  die  Diagonale  BD 
Mittellot  der  Sehne  AC  ist,  so  geht  sie 
darch  den  Mittelpunkt  0  des  ersten  Kreises. 
Es  sei  OD  =  Q  und  Winkel  DOQ  =  q}. 
Zieht  man  noch  OA  und  bezeichnet  den 
Winkel  AOß  mit  ß,  den  Radiusvektor 
OB  des  zweiten  Kreises  mit  q^,  die  Mitte 
des  Rhombus  mit  M,  so  ist: 

Q  +  Qi    _, 
2 


0M  = 
daher: 


z=:^OAcos{AOB) 
=  Rcosßy 


-^^^  =  -^ 


Femer  ist  im  Dreieck  AOB: 

>8 


AB''  =  V'=:  R^  +  Q^^^2RQ^C0Sß=B^+Ql^^Q'{Q-\-Ql)  =  R^'-QQl 


daher  ist: 


^1  = 


^-_?2 


also: 


Nun  ist  aber  die  Polargleichung  des  zweiten  Kreises: 

^1^  —  2dQ-cosq)-^€p  —  r*  =  0, 


(i2«  — Z2)2        2d{BJ^  —  P) 


%2 


COS  (f-\-d^  —  7-2  =  0 
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oder  anders  geschrieben: 

Dies  ist  die  Gleichung  eines  Kreises,  dessen  Mittelpunkt  anf  der  X-Achse  liegt  im 

Abstand  d  ^ ^  vom  Mittelpunkt  0,  und  dessen  Halbmesser      \ g      '^^' 

Wenn  d  =  r  wird,  so  lautet  die  Gleichung : 

oder,  Qco8<p  =  X  gesetzt: 

d.  h.  der  geometrische  Ort  wird  eine  Senkrechte  zur  X-Achse. 


Vfbungsaufgabe  88.  Anf  Jedem  Eadiusvektor  von  einem  festen  Punkte  nach  einem 
Kreise  werde  ein  diesem  Radiusvektor  umgekehrt  proportionales  Stück  abgetragen.  Den 
geometrischen  Ort  für  den  Endpunkt  zu  finden. 

AuflSfuiLg.  Die  Polargleichung  des  Kreises,  den  festen  Punkt  als  Ursprung  ange- 
nommen, sei: 

gi  —  2QiR€08qi'\-B^  —  r*  =  0. 

Wenn  nun  ^|  =  — ,  so  ist  die  Gleichung  des  gesuchten  geometrischen  Ortes: 

k^       2k^ 
»  — ö- Rco8q>A-E^  —  r^  =  0 

oder: 

k^ 2k^R  ,     ,       ^ 

■^sTTTT  —  Jii^r^  Qcos(p  +  Q^  =  0. 

Dies  ist  wieder  ein  Kreis. 

Wenn  aber  der  Pol  auf  dem  gegebenen  Kreise  liegt,  d.  h.  wenn  i?  =  r  ist,  so  ist 
die  Gleichung  des  gegebenen  Kreises: 

^j  —  2  r  cos  qp  =  0 
und  diejenige  des  gesuchten  Ortes: 

^2  —  2rQ  cos  <p  =  0, 

d.  h.  die  Gleichung  einer  Geraden,  welche  auf  dem  zum  Pol  gehenden  Durchmesser 
senkrecht  steht  

TTebungsaufgabe  88.  Gegeben  ist  eine  Gerade  und  ein  Punkt.  Man  zieht  durch 
den  Punkt  beliebige  Strahlen  nach  der  Geraden  und  trägt  auf  jedem  ein  Stück  ab,  welches 
dem  Badiusvektor  nach  der  Geraden  umgekehrt  proportional  ist,  was  ist  der  geometrische 
Ort  für  die  Endpunkte? 

AufI5sang.  Man  nehme  den  festen  Punkt  im  Koordinatenanfang,  die  Gerade  zur 
X-Achse  senkrecht  an,   die  Gleichung  der  Geraden  ist  dann:  x  =^  a  oder  in  Polar- 

koordinaten:  q' costp  =  a.    Wenn  nun  q  =  —7-,  so  ist: 

T  cos  <p  =  a  oder  ^'  =  —  cos  q> 
oder: 

Dies  ist  die  Gleichung  eines  Kreises,  dessen  Mittelpunkt  auf  der  X-Achse  Uegt 
und  der  darch  den  Ursprung  geht 
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Vebnngsanfji^abe  100.  Darch  den  Schnittpunkt  zweier  Kreise  sind  beliebige  Sekantai 
gezogen.  Den  geometrischen  Ort  für  die  Mitte  des  zwischen  beide  Kreise  fallenden  Stackes 
za  finden. 


Eignr  86. 


AuflSsiuig.  Man  wtthle  (siehe 
Fignr  36)  den  Schnittpunkt  beider 
Kreise  als  Pol,  so  fällt  die  Cen- 
trale jedes  Kreises  mit  seinem 
Halbmesser  zusammen,  daher  sind 
die  Polargleichungen  der  Kreise 
nach  Aufgabe  27: 

Q  —  2rcos{(p  —  a)  =  0, 
Qi  —  2ri  cos  (gp  —  «j)  =  0. 

Die  Mitte  des  zwischen  die 
Kreise  fallenden  Stückes  hat  den 
Radiusvektor: 

^  2       ' 

^     es  ist  folglich: 

q'  —  r  cos  ((f  —  «) 

—  rj  cos  (q)  —  «j)  =  0 


oder: 


Q*  =  cos  (f  {r  cos  a  4"  **!  ^^*  *i)  +  *^^'  ^  (^  ^*^  ''^  "f"  ''i  ^^^  *i)- 

Setzt  man  nun: 

R  cosß  =  r  cos  « -f-  r^  cos  «^ , 

B  sinß  =  r  sin  «  +  r,  sin  a^ , 


wozu: 


tgß  = 


rsina-^-r^sinai 


nnd 

sein  muss,  so  wird: 


r  cos  a  4"  ^1  ^^^  *i 
B^  =  r^-\-r^^-^2  rr^  cos  (a  —  a^ 
Q*  z=  R  COS  (qp  —  /J). 


Der  gesuchte  geometrische  Ort  ist  somit  ein  Kreis,  welcher  durch  den  gemeinsamen 
Punkt  der  beiden  Kreise  hindurchgeht. 


üebnngsanfgabe  101.  Die  Gleichung  eines  Kreises  ist  in  Polarkoordinaten  gegeben. 
Die  Winkel  zu  bestimmen,  welche  das  Tangentenpaar  vom  Koordinatenursprung  aus  gegen 
die  Z-Achse  bildet,  und  die  Länge  der  Tangenten  vom  Ursprung  aus  zu  berechnen. 

Auflösung.    Die  Gleichung  des  Kreises  sei: 

^2  —  2  Ä  ^  CO«  (cp  —  «)  -f-  Ä«  —  r«  =  0. 
Löst  man  diese  Gleichung  nach  q  auf,  so  erhält  man: 

Sollen  die  beiden  Radien vektoren  einander  gleich  werden,  also  der  Radiusvektor 
Tangente  sein,  so  muss  die  Grösse  unter  dem  Wurzelzeichen  verschwinden;  es  ist  also: 


cos (<)Pi  —  «)  =  +4"  Vä«  —  r«. 


R 

Durch  Einsetzen  dieses  Wertes  in  deigenigen  von  q  erhält  man  für  die  Tangente 
vom  Ursprung  aus: 
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TTebungsanfgabe  102.  Ein  Kreis  ist  durch  seine  Gleichung  in  Polarkoordioaten 
gegeben,  ausserdem  die  Gleichung  einer  geraden  Linie.  Die  Winkel  zu  bestimmen,  welche 
die  Halbmesser  nach  den  Schnittpunkten  gegen  die  X-Achse  bildeu. 


Auflösung.  Die  Gleichung  des 
Kreises  (siehe  ^'gur  37)  sei: 

q^  —  2Bq  cos (<p  —  a)-{-B^  —  r^  =  0, 

die  Gleichung  der  Geraden: 

Qcos(q)  —  ß)—p  =  0, 

wo  nach  Teil  I,  Erörterung  14  p  das 
Lot  vom  Ursprung  auf  die  Gerade  und 
ß  den  Winkel  dieses  Lotes  gegen  die 
positive  X-Achse  bedeutet. 

Sind  nun  a?,  y  die  rechtwinkligen 
Koordinaten  eines  der  Schnittpunkte, 
und  ^  der  Winkel,  welchen  sein  Halb- 
messer gegen  die  positive  X-Achse  bildet, 
so  ist: 

X  =  B  cos  a -\- r  cos  d^f 

y  =  B  sin  a'{'rsin^] 
aber: 

X  =  Q  cos  <p ,     y  =  Q  sin  gp ; 
daher: 

Q  cos  (p  =  Ä  cos  a-^-r  cos  ^, 

Q  sin  q)  =:i  B  sin  a-^-r  sin  0^ ; 
daher: 

^2  =  ^-f  rS-f- 2Är cos (^  —  «). 


Figur  37. 


oder: 
folglich: 


Setzt  man  nun  diese  Werte  in  die  Gleichung  der  Geraden  ein,  so  erhält  man: 
{B  cos a  -\-  r  cos d)  cos ß -{-  (B sin a  -\-  r sind)  sin ß — p  =  0 


B  cos  (a^ß)-{-rcos(&  —  ß)--p  =  0, 
rcos(& — ß)  =  p  —  Bcos{a — ß). 


Da  cos  (^  —  jS)  =  cos  (ß  —  d)  ist  (siehe  Kleyer,  Goniometrie),  so  liefert  diese  Formel 
zwei  Werte  für  ^,  entsprechend  den  zwei  Schnittpunkten.  Das  Mittel  dieser  Werte  von  ^ 
ist  ß.  Sie  werden  einander  gleich,  d.  h.  die  Schnittpunkte  fallen  zusammen  und  die  Ge- 
rade wird  Tangente,  wenn  ^  =  /J,  also  ^  — 13  =  o,  cos(d'  —  ß)  =  l  ist. 

Dann  ist: 

r  =  p  —  Bcos(a  —  ß). 
Folglich  ist: 

Qcos((p  —  jS)  =  r  -f-  Ä  cos  (a  —  j8) 

die   Gleichung   einer  Tangente*  in  Polarkoordinaten,    deren  Berührungshalbmesser   den 
Winkel  ß  gegen  die  Achse  bildet. 


Vebungsan^be  103.    Die  Gleichung  des  Tangentenpaares  von  einem  gegebenen 
Punkte  an  einen  £*eis  in  Polarkoordinaten  auszudrücken. 

Auflösung.    Die  Gleichung  der  gesuchten  Tangente  sei  in  laufenden  Polarkoor- 
dinaten Q,  q>: 

Q  cos  (qp  —  ß)  —  Bcos(a  —  jS)  =  r. 

Soll  sie  durch  den  gegebenen  Punkt  q^,  (p^  hindurchgehen,  so  ist: 

^1  cos  ((jPi  —  ß)  —  B  cos  (a  —  ß)  ="  r. 

Aus  beiden  Gleichungen  ist  ß  zu  eliminieren.    Sie  lauten  ausführlich: 
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cos  ß  (^  cos  q>  —  R  cos  a),-|-  «*'*  ß  (q  *»'*  (f  —  -ß  ***» «)  =  ^t 
cos  ß  (^1  CO«  qpj  —  B  cos  a)  -}-  sin  ß  {q^  sin  (jpj  —  R  sin  a)  =  r. 

Hieraus  folgt  : 

r  (g  sin  (p  —  Qi  sin  qp^)                       .     rigcosnp-- Q^costp^) 
cosß  = -^ ,     stnß  =  -\ -^ , 

wo  N=  (Qcosq)  —  R  cos a)  (Qi  sin tp^  —  R sin a)  —  (q^  cos qpj  —  R  cos a)  (q  sin ^  —  R  sin a) 
=  — ^^1  sin{(p  —  q}^'\'QRsin((p  —  a)  —  Q^Rsin((fj^  —  a)  ist. 

Da  nun  cos^ß-}-sin^ß  ==  1  ist,  so  muss: 

r*  (q  sifl  qo  —  q^  sin  (p^)^  -j"  i^  (g  cos  qp  —  g^  cos  g?,)^ 


N^ 


=  1 


sein,  oder: 

*^[^  +  ^i* — 2QQiC0s((fi  —  (jPi)]  =  [^(;ism(<p— -qpi)  — ^Ä«m(qp  — a)  +  ^i-R«*n(qPj  —  a)]K 

Die  geometrische  Bedeutung  der  hier  auftretenden  Elammergrössen  folgt  aus  Teil  I, 
Aufgabe  10,  III  und  üebungsaufgabe  34. 

Ist  nämlich  0  (siehe  Figur  38)  der 
Koordinatenursprung,  P  der  gegebene 
Punkt,  A  ein  Punkt  der  Tangente,  C  der 
Mittelpunkt  des  Kreises,  so  ist: 

^2  ^^2^2gg^  cos  (gp  —  (p^)  =  PA^ 
und 
QQi  «*»  (<P  —  <Pi)  +  Qi^  «*^*  (<Pi  —  «) 

y  +  -ß^  ^^*^  (« ?) 

~Z.    der  doppelte  Inhalt  des  Dreiecks  A  PC. 

Die  obige  Gleichung  besagt  daher 
nichts  weiter,  als  dass  das  Lot  vom 
Mittelpunkte  C  auf  die  Tangente  PA 
gleich  dem  Halbmesser  ist. 

Um  den  Winkel  zu  berechnen,  welchen 
die  einzelne  Tangenten  gegen  die  posi- 
tive X-Achse  bilden,  lege  man  durch 
den  Punkt  P  ein  zweites  Koordinaten- 
system parallel  dem  alten.  In  diesem 
seien  g'  und   gp'   die  Polarkoordinaten 

_     von  A,   R*  und  a*  diejenigen  von  C, 

•^     dann  ist: 

g'  cos  <p'  =  ^  cos  qp  —  g^  cos  qpj , 
g'  sin  q)'  =  g  sin  qp  —  g^  sin  qpj , 
i?'  cos  a'  =  R  cos  a  —  gi  cos  qp^ , 
Rf  sin  a'  =  R  sin  a  —  g^  sin  qp^. 

Dadurch  erhält  N  den  Wert: 

R  g' sin  ((f,*  —  a'), 

und  die  Gleichung  der  Tangente  wird: 

d.  h«! 

r 
sin  (q,*  —  «0  =  ±  -^- 
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TTebnngsanfgabe  104.  Folgenden  Lehrsatz  zu  beweisen:  Zieht  man  im  einen  End- 
punkte eines  Dnrdmiessers  in  einem  Kreise  die  Tangente  nnd  durch  einen  Punkt  des 
Darcbmessers  eine  beliebige  Sehne,  verbindet  dann  die  Endpunkte  der  Sehne  mit  dem 
andern  Endpunkte  des  Durchmessers,  so  schneiden  die  Verbiuduugsgeraden  auf  der 
Tangente  Stucke  ab,  deren  Rechteck  konstant  ist 


Anfl^snng.  Es  werde  der  zweite  End- 
punkt (siehe  Figur  39)  des  Durchmessers  als 
Ursprung,  der  Durchmesser  als  X Achse  ge- 
wählt. Der  Abstand  des  festen  Punktes  P, 
durch  welchen  die  Sehne  geht,  vom  Ursprung 
sei  a,  dann  ist  die  Gleichung  der  Sehne: 

y  =  {x  —  a)tgy. 

Die  Gleichung  des  Kreises  ist: 

a:«  +  y2  — 2rir  =  0, 

die  Gleichung  der  Geraden  OB  ist  in  laufenden 
Koordinaten  |,  37: 

±-^  y. 

Da  J  D :  OA  =  i/:x,  so  ist : 
An  2ry 


Figur  39. 


X 


Wenn  man  nun  für  —  eine  quadratische 

ÄD'AE 
Gleichung  aufstellen  kann,  so  ist  — r-^ —  das 

Produkt  der  beiden  Wurzeln,  also  gleich  dem 
Absolutgliede. 

Nun  folgt  aus  der  Kreisgleichung : 

»2 


^    +1  = 


aus  der  Gleichung  der  Sehne: 


x' 


-^  =  ^9y  —  -*91  oder  -  =  1— -^^^^y» 


also: 


dies  oben  eingesetzt,  giebt: 


oder  geordnet: 


2r         2r        2r      y      ^ 
X  a  a       X       ^ " 


y^    ,    ,        2r        2r     y 
^+1  =  — -^--^^^i/y. 


+  2-^ 


y    r  cos  y 


+  1 


2r 


=  0. 


ic*    •       X  astny    '  a 

Das  Produkt  der  Wurzeln  ist  somit  von  7  unabhängig,  und  es  ist: 

4r2(a— .2r) 


AD'AE  = 


a 


üebnngsaufgabe  106.  Folgenden  Lehrsatz  zu  beweisen:  Wenn  1,  2,  3,  4  vier 
Punkte  eines  Kreises  sind,  so  besteht  für  die  sechs  zwischen  je  zweien  dieser  Punkte 
möglichen  Sehnen  folgende  Beziehung: 

12-34  +  24-3T+4l-32  =  0.    (Lehrsatz  des  Ptolemäus.) 
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AnflSsung.    Wird  der  Mittelpankt  des  Kreises  (siehe  Figur  40)  als  Koordinaten- 
nrBpnmg  gewählt,  and  sind  a  und  ^  die  Winkel,  welche  die  lialbmesser  nach  den  End- 
punkten einer  Sehne  gegen  die  podtive 

„.        .f.  X-Achse  bilden,  so  ist: 

Figar  40.  ' 

g rr^  =  r  cos  a,     y^  =  r  sin  a, 

x^  =  r  cosß,     y^  SS  r  «n jj, 

daher  ist  die  Länge  der  Sehne  nach  Auf- 
gabe 10  von  Teil  1: 


=  r  V(cosß  —  cos  a)^  +  {^'**ß  —  sinay 
=  r  V2  —  2  (co8acosß-{-  sina  sinß) 
=  r  \/^2  —  2cos{ß  —  a) 


2  sin 


...,  iß- 


^) 


12  =  sin  ^'  g  ^'   ,     13  = 


sin 


=  ry  2  — 2(—l  — 

o       •     i^  —  a 
=  2  r  5in  — - — , 

Wenn  nun  ^j,  ^,  d,,  ^^  die  Winkel 
sind,  welche  die  Halbmesser  nach  den 
vier  gegebenen  Punkten  mit  der  positiven 
X Achse  bilden,  so  ist,  abgesehen  von 
dem  gemeinsamen  Faktor  2r: 

2         -^''V       2        "^ 2       h 


TT  ^4  —  ^1  •     (  ^A  —  ^S       I       ^1  —  ^9.  ^9  —  ^1  ^ 


23  =  sin  ^^t:=^ 


;n  ^4 ^«  .      (  ^A ^Ä        •        ^B ^i     l 


o  .   _  „...    ^4         ^8_^       g^j^^   jg^ . 


34  =  «m 


2 


Tö      ÖT  •      ^2  —  ^1        .       "^4  —  ^B 

1 2  •  3  4  =  «in  — =-t: — *-  stn  — ^—r — - 


13-24  =  \sm  —^—z — -  cos  —^ — -  +  cos  -^-^ — -  sin  —^ — *- I 

mi 2 cos 2 +  cos ^ s,n     %     *) 

=  sin  ^«~^'   siH  Ar_^  ,„s  ^*~^*  cos  ^*Z^' 


I  ^2 ^1  o   ^S  —  ^2        .       ^4  —  ^8 

-{-Sin  — =-r — ^ CO« — ^-^ — ^  siw  —  -^ — ^^" 


-}-^ö« 


^•  — ^ 


^2  —  ^1        .    9   ^5 


2  ^4  —  ^s 

—  cos        ^ — =- 


I  ^2  ^1  .        ^«  """  ^9  ^A  ^5»  .        ^4  ^Ä 

-j-  C05  — ^—;z — —  sm  — ^—z — —  cos  — ^-^ — —  sifi 


2 
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T7    K^         •     ^8  —  ^8  f  '     ^4 —"^9          ^a  —  ^2  ^2  —  ^1 

14  •  23  =  «t« ö —    \f*^  '*2 —     ^^* 9 —     ^^*         ft — *- 

^4  —  ^>      .     ^«  —  ^2  ^a — ^1 


_j_  cos  — =--r — =-  sin  — ^ — —  cos 

m  £t  O 

,  ^4  —  ^B  ^5  —  ^2        .      ^4 ^1 


sxn 


=  Sin  ^'Z^'    sin  A:=^  cos^'Z^'  cos  ^*""^» 


2  2  2  2 

.       ^2 ^1        .    o   ^8 ^2  "^4 "^8 

—  sm  — *-t: — *-  sm^  — ^-x — ^  «m  — 


2 

^8 ^l  ^8 ^2  ^8  —  '^2     ^  •       ^4  —  ^8 


^2  --  -^l     _.^2    ^8 -^^2     ^4  —  ^8 


COS  — =-r — —  stn  — 2-^ — —  cos  — 2-r — ^  «m 

M  A  ^  A 

Bildet  man  nun  die  Grösse: 

T2-3i  +  2i.81  +  4T.32, 
80  ist  dieselbe  gleich: 

12 -34— 13 -24+ 14 -23. 

Die  oben  auBfShrlicli  angeschriebenen  Ansdrücke  beben  sich  aber,  daher  ist  der 
Satz  bewiesen.  

Vebnngsan^be  106.  Folgenden  Lehrsatz  zu  beweisen:  Wenn  man  durch  einen 
festen  Punkt  in  der  Ebene  eines  Kreises  eine  Sehne  (Sekante)  zieht,  so  ist  das  Bechteck 
ans  den  Abschnitten  derselben,  vom  festen  Punkt  ans  gerechnet,  konstant 


Sei  Q^ — 2QBcosa'{- R^  —  r*  =  0  die  Polargleichung  des  Kreises, 
80  ist  dies  für  irgend  ein  als  bekannt  angenommenes  a  eine  quadratische  Gleichung  für  q, 
deresa  Wurzeln  eben  die  Abschnitte  der  durch  den  Koordinatennrspmng  gehenden  Sehne 
sind.  Da  nun  nacb  einem  bekannten  Satze  der  Algebra  (siehe  Blind,  Lehrbuch  der 
Gleichungen  zweiten  Grades)  das  Produkt  der  Wurzeln  gleich  dem  Absolutglied  ist,  so 
ist  das  Bechteck  jener  Abschnitte  =  B^  —  r^,  also  von  der  Eichtung  der  Sehne  unab- 
hüngig,  d.  b.  konstant  

Vebnng8an^be  107.    Zu  beweisen:   Zieht  man  durch  einen  Punkt  eines  Kreises 
drei  beliebige  Sehnen  und  beschreibt  über  ihnen  als  Durchmesser  drei  Kreise,  so  sehneiden 
einander  noch  in  drei  Punkten,  welche  auf  einer  Geraden  liegen« 


Anfl5snng.  Der  feste  Punkt  0  (siehe  Figur  41)  sei  Koordinatennrspmng,  dann 
ist  die  Gleichung  des  Kreises: 

(x  —  r)*  -f-  y*  —  r*  =  0 
oder: 

ir2  — 2ra?  +  y2  =  0 
oder: 

^2  —  2rQ  cos  (p  =  0 
oder: 

Q  =.2r  cos  qp. 

Die  Sehne,  welche  den  Winkel  qp,  mit  der  X-Achse  bildet,  hat  also  die  Liinge 
2rcosqtj,,  der  Halbmesser  des  über  ihr  beschriebenen  Kreises  ist  also  rcosq^^,  folglich 
ist  die  Gleichmig  dieses  letzteren  Kreises: 

g  =  2rco«g)i  cos  (qp  —  <pi). 
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Die  drei  über  den  Sehnen  beschrie- 
benen Kreise  sind  somit  durch  die  Glei- 
chungen dargestellt: 

Q  —  2r  cosipi  cos  (q)  —  (p^  =  0, 
Q  —  2rco3(p^ca8(<p  —  yj  =  0, 

Q  —  2rC08<pi  C08(<p  —  tp^)  =  0. 

Für  den  Schnittpunkt  der  beiden 
ersten  dieser  Kreise  mass  somit: 

cos  (pi  cos  ((p  —  y,)  =  cosfp^  cos  (tp  —  y,) 
sein,  oder: 
(cos^  (Pi  —  CO«*  y,)  cosip 

-}-  (cos  (pi  sin  (pi  —  cos  <p^  sin  tp^)  «tnqp  =  0 

oder: 

(cos<pi  -{-  costp^  (cosipi  —  eosfp^  cosfp 
+  (cos  (pi  sin  </>!  —  cos  ^,  sm(p^  «ny  =  0 

oder: 


_ 4co« -?i+iEL sin ^£l±^  cos ^5Pi^^^  -•-  *^»  -  ^^  '    ^ 


oder: 
oder: 


o         sin  ^'       ^'  costp-]-  —  (sin2(pi  —  sinÜ<p^)sin(p  =  0 

A  A  A 


2        "'"        2 
—  sin  (ipi  +  y,)  sin  {(p^  —  <ys,)  co8(p-{-cos  (<Pi  +  9i)  ^»»  (Vi  —  9i)  «n  y  =  0 


^^y  =  ^^(Vi  +  Vs),  d.  h.:  (/>  =  yj  +  y,. 

Der  zu  dem  Schnittponkte  gehörige  Kadiasvektor  ist  daher: 

Q  =  2rcos(pi  cos(p^. 

Daher  sind  die  rechtwinkligen  Koordinaten  des  Schnittpunktes  der  zwei  ersten  Kreise: 
x^=^  2rcos(p^  cos (p^  cos (y ^  +  y^),    y,  =  2 r cos (p^  cos (p^  sin  (tp^  +  y,). 

Ebenso  sind  die  rechtwinkligen  Koordinaten  der  beiden  anderen  Schnittpunkte: 
opj  =  2r  cos  (p^  cos ip^  cos  (y,  -f-  y^),    y,  =  2 r co«  ^,  cos  y,  ««  (y,  -|-  y,), 
»,  =  2 reo« 9,  cos^j  cos (%  "H  Vi)»    y»  ^=  2r cos^,  cos <p^  sin (y,  +  y,). 

Daher  ist: 

^ly«  —  ^«yi  =  4r«co«yi  cos</)j  co««y3  «in  (^j  —  y,), 
^«ya  •—  ajgy,  =  4r«co«ya  costp^  cos^tpi  sin  {ip^  —  9)3), 
^«yi  —  «ly«  =  4r8co«y3  coä^j  co«2yj  sin  {(f^  —  ^j) ; 
somit  ist: 

a?iyi+  Ä^iysH-  a^syi  —  ^«yi  —  a?8y,  — ^,y8 

=  4rSco«9i  co«^2  co«<^3  [co«y,  «in  {ip^  —  yj)  +  cos  tp^  sin  ((p^  —  <p,)  -{-  ^'O^^'s  ^^  (Vi  —  *^«W 
=  Ar^cosipi  costp^  cos(pQ  [cos(p^  sintp^  cos(p^  —  cos(pi  costp^  sintp^ 

-\-  cosfp^  sintp^  cosipy  —  cosip^  costp^  sintp^ 

-f-  co«^g  sintpi  cosip^  —  cosip^  cos<p^  «tn<^,]. 

Da  aber  der  Klammerausdruck  verschwindet,  so  ist: 

a?iyt  —  a?jyi  +  ^ay«  -  »«y«  +  ^»yi  —^lifz  =  o, 

womit  nach  Teil  I,  Aufgabe  14  und  Erörterung  8,  bewiesen  ist,  dass  die  drei  Schnitt- 
punkte in  gerader  Linie  liegen. 


TTebungsanfgabe  108.  Folgenden  Lehrsatz  zu  beweisen :  Wenn  von  einem  Punkte 
zwei  Geraden  ausgehen,  welche  einen  Kreis  schneiden,  und  man  verbindet  die  vier  Schnitt- 
punkte noch  durch  zwei  Paare  von  Geraden,  so  liegen  die  Schnittpunkte  dieser  Geraden- 
paare auf  der  Polare  des  ersten  Punktes. 
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Auflösung.  Die  Gleichnng  des  Kreises  (siehe 
Figur  42)  sei: 

bezogen    anf   die   Geraden   OAB  und  OCD  als 
Koordinatenachsen. 

Es  seien  nun  die  Koordinaten  der  Schnitt- 
pankte  des  Kreises  mit  den  Achsen: 

für  Ponkt  ^: ,    0; 


Figor  42. 


für  Punkt  B:    — 


u, 


u. 


0: 


V, 


für  Punkt  C:     0,   — 

far  Punkt  D:    0,   —- 

Dann  ist  die  Gleichung  von 

^C:Wia?+»iy  +  l  =  0,    ADiUiX-^-v^if-^-l  ==0, 

BDiu^x+v^y+l  =0,    BCiu^x  +  v^y-^l  =0. 

Die  Gleichung  der  Geraden  PQ,  welche  durch  die  Schnittpunkte  f  und  Q  der 
Paare  ^C  und  ^2>  einerseits,  AD  xmd  BC  andererseits  hindurchgeht,  ist  daher: 

a:(wi4-«a)  +  y(ri  +  r2)  +  2  =  0. 

Denn  diese  Gleichung  hat  sowohl  die  Form: 

(Mia?+t?,y+l)  +  X(w2ir  +  f?2y+l)  =  0, 
als  auch  die  Form: 

(ttia?+t^2y+l)-|-/i(wga;  +  riy+*l)  =  0 

(vergL  Teil  I,  Aufgabe  23). 

Nun  lassen  sich  aber  die  Grössen  w^  +  w,  und  v^  -j- 1?,  aus  der  Gleichung  des 
Kreises  berechnen.  Denn  setzt  man  in  dieser:  y  =  0,  so  erhält  man  für  die  Abscissen 
der  Pankte  A  und  B  die  Gleichung: 

woraus  folgt: 

11  D         1  F      ,  ,  D 

Setzt  man  dagegen:  or  =  0,  so  erhält  man: 

Cy^  +  Ey  +  F^O, 


woraus: 


E 


V, 


C  '     v^v 


2 


^         1  r  ^ 

=  ^,  also  ^1  +  ^2  =  '^' 


Die  Gleichung  von  PQ  ist  daher: 

Dies  ist  aber  nach  Aufgabe  9  und  Erkl.  12  die  Polare  des  Koordinatenursprungs. 


UebnngBan^abe  109.  Folgenden  Lehrsatz  zu  beweisen:  Wenn  zwei  Punkte  und 
ein  Kreis  gegeben  sind  und  man  konstruiert  die  Polaren  dieser  Punkte,  so  verhalten  sich 
die  Centralen  der  zwei  Punkte  wie  die  Abstände  jedes  Punktes  von  der  Polare  der  andern. 
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AuflSfung.  Die  Gleichung  des  Kreises  sei  a:^  >f-  y<  =  r^,  die  Koordinaten  der 
gegebenen  Pankte  x^,  y^,  x^,  y,*  D&nn  haben  ihre  Polaren  nach  Anmerknng  31  die 
Gleichungen  : 

Der  Abstand  des  ersten  Punktes  von  der  Polare  des  zweiten  und  umgekehrt  ist 
also  bezw.; 


Die  Centralen  des  ersten  bezw.  zweiten  Punktes  sind: 

V^+y^*  und  V^+y^. 

Da  nun  in  den  Ausdrucken  fQr  jene  Abstände  die  Zähler  gleich  sind,  so  verhalten 
sich  die  Abstände  umgekehrt  wie  ihre  Nenner,  d.  h.  wie  die  Centralen. 


üebungsaufigabe  110.     Von    einem  Punkte  an  ehien  Kreis    die  Tangenten  mit 
alleiniger  Hilfe  des  Lineals  zu  zeichnen. 

Auflösung.  Nach  Erkl.  84  geht  die  Polare  (siehe  Figur  43)  des  gegebenen  Punktes  P 
durch  die  Berührungspunkte  T  und  T^  des  Tangentenpaares. 

Nach  Uebungsaufgabe  78  sehneidet 
Figur  43.  die  Polare  TT^  jede   durch  P  gehende 

Sekante  PAB  harmonisch. 

Zieht  man  daher  zwei  Sekanten 
PAB  und  PA^B^  von  P  in  den  Kreis 
und  verbindet  die  Schnittpimkte,  so  bilden 
die  Verbindungsgeraden  ein  vollständiges 
Viereck  (siehe  Teil  I,  Erörterung  58  ff.). 
Die  Polare  von  P  ist  dann  nach  Teil  t 
Aufgabe  94  die  dem  Punkte  P  gegenüber- 
liegende Diagonale  des  vollständigen  Vier- 
ecks, geht  also  durch  den  Schnittpunkt 
von  AB^  mit  A^B  und  durch  demjenigen 
von  AA^  mit  BB^ 

Zieht  man  eine  dritte  Sekante  PA^B^, 
so  muss  analog  der  Schnittpunkt  von  A^B^ 
und  A^B^  und  der  von  A^A^  und  B^B^ 
auf  der  Polare  liegen.  Daher  folgende 
Konstruktion: 

Ziehe  von  P  in  den  Kreis  drei  be- 
liebige Sekanten:  PAB,  PA^B^,  PA^B^, 
ziehe  AB^  und  A^B,  die  einander  in  R 
schneiden;  ziehe  A^B^  und  A^B^,  die  einander  in  8  schneiden;  ziehe  RS,  welche  den 
Kreis  in  T  und  T^  schneidet. 

PT  und  PT^  sind  die  gesuchten  Tangenten. 


G.  Beziehungen '  zwischen  zwei  Kreisen. 

Erörterung  16.    Wenn  man  die  Gleichungen  zweier  Kreise : 
in  der  abgekürzten  Form  Sj  =  0  und  S,  =  0  schreibt,  wo: 

^^  •  •  •  \s,  =  x»  +  y*-2a,a?-26,y  +  a,*  +  V-V, 


=  0 
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SO  erhebt  sich  die  Frage,  was  der  Ausdruck  S^  —  IS^  bedeutet;  ganz  analog 
mit  derselben  Untersuchung  bei  der  Geraden,  .wo  ein  Ausdruck  von  der  Form 
G-\'lH  =  0  eine  durch  den  Schnittpunkt  der  durch  die  Gleichungen  (t  =  0 
und  H=0  dargestellten  Geraden  gehende-  gerade  Linie  bedeutet  (siehe  Teil  I, 
Erörterung  17). 

Durdi  Subtraktion  der  Gleichungen  1),  nachdem  man  die  zweite  mit  l 
multipliziert  hat,  erhält  man: 
2)  .  .  .  S,  —  XS^  =  (x'-^y^(l  —  X)^ix(a,^la;)^2y{b,  —  lb,) 

Daher  ist  S^  —  XS^  =  0  die  Gleichung  eines  Kreises,  weil  die  Koeffi- 
zienten von  X*  und  y^  gleich  sind  und  der  von  xy  verschwindet  (s.  Erört.  15). 
Da  die  Gleichung  S^  —  lS^  =  0  durch  alle  Wertsysteme  von  x  und  y  befrie- 
digt wird,  welche  gleichzeitig  die  Ausdrücke  S^  und  S^  zu  Null  machen,  so  folgt:. 

Wenn  S,  =  0  und  S^  =  0  die  Gleichungen  zweier  Kreise  sind, 
(wobei  die  Koeffizienten  von  rc*  und  y*  =  1  gesetzt  sind),  so  stellt  die  Glei- 
chung S^  —  IS^  =  0  einen  Kreis  dar,  welcher  durch  sämtliche  Schnitt- 
punkte der  beiden  ersten  Kreise  geht.  * 

Erörternng  17.  Wenn  in  der  Gleichung  S^  —  lS^=0  die  Grösse  1=1 
wird,  so  verschwinden  die  Koeffizienten  von  x^  und  y*,  die  Gleichung  S,  —  S^  =  0 
ist  also  vom  ersten  Grade  in  x  und  y  und  stellt  somit  eine  gerade  Linie  dar. 
Da  sie  von  allen  Wertsystemen  befriedigt  wird,  welche  gleichzeitig  die  Aus- 
drücke S^  und  S^  zu  Null  machen,  so  geht  diese  gerade  Linie  durch  sämtliche 
Schnittpunkte  der  beiden  Kreise: 

Wenn  S^  =  0  und  S2  =  0  die  Gleichungen  zweier  Kreise  sind^ 
so  stellt  Sj  —  Sg  =  0  eine  Gerade  dar,  welche  durch  die  Schnitt- 
punkte der  beiden  Kreise  geht. 

Um  daher  die  Schnittpunkte  der  zwei  Kreise  S^  =  0  und  Sg  =  0  zu  be- 
stimmen, braucht  man  nur  nach  Aufgabe  18  die  •  Schnittpunkte  der  Geraden 
Si  —  iSj  =  0  mit  einem  der  Kreise  zu  suchen. 

Aufgabe  28.  Die  Koordinaten  der  Schnittpunkte  zweier  Kreise  zu 
berechnen. 

Auflösung.  Da  die  Formeln,  welche  die  Koordinaten  enthalten,  in  der 
allgemeinen  Form  sehr  wenig  übersichtlich  werden,  soll  im  folgenden  ein  Weg 
eingeschlagen  werden,  welcher  grössere  geometrische  Anschaulichkeit  besitzt. 

Man  transformiere  die  Gleichungen  der  Kreise  auf  ein  Koordinatensystem, 
dessen  XAchse  parallel  mit  der  Centrale  der  Kreise  geht  und  dessen  I^Achse  die 
Gerade  Sj  —  Sg  =  0  ist 

Die  Centrale  hat  nach  Teil  I,  Erörterung  8  die  Gleichung: 

3)  .  .  .  x(b^  —  b^)  —  y(a^  —  a^)'j-a^b^  —  a^bi  =  0. 

Ist  ß  der  Winkel,  welchen  die  Centrale  gegen  die  X-Achse  bildet,  und 
D  die  Länge  der  Centrale,  wo: 

4)  .  .  .  D  =  V{a,-^a,y^(b,^b,y, 

so  ist  nach  Teil  I,  Erörterung  12: 

a,  —  a. 


5)  .  .  . 


cosß  =  -^'  ^    ' 
stnß= L__L 
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Sind  nun  a^,  y^  die  Koordinaten,  bezogen  auf  ein  System  mit  dem  gleichen 
Ursprung,  das  gegen  das  alte  um  den  Winkel  ß  gedreht  ist,  so  ist  nach  Teil  L 
Aufgabe  3: 

:=a:fcosß  —  i/sinß 

sinß'^-y'cosß, 
oder: 


6) 


{x  =  x'co 


7)  •  .  . 


X 


=  — fr[(«i  — «ä)-^— (*i— &2)y']. 


D 


y  =  — -p[(6i  — 6,)a;'+(a,  — a,)/|. 


Durch  Substitution  dieser  Ausdrücke  in  den  Gleichungen  der  zwei  Kreise 
erhält  man  (siehe  Erkl.  38): 


8) 


H-^(«it2-«a6.)  +  «i*  +  V-V  =  0 


•   •   • 


and 


2a;' 


2y' 


Durch  Subtraktion  dieser  beiden  Gleichungen  bekommt  man  als  Gleichung 
der  Schnittgeraden: 

-2i)x'-a,*  +  a,«  — V+V  +  '-i*-V  =  0 
oder: 

2D 


y  I  •  •  •  u/  — 


Man  verschiebe  nun  das  Koordinatensystem  parallel  zu  sich  so,  dass  der 
Ursprung  mit  dem  Schnittpunkte  der  Schnittgeraden  und  der  Centralen  zusammen- 
fällt, so  wird  die  Abscisse  des  neuen  Ursprungs: 

a  _  —  . 

Die  Ordinate  des  neuen  Ursprungs  ist  nichts  anderes  als  das  Lot  vom 
alten  Ursprung  auf  die  Centrale,  also  wegen  Gleichung  3)  und  mit  Rücksicht 
auf  Teil  I,  Aufgabe  15: 

Man  setze  daher: 


10)  .  .  . 


x'  =  x"— 


_  .M      q,  *i  —  «8  ^1 


2D 


y'  =  y"- 


D 


Dann  werden  in  den  Gleichungen  der  beiden  Kreise  (siehe  Erkl.  39)  die 
EoSffizäenten  von  y"  verschwinden.    Die  quadratischen  Glieder  sind  xf*-\-^. 


Beziehungen  zwischen  zwei  Kreisen. 

Der  EogfMent  von  7f*  in  der  ersten  Gleichung  wird: 

i>'4-(V-r,«) 
D 
Das  Absolatglied  in  der  ersten  Gleichung  wird: 

[Z)«  +  (V-r,«)]« 

ElbensQ  wird  in  der  zweiten  Gleichung  der  Koeffizient  von  o/': 

-i)«+(r.'-r,«) 

D ' 

Das  Absolutglied  der  zweiten  Gleichung  wird: 

J)*_2(r,«-V)  2)« + (r.«  -  r.«)«       ^  . 


oder: 


r 
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Fignr  44. 


Die  Gleichungen  der  zwei  Kreise  sind  somit,  bezogen  auf  die  Centrale  und 
die  Schnittlinie  als  Achsen: 


0 


und 


oder: 


»■+>.+.x  -°'+'/— ' +<-^'+-r-->'-v=o, 


2Z) 


42)' 


(x+ 


Dt-f  v-vv  ,  .., , 


22) 


11)  •  •  •   1    ,         2)«-V-fr»^« 


)  + 


y 


1  > 


('- 


i 


22) 


)+y*  =  V. 
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Die'  Gleichung  der  Schnittlinie  erhält  man,  wenn  man  beide  Gleichungen 
subtrahiert,  sie  wird  x=^0,  d.  h.  die  Schnittlinie  ist  die  7- Achse;  diese  steht 
also  senkrecht  zur  Centrale. 

Setzt  man  in  einer  der  Gleichungen  11):  a;  =  0,  so  wird : 

y  —  ^1  4/)» 

oder :  ■, 

12)  .  .  .  y  =  +  ^  V4Z)«V-(0»+r,«-V)«, 

eine  Gleichung,  die  sich  auch  schreiben  lässt: 

13)  .  .  .  y  =  ±-^V[iD-\- r,y -  r,']  F(i)  -  r,)«  +  r,*]. 

Zwei  Kreise  haben  somit  zwei  Schnittpunkte,  welche  zur  Centrale  sym- 
metrisch liegen.    Diese  Schnittpankte  sind  reell,  wenn: 

4D* r,«  >  (2)«  +  r,«  —  r,*)«  ist 
Erkl.  88.    Wegen  Gleichung  7)  wird: 

-2a,«-26,|f  = -|-[(a,«- a, «,  +  6.»- 6,60 ar'  +  (o,t, -a,J, -ai6,  +  a, 6,)/] 

=  -J-  [«-  («.«  +  >,«  -  a.  a,  -  6. »,)  +  y'  (a.  5,  -  a,  h,)], 
2 

=  -J-[-a:'(a,«-f  62«-fllö,-^6,)+y'(«l^'.-».^)]• 
Femer  wird: 

=  -^ *'  [(«.  -  «,)*  +  (fr.  -  fr.)*]  = 5^  =  -  2D*'. 

ErkL  89.    Der  Koeffizient  von  x"  in  der  Gleichung  S,  =  0  wird : 
[-(«.*-«,») -(fr.«-fr,«)  +  ('-,«-r,«)  +  2o,*  +  26,«-2a,a,-2>,6J:D 

=  [(fl,  -  «,)*  +  (fr.  -  fr,)*  +  n*  - »-.«] :  D  =  (ö«  +  r.»  -  r,») :  D. 
Ebenso  wird  der  EogfSsient  von  x"  in  der  Gleichnng  sr,  =  0: 
(-  a,«  +  a,«  -  6.«  4-  V  +  r.«  -  r,«  -  2o,«  —  2 6,«  +  2a,  o,  +  26,  6,) :  D 

=  [-  («.  -  «,)«  -  (fr,  -  fr,)«  +  r,«  -  r,«] :  i)  =  (_  DS  +  r,«  -  r,«)  :  D. 
Das  Absolntglied  in  Gleichung  S,  =  0  wird : 

-^  [(«.«  +  fr.*)  -  («,*  +  fr,«)  -  (n*  -  »-.*)]* 

-  i"  K«i*  +  fr.*)  -  («.*  +  fr.*)  -  (n*  -  ♦•.»)]  («,* + fr.»  -  «.  •»  -  fr.  fr.) 

-  -^  (a,  6,  -  a.  6,)«  +  «.«  +  6.«  -  r.». 

Fasst  man  hier  diejenigen  Glieder  zusammen,  welche  von  den  Halbmessern  unabhängig 
sind,  so  sind  sie,  abgesehen  vom  Faktor 
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Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


Der  ausführliche  Prospekt  und  das  ausführliche  In- 

haltsyerzeichnis  der  ,,TÖll8tandig  gelösten  Aufgabensammlung 
von  Dr.  Ad.  Kleyer^^  kann  Ton  jeder  Buchhandlung,  sowie  Ton 
der  Verlagshandlung  gratis  und  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aafgesdmitten  und  gut  brochiert,  am  den  sofortigen  und  dauern- 
den Gebrauch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
und  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben.' 

3).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreiae  von  25  Pfg.  pro  Heft. 

5).  Die  Reihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis  ist,  wie  ans  dem  Prospekt  ersichtlich,  ohne  jede  Bedentnng 
für  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  Alles,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  ptc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werlc  ist  ein  praktisches  Lehrbach  für  Schüler  aller  Schulen,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vorzüglichste  Lehrbuch 
Bum  Selbststudium,  das  vortreffliehste  Nachschlagebaoh  kr  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


Das  vollständige 

InhaltsTer  zeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Haibjährlich  erscheinen  Nachträge  Über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Druck  von   Carl  Hamtner  in  StiittRart. 
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Mit  11  Figuren. 
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Vollständig  gelöste 

Aufgaben  -  Sammlung 

-  nebst  Anhängen  ongelöster  Aufgaben,  für  den  Schnl-*  &  Selbstunterricht  — 

mit 

Angabe  nnd  BntwlcUnng  der  benatzten  Satze,  Formeln,  Hegeln  in  Fragen  nnd  Antworten 

erläutert  durch 

yiele  Holzschnitte  &  lithograplL  Tafeln, 

aus  allen   Zweigen 

der  Beeheiikaiiflty  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  u.  sphärischen 

S  Trigonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  u.  höheren  Mathematik  (höhere  Analysis, 

I  Differential-  u.  Integral -Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Raumes  etc.);  — 

||  aas  allen  Zwelgren  der  Physik ,  Mechanik,  Graphostatik,  Chemie,  Geodäsie,  Nantik, 

I  matltemat.  Geographie,  Atitronomie;  des  Maschinen-,  Strassen-,  Elsenbahn-,  Wasser-, 

b  Briloken-  n.  Hochban's;  der  Konstraktionsleliren  als:  darstell«  Geometrie,  Polar-  u. 

1  Parallel-PerspectiTe,  Sehattenkonstmktionen  etc.  etc. 

si  -  für 

Schüler,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 

zum  einzig  richtigen  und  erfolgreichen 

Stadium     zur  Forthülfe  bei  Schularbeiten  und  zur  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 
herausgegeben  von 

Dr.  Adolph  Kleyer, 

Mathematiker,  Tereiil«ter  kOnigl.  preusa.  Feldmesser,  vereideter  grossh.  heBsischer  Geometer  I.  Klasse 

I  in  Frankfurt  a.  M. 

i  unter  Mitwirkung  der  bewährtesten  Kräfte. 
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Das  vollttandige  Inhalisverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M,  1881, 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchen^  kein  älinlicfies  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3—4 
Heften  zu  dem  billigen  Preise  toq  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Aufgaben  aas  dem  Oesamtgebiete  der  Matbematik,  Phjsik, 
Meebanik,  matb.  Geographie,  Astronomie,  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbahn-, 
Brtleken-  nnd  Hochbanes,  des  konstrnktlTen  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  TOllstftndig 
gelöster  Form,  mit  Tielen  Figaren,  Erkl&rnngen  nebst  Angabe  und  Ehtwickeinng  der 
benutzten  Sätze^  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  verständlich  sein  kann/bezw.  wird,  wenn  eine  grossere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sieh  in  Ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Matbematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelösten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezaglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  fQr  den  Schulunterricht  benut7.t 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  Inhaltsrerzeich- 
nis,  Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärungen  Aber  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Bealschnlen  I«  und  IL  Ord«,  gleich- 
berechtigten höheren  Bürgerschulen,  FriTatschulen,  Gymnasien,  Bealgymnasien,  Pro- 
gymnasien, Schnllehrcr- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Baugewerkschulen, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn.  Torbereitungsschulen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fertbildnngsschiilen,  Akademien,  UnirersitÄten,  Land-  und  ForstwissenBobaftsaehulen, 
Militftrschnlen ,  Yorbereitungs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Einjährig-Frei- 
willige- und  Offiziers-Examen,  etc. 

Die  SchBler,  IStudlerenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese.  Schritt  für  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  Überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stfitze  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  zum  Anflösen  ton  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  Terwerten.  Lust^  Liebe 
und  Terständnis  für  den  Schul-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenienren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Berufs- 
zweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.,  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart.  Die  YerlägsbancUnng. 


BeziehnngeiL  cwisehen  zwei  Kreisen.  113 

+  4  (a,«  +  dj2)  (a,2  +  5,2)  ~  8  (a,«  +  5,«)  (a,a,  +  6, 6,)  -  4a>«  V  ~  4a,2&,s 
+  8  a,  a,  6,  ft,  =  (a,2  +  d,«)«  +  2  (a,2  4.  t^2)  (o,«  +  &,«;  +  (a,2  +  6,«)« 
-  4  (a, o,  +  6, &,)  (a,«  +  &,«  +  a,«  +  V)  +  4  (a»«  a.«  +  a,«  V  +  «,«^*  +  ^^N«) 
-4ai«V--4a,26j8  +  8a,  a,  5,  &,  =  (ai24- 0,24-61«  + V)2 
~4(a,a,  +  ft,^)(«i^  +  5i«  +  V  +  V)  +  4(a,a,  +  6,6,)2  =  /)2. 
Die  yon  den  Halbmessern  allein  abhftngigen  Posten  sind,  abgesehen  vom  Divisor  D^x 

42)2 
Die  ttbrigen  Posten  sind,  abgesehen  vom  letzten  und  vom  Divisor  4D2: 
(r^«  —  r,2)  (—  2ai2  -  25,2  +  2a,2  +  26,2  4  4«^«  4  45^2  --  4  a,<i,  —  4  5^ 6,)  =  2  {r^^  =  r,2)  D«. 
Analog  ist  die  Rechnung  bei  der  zweiten  Gleichung. 

Asmerknng  48.    Um  die  Grenzen  ffir  2>  zu  bestimmeo»  innerhalb  deren  die  Schnittpunkte 
zweier  Kreise  reell  sind,  löst  man  die  Klammeraasdrücke  in  Gl.  12)  auf,  dann  muss: 
4Z)2r,2  —  />*  —  r^*  —  Tg*  —  22>2ri2 4-  2Z>2rj2 4-  2r/r22  >  0 

sein,  oder: 

D*  —  2Z)2  (ri2  4.  r,2)  4-  {r^-  —  r,2)2  <  0 

für  reelle  Schnittpunkte.    Der  Ausdruck  links  verschwindet  für: 

D  =  r,2  +  r,24  \/(r,2  4-r,2^2_(^^2_^^2)2^ 

d.  h.  für: 

D  =  /•j2  +  r22  4  2  r  1  r,  oder  f tir  2)  =  }\  ±  r^. 

Nach  Erkl.  3  ist  er  negativ  für  die  zwischen  beiden  Grenzen  liegenden  Werte 
von  D,  man  hat  also  das  Resultat: 

Zwei  Kreise  schneiden  einander  in  zwei  reellen,  gegen  die 
Centrale  symmetrisch  gelegenen  Punkten,  wenn  die  Centrale 
kleiner  als  die  Summe,  aber  grösser  als  die  Differenz  der  Halb- 
messer ist. 

Anmerkung  49.  Die  Aufgabe  28  zeigt,  dass  zwei  Kreise  sich  höchstens  in  zwei  Punkten 
schneiden  können.  Es  scheint  dies  ein  Widersprach,  denn  da  Kreise  zu  den  Kurven 
zweiten  Grades  gehören,  so  muss  es  vier  (reelle  oder  imaginäre)  Wertepaare  geben, 
welche  den  beiden  Gleichungen  Genüge  leisten.  Wie  dieser  Widerspruch  zu  lösen 
ist,  wird  weiter  unten  gezeigt  werden. 

Aufgabe  29.  Wenn  zwei  Kreise  durch  ihre  Gleichungen  S^  =  0,  S,  =  0 
gegeben  sind,  den  Mittelpunkt  und  Halbmesser  eines  durch  ihre  Schnittpunkte 
und  durch  einen  gegebenen  Punkt  gehenden  Kreises  anzugeben. 

Auflösung.  Nach  Erörterung  16  ist  die  Gleichung  eines  jeden  Kreises, 
welcher  durch  die  Schnittpunkte  der  gegebenen  Kreise  geht ,  S^  —  l  S2  =  0, 
soll  nun«  dieser  Kreis  durch  den  Punkt  o:/,  ^/  gehen,  so  muss  die  Gleichung 
Sj  —  X82  =  0  durch  x^\  y^  statt  x^  y  befriedigt  werden,  also : 

Es  ist  daher  die  Gleichung  des  gesuchten  Kreises: 

[(X  -  aO« + (y  -  b,y  -  r,«)]  [(o/  -  «,)»  +  (y'  -  h.f  -  r,»] 

oder: 

Granz,  AnalytiBche  Oeometrie  der  Ebene.    II.  8 
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»)  i'-'-^y+Q-'-^y- 


Diese  Gleichung  lässt  sich  schreiben  (siehe  Erkl.  40): 

(1  -  ly  ~ 

Daraus  folgt  in  Verbindung  mit  Erörterung  15,  dass  die  Koordinaten  des 
Mittelpunktes  sind: 

Oj  —  Xa^        b^  —  iig 

1— ;i    '    "  l  —  l 

und  das  Quadrat  des  Halbmessers: 


r,«+A(/^^-V-V)  +  A^ 


2«.  2 

2 


(1  -  A)* 

wobei  I>  =  V(ai  —  a*)*  -\-  (b^  —  b^)'  und  l  den  in  Gleichung  14)  angegebenen 
Wert  hat 

Ans  dem  Wert  der  Koordinaten  des  Mittelpunktes  folgt  in  Yerbindting  mit 
Teil  I,  Erörterung  8  folgender  Satz: 

Aamerkong  60.  Die  Mittelpunkte  aller  Kreise,  welche  durch  dieselben 
zwei  (reellen  oder  imaginären)  Punkte  gehen,  liegen  auf  einer 
Geraden. 

Fignr  45. 


Erkl.  40.    Eb  ist: 

*    ~  (1  — i)*  ~  '    l—l    ^  (1— i)* 


+ 
+ 


1-i 
(a,i -  Aa.a)  (1  -  X)  -  (a.« -  2Xa,a,  +  A»a.«) 

(1  -  i)« 
(».«  -  i6,«)  (1-i)  -  (6.« -  2i >, 6,  +  i2  V) 


(1  -  i)« 

(r.«-ir.8)(l-;)  _  /  _  g.  -  ig,  V  .  /  _  fc.-i^V 

(1— i)«       ~V       1-i  /    \       1-A  / 

i  (a,  -  «,)«  +  i  (6,  -  6,)«  -  i  (r,«  +  r,«)  +  r.»  +  i«r,» 


(1  -  i)« 
Dabei  ist  (o,  —  o,)«  +  (6,  —  6,)«  =  X»  das  Quadrat  der  Centrale. 


Beziehmigen  swischen  zwei  Kreisen. 


IIB 


Aufgabe  30.  Den  geometrischen 
Ort  aller  Funkte  zu  finden,  für  welche 
die  Tangenten  an  zwei  gegebene  Kreise 
ein  gegebenes  Verhältnis  haben. 


Figur  46. 


Auflösung.  Nach  Aufgabe  23  er- 
hält man  das  Quadrat  der  Tangente 
vom  Punkt  a^,  y'  an  den  Kreis  S^  =  0, 
wenn  man  in  dem  Ausdruck  S^ 
die  laufenden  Koordinaten  durch 
die  Koordinaten  sc',  t/  ersetzt. 
Ebenso  ist  das  Quadrat  der 
Tangente  von  x^,  i/  an  den 
Kreis  S,  =  0  die  linke  Seite 
dieser  Gleichung,  die  laufenden 
Koordinaten  durch  x',  y'  ersetzt. 
Sollen  nun  die  Quadrate  der 
Tangenten  das  Verhältnis  >l:l 
haben,  so  muss  S^:S^z=^l:\ 
oder  Si  —  X  Sg  =  0  sein.  Dies 
ist  aber  nach  Erörterung  16 
die  Gleichung  eines  Kreises  in 
laufenden  Koordinaten  a^,  y, 
welcher  durch  die  Schnittpunkte 
von  Sj  =  0  mit  Sg  =  0  geht, 
also: 

Anmerkung  61.  Der  geometrische  Ort  derjenigen  Funkte,  von  welchen 
die  Taii|:enten  an  zwei  Kreise  ein  gegebenes  Verhältnis  haben, 
ist  ein  f^reis,  der  durch  die  Schnittpunkte  der  gegebenen  Kreise 
geht 

Erörterimg  18.  Wenn  in  Aufgabe  30  das  Verhältnis  der  Tangenten 
=:  1 : 1  ist,  d.  h.  wenn  die  Tangenten  einander  gleich  sind,  so  geht  die  Gleichung 
des  geometrischen  Orts  in  S^ — S,  =  0  über,  d.  h.  in  eine  Gerade.  Man  erhält 
also  den  Satz: 

Der  geometrische  Ort  für  alle  Punkte,  von  denen  aus  an 
zwei  Kreise  gleichlange  Tangenten  gezogen  werden  können,  ist 
eine  Gerade. 

Diese  Gerade  geht  nach  Erörterung  17  durch  die  Schnittpunkte  der  zwei 
Kreise,  wenn  sie  reell  sind,  die  Gerade  selbst  ist  aber  stets  reell  und  steht 
nach  Aufgabe  28  auf  der  Centrale  der  Kreise  senkrecht  Diese  Gerade,  welche 
durch  die  Gleichung  S^  —  S^  =  0  definiert  ist ,  führt  im  Falle  reeller  Schnitt- 
punkte den  Namen  gemeinschaftliche  Sekante  und  lässt  sich  dann  geo- 
metrisch ohne  Weiteres  zeichnen  als  Verbindungsgerade  der  beiden  Schnitt- 
punkte. Der  oben  ausgesprochene  Satz  erlaubt  jedoch  die  geometrische  Kon- 
struktion auch  in  dem  Falle,  wo  die  Kreise  einander  nicht  schneiden;  man 
halbiert  (siehe  Figur  47)  zwei  gemeinschaftliche  Tangenten  und  verbindet  deren 
Mitten,  oder  man  zieht  durch  die  Mitte  einer  gemeinschaftlichen  Tangente  die 
Senkrechte  zur  Centrale  (siehe  Figur  47). 

Da  diese  Gerade  auch  bei  imaginären  Schnittpunkten  der  Kreise  eine 
wichtige  Bolle  spielt,  so  bezeichnet  man  sie  mit  dem  allgemeineren  Namen 
Chordale  oder  Badikalachse  der  beiden  Kreise. 

Nach  Uebungsaufgabe  106  ist  das  Produkt  der  beiden  Absdinitte,  welche 
auf  einer  beliebigen,  durch  einen  festen  Punkt  gehenden  Sekante  durch  den 
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Figur  47. 


M 


-  --^^,_T, 


Kreis  gebildet  werden  —  die  Abschnitte  vom  festen  Punkte  an  gezählt  — 
konstant  und  zwar  gleich  dem  Quadrat  der  Tangente,  wenn  der  feste  Ponkt 
ausserhalb  des  Kreises  liegt;  gleich  dem  negativen  Quadrat  der  h^ben  kürzesten 
Sehne,  welche  durch  den  festen  Punkt  geht,  wenn  dieser  innerhalb  des  Kreises 
liegt.  Dieses  konstante  Produkt,  Ä*  —  r*,  wo  B  die  Centrale  des  festen  Punktes, 
r  den  Halbmesser  bedeutet,  nennt  man  die  Potenz  des  festen  Punktes  in  Be- 
ziehung auf  den  Kreis.  Aus  dem  obigen  Lehrsatz  folgt,  dass  jeder  Punkt  der 
Geraden  Sj  —  S,  =  0  gleiche  Potenz  in  Bezug  auf  jeden  der  Kreise  S^  =  0 
und  ^2  =  0  hat;  man  ndnnt  daher  diese  Gerade  auch  Potenzlinie  der  bei- 
den Kreise. 


Erörternng  19.  Wenn  drei  Kreise :  Sj  =  0,  S^  =  0,  Sg  =  0  gegeben 
sind,  so  haben  die  drei  Potenzlinien  von  je  zweien  derselben  die  Gleichungen: 
S^  —  S^  =  0,  Sj  —  S3  =  0,  Sg  —  Si  =  0.   Da  nun  die  dritte  Gleichung  aus  den 

beiden  ersten  durch  Addition  er- 


Fignr  48. 


halten  wird,  so  folgt  aus  Teil  I,  Er- 
örterung 17,  dass  die  drei  Potenz- 
linien durch  einen  Punkt  gehen. 
Man  hat  also  den  fi>atz  (siehe 
Figur  48): 

Die  drei  Potenzlinien  von 
je  zweien  unter  drei  Kreisen 
gehen  durch  einen  Punkt, 
den  Potenzpunkt  der  drei 
Kreise. 

Dieser  Satz  führt  zu  einer  ein- 
fachen geometrischen  Konstruktion 
der  Potenzlinie  von  zwei  Kreisen, 
die  einander  nicht  schneiden  (siehe 
Figur  49): 

Schneide  die  beiden  gegebenen 
Kreise  0  und  Q  durch  einen  be- 
liebigen dritten  Kreis  C  und  bringe 


Beaehaogen  Eiwischea  swei  EreiBen. 
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die  Schnittsehnen  ab,  a^b^  zum 
Schnitt  in  p  j  Wie  von  p  das 
Lot  auf  OQ,  dieses  ist  die 
PotenzUnie  der  Kreise  0  and  Q. 
Denn  ab  ist  die  Potenzlinie 
von  0  und  C,  a^  b^  von  Q  und  C, 
also  p  der  Potenzpunkt  der  drei 
Kreise  0,  Q^  C,  durch  welchen 
auch  die  Potenzlinie  von  0  und 
Q  gehen  muss. 

Erörtenmg  20.  Nach 
Erörterung  18  sind  die  Tan*- 
genten  von  einem  Punkt  der 
Potenzlinie  zweier  Kreise  an 
diese  einander  gleich.  Wählt 
man  nun  (siehe  Figur  50)  auf 
der  Potenzlinie  einen  beliebigen 
Punkt  A  und  zieht  von  ihm  aus 
die  Tangenten  AM  und  AN 
an  O  und  Q,  so  stehen  nach 
Anmerkung  26  die  Halbmesser 
OM  und  ON  senkrecht  auf  den 
Tangenten  AM  bezw.  AN. 
Wenn  man  also  mit  AM=  AN 
um  A  einen  Kreis  beschreibt, 
so  sind  OJtf  und  <?iV  Tangenten 
an  diesen,  der  dritte  Kreis 
schneidet  also  die  beiden  ersten 
unter  rechten  Winkeln.  Man 
erh&It  somit  den  Satz: 

Der  geometrische  Ort 
für  die  Mittelpunkte  aller 
Kreise,  welche  zwei  gege- 
bene Kreise  rechtwinklig 
schneiden,  ist  die  Potenz- 
linie der  gegebenen  Kreise. 


Figur  49. 


fi 


Figur  50. 


Anmerkung  6S.  Im  folgenden  sollen  die  Eigenschaften  des  Systems  derjenigen  Kreise 
untersucht  werden,  welche  durch  dieselben  zwei  (reellen  oder  imaginären)  Punkte 
gehen,  oder,  was  dasselbe  ist,  welche  dieselbe  Potenzlinie  haben.  Die  Gleichung 
irgend  eines  dieser  Kreise  ist  S^  —  XS^  =  0^  wenn  '^  =  0  und  S^=:  0  die  Olei- 
chungen  zweier  dieser  Kreise  sind,  die  Gleichung  der  rotenzlinie  ist  S^  —  S^=:  0. 
Die  Mittelpunkte  liegen  nach  Anmerkung  50  alle  auf  der  nämlichen,  zur  Potenzlinie 
senkrechten  Geraden. 

Erörtenmg  21.  Unter  allen  Kreisen  des  Systems  S^  —  XS^  =  0  sind 
zwei  besonders  bemerkenswert,  diejenigen  nämlich,  deren  Halbmesser  ver- 
schwinden.   Nach  Aufgabe  29  muss  hief&: 

16)  .  .  .  r^*  +  ;i(/>*-ri«  — r,»)  +  ;iV,«==0 


^* , 
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sein.  Sind  l^  und  ^2  die  Wnrzeln  dieser  Gleichung,  so  sind  diese  beiden  Kreise 
durch  /Sj— ^1^2  =  0,  S^  —  ^2^2  =  0  dargestellt.  Die  Koordinaten  der  Mittel- 
punkte sind  nach  Aufgabe  29: 

a^  —  Xia^       b^  —  X^b^    ^^^^     a^  —  l^a^       b^  —  X^b^^ 

Da  in  diesem  Falle  die  Halbmesser  der  Kreise  S^  —  XiS^  =  Q,  S^  —  X^S^  =  0 
verschwinden,  d.  h.  diese  Kreise  sich  auf  Punkte,  ihre  Mittelpunkte,  reduzieren, 
so  nennt  man  sie  die  Grenzpunkte  des  Systems  der  Kreise  S^  —  XS^  =  0. 
Die  Grenzpunkte  sind  reell  oder  imaginär,  je  nachdem  die  Wurzeln  der 
quadratischen  Gleichung  16)  reell  oder  imaginär  sind,  d.  h.  je  nachdem  der 
Ausdruck : 

17)  .  .  .  (I)^  —  r,^^r/)^  —  ir^^r^^^O 

ist.  Dies  ist  aber  nach  Aufgabe  28  die  Bedingung,  unter  welcher  die  Schnitt- 
punkte des  Systems  imaginär  oder  reell  sind.    Man  findet  also: 

Ein  System  von  Kreisen  mit  gleicher  Potenzlinie  hat  ima- 
ginäre Grenzpunkte,  wenn  ihre  Schnittpunkte  reell  sind,  reelle 
Grenzpunkte  bei  imaginären  Schnittpunkten. 

Erörternng  22.  Die  Untersuchung  des  Systems  der  Kreise  mit  gemein- 
samer Potenzlinie  wird  bedeutend  erleichtert,  wenn  man  die  Centrale  zur  JC-Achse, 
die  Potenzlinie  zur  F-Achse  des  Koordinatensystems  wählt  Nach  Aufgabe  28, 
GL  11)  sind  dann  die  Gleichungen  der  Kreise ^Sl  =  0  und  S^  =  0: 

,.+>.+..i^zi^+(V-.-.--^)--./)v..  ^  „ 

Nun  ist  aber: 

(r/  —  rg*  +  Dy  —  4  Z)V,«  =  (r,^  —  r^^  -  D^  —  4  D^r,^ 

=  r^^^r^^^D^  _  2rjV2*  —  2r,^D^  —  2r^^D^. 
Setzt  man  also  den  Ausdruck: 

(n'"^2'  +  -PT-4i)V  _   (r,' ~  r2' -  Z)y  -  42)  V  _  ^, 
42?*  ~  42?«  ""  ^  ' 

wo  jedoch  3  auch  imaginär  sein  kann,  so  sind  die  Gleichungen  der  zwei 
ersten  Kreise: 

Die  Gleichung  irgend  eines  dritten  Kreises  ist  dann: 
x«(l-A)  +  y»(l-A)  +  -g-[(V-r,«)(l-^)  +  Z)»(l  +  A)]  +  <J»(l-Ä)  =  0. 

18)  .  .  .  a^  +  y«  +  -^(^V- V+Z)»-i±^)+(J*  =  0, 

oder : 

19)  .  .  .  x^  +  y*  — 2ia;  +  (J«  =  0. 

Für  alle  Kreise  des  Systems  ist  die  Grösse  d^  konstant,  es  ändert  sieh 
dagegen  die  Grösse  k  von  Kreis  zu  Kreis.  Dabei  bedeutet  k  die  Entfemnng 
des  Mittelpunktes  von  der  Potenzlinie.     Die  Bedeutung  von  d*  erkennt  man, 


Besiehnngen  zwisch^  swei  Kreisen. 
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wenn  x  =  0  gesetzt  wird ,  dann  wird  ffir  jeden  Kreis  des  Systems  y*  =  —  d*, 

y  =  ±  V —  d* ;  ±  V —  S*  sind  also  die  Ordinaten  der  gemeinsamen  Schnitt- 
punkte aller  Kreise  des  Systems,  was  anch  schon  ans  Aufgabe  28,  Gleichung  12 
hervorgeht 

Soll  der  Halbmesser  des  Kreises  19  verschwinden,  so  muss  seine  Gleichung 
sein:  ir*  +  y*  —  2kx-^k^  =  0,  also  muss  dann  k^  =  d*  sein,  oder: 

(^i" -  V  +  ^'4^y  =  >!*  + V  +  ^'  -  2 Vr,2  -  2  VD*  -  2  VDS 
oder: 

oder: 

also  erhält  man  aus  dem  Verschwinden  des  Halbmessers  dieselbe  Bedingung 
für  die  Grenzpunkte  wie  oben  in  Erörterung  21.  Für  die  Abscissen  der  Grenz- 
punkte  erhält  man  aus  der  Bedingung  k^  =  ä^: 

20)  .  .  .  Abscisse  der  Grenzpunkte 


=  ±  -^  VX>^  + V  +  V -  22)Vi«  -  2/)V,»  -  2r,^r,' 


Da  nach  Aufgabe  28,  Gleichung  12  die  Schnittpunkte  des  Systems  ima- 
ginär sind,  wenn  ä^  positiv  ist,  Gleichung  20)  aber  zeigt,  dass  die  Grenzpunkte 
imaginär  sind,  wenn  d^  negativ  ist,  so  bestätigt  sich,  dass  ein  System  von 
Kreisen  mit  gemeinsamer  Potenzlinie  reelle  Schnittpunkte  und  imaginäre  Grenz- 
punkte oder  imaginäre  Schnittpunkte  und  reelle  Grenzpunkte  hat. 

Nach  Erörterung  20  werden  die  Kreise  des  Systems  S^  —  Ä  S^  =  0  von 
allen  denjenigen  Kreisen  rechtwinklig  geschnitten,  welche  einen  der  Kreise  des 
Systems  rechtwinklig  schneiden  und  Uiren  Mittelpunkt  auf  der  Potenzlinie  haben. 
Daher  lassen  sich  zu  zwei  gege- 


Figur  5L 


benen,  einander  nicht  schneidenden 
Kreisen  S^  und  S^  noch  weitere 
Kreise  des  Systems  dadurch  kon- 
struieren, dass  man  (siehe  Fig.  51) 
die  Potenzlinie  OF  der  zwei  Kreise 
S^  und  Sj  nach  Erörterung  19 
zeichnet,  von  einem  beliebigen 
Punkte  M  auf  ihr  die  Tangente 
MT^  an  S^  zieht  und  mit  MT^ 
um  M  einen  Kreis  beschreibt 
Dieser  schneidet  dann  alle  Kreise 
des  Systems  rechtwinklig.  Zieht 
man  daher  an  Kreis  M  im  belie- 
bigen Punkte  1\  die  Tangente, 
welche  die  Centrale  in  S^  trifft, 
so  gehört  ein  um  S^  mit  S^7^ 
beschriebener  Kreis  dem  System 
S^  —  lS^  =  0  an.  In  den  Punkten 
G  und  G'y  wo  der  Kreis  M  die 
Centrale    schneidet,    werden    die 

Tangenten  gleich  Null,  also   sind  G  und  G'  die  Mittelpunkte  verschwindend 
kleiner  Kreise  des  Systems,  d.  h.  die  Grenzpunkte. 
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Erörternng  23.  Bildet  man  in  Bezug  auf  irgend  einen  Ereis  des  Systems : 
x^-j-y*  —  a*a?-f-d*  =  0  die  Polare  des  gegebenen  Punktes  ä',  y',  so  hat  diese 
nacn  Aufgabe  21  die  Gleichung: 

21)  .  .  .  xa^'  +  yy'  — i(x  +  a:')  +  <J*  =  0 
oder: 

(a:^;' -f- y  y  +  (J*)  —  ^•  (x  +  arO  =  0. 

Ans  der  letzteren  Form  der  Polarengleichung  folgt,  dass  die  Polare  durch 
den  Schnittpunkt  der  beiden  Geraden: 

ivx'-\-yy''^d^  =  0  und  x-\-af  =  0 

geht.    Man  erhält  somit  den  Satz: 

In  einem  System  von  Kreisen  mit  gemeinsamer  Potenzlinie 
geht  die  Polare  eines  gegebenen  Punktes  in  Bezug  auf  jeden 
Ereis  des  Systems  durch  einen  festen  Punkt 

Anmerkung  53.  Um  den  in  Erörterung  23  erwähnten  festen  Punkt  geometrisch  zu 
konstruieren,  beachte  man,  dass  x-^-xf  =  0  die  Gleichung  einer  zur  Potenzlinie 
parallelen  Geraden  ist,  welche  von  der  Potenzlinie  den  gleichen  Abstand  hat,  wie 
der  Punkt  P  (x\  y')  selbst.    Es  ist  dies  in  Figur  52  die  Gerade  pp*. 

Setzt  man  x'  =  Qcosat  y'  =Q8ina,  so  wird  die  Gleichung  der  anderen 

festen  Geraden  xcosa-^-y  sin  a  -J =  0.  Wenn  nun  beide  Kreise  reelle  Schnitt- 
punkte haben,  so  ist  —ö-  das  Produkt  der  Abstände  der  reellen  Schnittpunkte  C 
und  Cj  vom  Ursprung. 

Legt  man  also  durch  den  gegebenen  Punkt  P  einen  Kreis ,  welcher  durch 
C  und  Ci  geht,  also   dem  System  angehört,  und  wird  dieser  von  PO  in  g  ge- 

schnitten,  so  ist  Oq  = .    Macht  man  aber  auf  OP  die  Strecke  Or  =  Oq 

und  zieht  durch  r  die  Senkrechte  zu  OP,  so  ist  die  Gleichung  dieser  Senkrechten: 
xcosa-\-y8tna  —  Or  =  0,  d.  h.  diese  Senkrechte  ist  die  zweite  der  festen  Ge- 
raden. Sie  schneidet  pp'  im  festen  Punkte  P*,  Da  die  Polare  von  P  in  Bezug 
auf  den  durch  ihn  gehenden  Kreis  des  Systems  die  Tangente  in  P  ist,  so  lAsst 
sich  der  Punkt  P'  noch  einfacher  so  konstruieren :  Lege  durch  P  und  die  Schnitt- 
punkte einen  Kreis,  ziehe  an  ihn  in  P  die  Tangente,  welche  die  Potenzlinie  in  B 
trifft  und  mache  auf  der  Tangente  RP*  =  PR,  so  ist  P*  der  feste  Punkt,  durch 
welchen  die  Polaren  von  P  f^  alle  Kreise  des  Systems  gehen  müssen. 

Figur  52. 


Beaehnngen  cTrischen  zwei  Kreisen. 
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Sind  jedoch  die  Schnittpnnkte  des  Systems  imaginär,  so  werden  die  Gregen- 
punkte  Q^  nnd  G,  reell  nnd  man  erhält  sie,  wenn  man  irgend  einen  Kreis  zeichnet^ 
der'iS,  nnd  iS,  rechtwinklig  sdbneidet  Legt  man  dann  (siehe  Figur  53)  durch  P, 
(t],  G^  einen  Kreis,  der  von  PO  in  q  ges<änitten  wird,  so  ist  nach  dem  Sekanten- 

satze  OP-Og' =  OG,-0<72  =  --^^  daher  Oq  = .    Wenn  man  daher  auf 

PO  in  ^  das  Lot  errichtet,  so  ist  seine  Gleichung  xco8a-\'y8ina'\ =  0. 


Funkt  P*  wird  also  gefunden,  indem  man  durch  die  Gegenpnnkte  und  durch  P 
einen  Kreis  legt,  welcher  OP  m  q  schneidet,  und  durch  q  die  Senkrechte  zu  OP 
zieht,  welche  pp'  in  P*  trifft.  Da  q  ein  Punkt  des  Ki^ises  PG^G^  ist,  so  ist 
die  vom  rechten  Winkel  hei  q  gespannte  Sehne  PP^  Durchmesser  dieses  Kreises. 
Man  kann  somit  den  Punkt  P'  noch  einfacher  finden ,  wenn  man  durch  P  und  die 
Gegenpunkte  einen  Kreis  legt  und  in  ihm  den  Durchmesser  von  P  aus  zieht.  Der 
andere  Endpunkt  des  Durchmessers  ist  P'.  Oder  noch  einfacher:  Verhinde  P  mit 
den  Gegenpnnkten  G^  und  G^  und  errichte  ai^  den  Verbindungsgeraden  in  G^ 
nnd  G^  die  Lote,  die  einander  in  P'  schneiden. 


Erörterung  24.  Wenn  in  der  Gleichung  21)  die  Grössen  a?a^-|-yy'  +  ** 
und  x-^x*  für  jedes  x  und  y  identisch  sind,  so  stellen  die  beiden  Geraden 
a?a^+yy'+<J*=  0  und  x-\-xi'  =  0  dieselbe  Gerade  dar  und  die  Gleichung  der 
Polare  wird  (a?-f-aO  (1-|-A^)  =  0  oder  x-{-x'  =  0,  d.  h.  die  Polare  fällt  dann, 
was  auch  der  Kreis  sein  möge,  auf  den  sie  sich  bezieht,  mit  der  Geraden 
a:-j-a^=0  zusammen.  Diese  Identit&t  von  a?x'-f-yy'  +  <J*  tind  x-\-x'  findet 
nur  dann  statt ,  wenn  y'  =  0  und  ic'  =  -j-  5  ist ,  d.  h.  wenn  der  Pol  im  Ab- 
stand +  d  vom  Ursprung  auf  der  Centrale  liegt.  Die  zwei  Punkte,  welche  dieser 
Bedingung  genügen,  sind  aber  nach  Erörterung  22  die  Grenzpunkte  des  Systems. 
Man  erhält  somit  den  Satz: 

Die  Polaren  der  Grenzpunkte  sind  in  Bezug  auf  jeden  Kreis 
des  Systems  konstant,  und  zwar  geht  die  Polare  des  einen  Grenzpunktes 
durch  den  andern,  parallel  zur  Potenzlinie. 

Aufgabe  31.    Die  Gleichung  eines 

Kreises  aufzustellen,  welcher  zwei  ge-        a   -»i..              xt    v  -c^  «^ 

gebene  Kreise   rechtwinklig   schneidet  ,.  f^i^»™«;  ,  ^^t  Erörterung  20 

®                                     ^^                    hegt    der   Mittelpunkt  des    gesuchten 
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Kreises  auf  der  Potenzlinie  der  gegebe- 
nen Kreise  und  sein  Halbmesser  ist  die 
Tangente  von  seinem  Mittelpunkt  an 
jeden  Kreis  des  Systems. 

Denkt  man  sich  also  die  gegebenen 
Kreise  auf  ihre  Centrale  nnd  ihre  Potenz- 
linie als  Achsen  bezogen,  wodurch  irgend 
Erkl.  41.    Zwei  Kreise  schneiden  einander  ein  Kreis  des  Systems  mit  gemeinsamer 
rechtwinklig,  wenn  die  nach  einem  der  Schnitt-  Potenzlinie  die  Gleichung : 

punkte  gesogenen  Halbmesser  aufeinander  senk-  _i      2 q;l      i_-»2 n 

recht  stehen.  ^"iV        J/cx—^-o   —  \) 

erhält,  so  muss  der  Mittelpunkt  des  ge- 
suchten Kreises  die  Koordinaten  x  =  0, 
y  =  h  haben. 

Nun  erhält  man  nach  Aufgabe  23  das 
Quadrat  der  Tangente  von  einem  Punkt 
an  einen  Kreis,  wenn  man  in  die  Glei- 
chung des  Kreises  statt  der  laufenden 
ErkL  42.   Man  eihäit  das  Quadrat  einer  Koordinaten  diejenigen  des  gegebenen 

Tanp^ente  von  einem  gegehenen  Punkt  an  einen  Punktes  einsetzt. 

ÄSen"e"  ?on  ^  ^''71  f  ^fÄ     ^«  Länge  der  Tangente  vom  Punkte 

an  SteUe  der  laufenden  Koordinaten  diejenigen  ^  —  ^j  V  —  '^  ^^  ^^'^  KreiS : 
des  gegebenen  Punktes  substituiert  (siehe  Auf-  x^-X-y^  —  2Ä:a;-f-<J^  =  0, 

^*  ^     ^  oder    der   Halbmesser    des    gesuchten 

Kreises,  ist  also  VÄ*+^. 

Folglich  ist  die  Gleichung  des  ge- 
suchten Kreises: 

•^*+(y-A)'-(A*+<J')  =  o 

oder: 

22)  .  .  .  x»  +  y«— 2Ay  — <J*  =  0. 

Er9i*terang  25.  Verändert  man  in  Gleichung  22)  die  Grösse  &,  so  er- 
hält man  ein  System  von  Kreisen,  welche  sämtlich  jeden  Kreis  des  Systems 
a;*+y*  —  2ia:4-<J^  =  0  rechtwinklig  schneiden.  Die  Mittelpunkte  aller  dieser 
Orthogonalkreise  liegen  auf  der  Potenzlinie  des  gegebenen  Systems. 

Setzt  man  in  der  Gleichung  22)  y  =  0  und  a;  =  +<J,  so  wird  dieselbe 
befriedigt.  Jeder  der  Orthogonalkreise  geht  also  durch  die  Grenzpunkte  des 
gegebenen  Systems  (siehe  Erörterung  21  und  22^.  Folglich  haben  die  Ortho- 
gonalkreise ebenfalls  eine  gemeinsame  Potenzlinie  und  zwar  die  Centrale  der 
gegebenen  Kreise.    Man  erhält  somit  den  Satz: 

Wenn  ein  System  von  Kreisen  mit  gemeinsamer  Potenzlinie 
vorliegt,  so  giebt  es  noch  ein  zweites  System  von  Kreisen  mit 
gemeinsamer  Potenzlinie.  Jeder  Kreis  des  einen  Systems 
schneidet  jeden  Kreis  des  andern  Systems  rechtwinklig.  Die 
Potenzlinie  des  einen  Systems  ist  Centrale  des  andern  Systems, 
die  Grenzpunkte  des  einen  Systems  sind  Schnittpunkte  des  an- 
dern, und  umgekehrt.  Das  eine  System  hat  reelle  Schnittpunkte  und 
imaginäre  Grenzpunkte,  das  andere  imaginäre  Schnittpunkte  und  reelle  Grenz- 
punkte. 

Erörternng  26.  Nach  Erörterung  23  geht  die  Polare  eines  gegebenen 
Punktes  P^  in  Bezug  auf  irgend  einen  beliebigen  Kreis  durch  einen  festen 


Besiehniigen  swisehen  zwei  Kreisen. 
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Punkt  Py  Daher  schneidet  die  Gerade  Pq  P^  den  Kreis  in  zwei  Punkten,  welche 
nach  Anmerkung  44  und  45  zu  Pq  und  P^  harmonisch  liegen.  Man  nennt  solche 
Punkte,  welche  eine  Sehne  harmonisch  teilen,  harmonische  Pole.  Der  Satz 
von  Erörterung  23  kann  daher  so  ausgesprochen  werden: 

Zu  jedem  Punkt  Pq  in  der  Ebene  eines  Systems  von  Kreisen 
mit  gemeinsamer  Potenzlinie  giebt  es  einen  zweiten  Punkt  P^, 
welcher  mit  ihm  zusammen  ein  harmonisches  Polpaar  in  Bezug 
auf  jeden  Kreis  des  Systems  bildet  Die  Verbindungsstrecke  der 
beiden  harmonischen  Pole  wird  von  der  Potenzlinie  halbiert. 

Die  Beziehungen,  welche  zwischen  den  Koordinaten  a?^,  y^,  und  a?i,  y^  zweier 
harmonischen  Pole  bestehen,  sind  nach  Erörterung  23  folgende: 

23)  f  ^0  +  ^1  =  0 

Es  erhebt  sich  nun  die  Frage ,  ob  auf  jeder  Geraden  in  der  Ebene  des 
Systems  zwei  Punkte  sich  finden  lassen,  die  harmonische  Pole  in  Bezug  auf 
jeden  der  Kreise  des  Systems  sind.  Dass  dies  im  allgemeinen  möglich  ist,  er- 
kennt man  daraus,  dass  die  Bedingung  der  harmonischen  Pole  zwei  Gleichungen 
enthält,  die  Bedingung,  dass  jeder  dieser  Pole  auf  der  gegebenen  Geraden  liegt, 
schliesst  wieder  zwei  Gleichungen  ein ;  man  hat  somit  vier  Gleichungen  fär  die 
vier  Unbekannten  Xq,  y^j  ^i>  Vv 

Aufgabe  32.  Auf  einer  gegebenen 
Geraden  die  beiden  Punkte  aufzusuchen, 
welche  in  Bezug  auf  jeden  Kreis  des 

Systems  mit  gemeinsamer  Potenzlinie  Anflösniig.  Die  Gleichung  der  ge- 
harmonische Pole  sind.  gebenen  Geraden  sei: 

xcosa-\-'y  sin  a  — p  =  0. 

Sollen  die  harmonischen  Pole  x^,  y^j- 
x^y  yi  auf  dieser  Geraden  liegen,  so 
müssen  (siehe  Anmerkung  53)  folgende 
Gleichungen  bestehen: 


Figur  54. 


Xq  cosa  -\-yQsina^=Py 
x^  cosa  '{-yj^sina=p, 

^0  +  ^1         =ö, 

^o^i+yoyi     =— <J*- 

Aus  den  beiden  ersten  Glei- 
chungen erhält  man  unter  Be- 
nützung der  dritten  durch  Ad- 
j  dition  und  Subtraktion: 

,       _      2p 

Vo-t-yi—  sf^^ 


X, 


X, 


=  —  tga. 

yo—Vi 

Setzt  man  daher: 
Xq  —  0?!  =  sina^Oj 
yQ  —  yi  =  cosa'(jj 
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SO  wird: 


Xq  =  —  —  O'Stna, 


24) 


^1  = 


o*9ma. 


_     V 


^^        stna     '    2 

P  1 

^^        sina 


Setzt  man  diese  Aasdrficke  in  die 
vierte  der  obigen  Gleichungen  ein,  so 
wird: 


1 


G^cos^a  =  —  <J*, 


1 .« -  ^* 

4  strra 


2  V    ««*a    ' 

daher: 

a^o  t=  —  Yp^J^s^sin^a^ 


Anmerkung  54.  Um  za  einer  geometrischen  Deutung  des  Resultats  von  Aufgabe  32  za 
gelangen,  setze  man  voraus,  dass  die  Schnittpunkte  des  Systems  reell,  also  6^ 
negativ  sei  (s.  Erörterung  22),  dann  ist  (siehe  Figur  54): 

_^! ,«=(_£_+,)(_Ji — A 

stfir  a  \  8tn  a    '     /  \  stn  a         J 

Da  ^  das  Lot  OB  vom  Ursprung  auf  die  Gerade,  <^a  der  <^  XOB  ist,  so  ist 

— ~-  der  Abschnitt  0-B  auf  der  Y-Achse,  ±0  sind  die  Ordinaten  OC  und  OCi 
der  Schnittpankte,  also  ist: 

-^^'-b'^  =  {BO-{'OC){BO'-OC)  =  BC'BC^. 

Dies  ist  aber  nichts  anderes,  als  die  Potenz  des  Punktes  B,    TrSgt  man  mm  die 
Wurzel  aus  dieser  Potenz  von  B  auf  der  Geraden  nach  Pq  und  P|,  so  ist: 

>2 


BF^  =  BF^  = 


r 


sin^  a 


—  «2. 


Daher  sind  die  Abscissen  PqPq  und  P^p^  der  Punkte: 


Fq  und  Pj  =  ±  sin  a  y  — r-g 6-  =  ±  Vp^  —  Ö^  sin'^  a  =  Xq  bezw.  Xy 


Besdehimgeii  swisehen  zwei  Kreisen. 
Figwt  55. 
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Da  aber  die  Potenz  eines  Punktes  in  Bezog  auf  einen  Kreis  gleich  dem  Quadrat 
der  Tangente  ist,  so  ist  BP^  Tangente  an  einen  Kreis  des  Systems. 

Man  erhält  also,  bei  reellen  Schnittpunkten,  die  harmonischen  Pole, 
welche  auf  einer  Geraden  liegen,  wenn  man  durch  die  Schnitt- 
punkte diejenigen  zwei  Kreise  legt,  welche  die  gegebene  Gerade 
berühren.    Die  Berührungspunkte  sind  die  harmonischen  Pole. 

Setzt  man  jedoch  die  Schnittpunkte  imaginär  voraus,  d.  h.  ist  d^  positiv,  so 
werden  (siehe  Figur  55)  die  Grenzpunkte  G  und  G^  reell  und  es  ist  (siehe  Er- 
örterung 21)  OG  =  OG^  =  +  ö,  nach  dem  Vorigen  ist  0B=     ^ 


stna 


also  ist: 


^        stna         »     stnr  a    '  ' 

Man  erhält  also  in  diesem  Falle  die  harmonischen  Pole,  wenn  man  BG  von  B  aus 
nach  beiden  Seiten  auf  der  Geraden  abträgt.  Der  Kreis  P^,  (r,  (7^,  P^  schneidet 
aber,  da  er  durch  die  Grenzpunkte  geht  und  sein  Mittelpunkt  auf  der  Potenzlinie 
liegt,  jeden  Kreis  des  Systems  rechtwinklig,  also  auch  diejenigen  beiden  Kreise, 
wdche  durch  Pq  und  P|  gehen,  folglich  ist  Pq  P^  an  diesen  Kreis  Tangente. 
Die  oben  angeführte  Konstruktion  der  harmonischen  Pole  gilt 
also  auch  für  imaginäre  Schnittpunkte. 

Anmerkung  56.  Die  harmonischen  Pole  werden  imaginär,  wenn  im  Falle  reeller  Schnitt- 
punkte, wo  d^  negativ  ist,  p^  —  ö^  sin^  a  negativ  ist,  d.  h.  wenn  Punkt  B  zwischen 
C  und  Ci  liegt.    In  allen  andern  Fällen  sind  die  beiden  harmonischen  Pole  reell. 

Erörterung  27.  Da  nach  Erörterung  26  auf  jeder  Geraden  in  der  Ebene 
des  Systems  der  Kreise  mit  gemeinsamer  Potenzlinie  zwei  Punkte  (reell  oder 
imaginär)  sich  finden,  welche  zu  den  Schnittpunkten  der  Geraden  mit  irgend 
einem  Kreis  des  Systems  harmonisch  liegen,  so  folgt  mit  Rücksicht  auf  Teil  I, 
Erörterung  69,  dass  die  Schnittpunkte  einer  beliebigen  Geraden 
mit  den  Kreisen  eines  Systems  mit  gemeinsamer  Potenzlinie 
eiue  involutorische  Punktreihe  bilden,  deren  Doppelpunkte  die- 
jenigen beiden  Punkte  sind,  in  welchen  die  Gerade  von  Kreisen 
des  Systems  berührt  wird. 

Da  jedoch  bei  der  Definition  der  involutorischen  Punktreihe  durch  das 
harmonische  Verhältnis  jedes  Punktepaars  zum  Doppelpunktepaar  in   Teil  I 
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zunächst  nur  Ponktreihen  mit  reellen  Doppelpunkten  vorausgesetzt  waren,  so 
soll  der  obige  Satz  auch  direkt  bewiesen  werden. 

Anmerkung  66.     Sind  Xq^^qI  ^nVi  ^®  Koordinaten  zweier  ganz  beliebigen  Punkte, 
X  =  — ^-   ,  .  ^  ,  y  =      -   ,  ,       diejenigen  eines  Pnnktes  auf  ihrer  VerbindmigB- 

1  -p  A  1  -p  K 

geraden,  80  erhält  man  für  die  Schnittpunkte  dieser  Verbindungsgeraden  mit  dem 
Kreis  a^-^-y^  —  2  Ära?  +  ^^  =  0  die  quadratische  Gleichung : 

V  +  yo'  +  ö'  — 2^'^o  +  2X[:roa;,  +  yoyi  +  «'-^'(-^o  +  ^i)] 

Sind  nun  X  nnd  u  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  und  setzt  man  zur  Ab- 
kürzung: 

^  =  V  +  yo'  +  «'»     B  =  x,^  +  y,^  +  d^ 

C  =  2{x^x^-{-y^y,  +  d% 
dann  ist: 


25)  .  .  . 


^C  +  2k{x^  +  x;)  Ä  -  Ux^ 


Für  einen  zweiten  Kreis  des  Systems :  x^'\-y^-^ö^  —  2k^x  =^0  erhält  man 
die  Parameter  X^  und  ^L,,  für  welche: 

1     .2  —C+2k,(x^  +  x,)  \A'^2k,x^ 

^i-r^i—  ß^2k^x,  '     ^'^^'^   B  —  ^k.x,' 

und  ebenso  für  einen  dritten  Kreis  ^^4"^^  +  ^^  —  2^,0:  =  0  die  Parameter  Xr 
und  X4,  für  welche: 

'^"T"^*—  B  —  2k^x^         '     ^8^4—   B'-2k^x^ 

ist    Nun  findet  man  durch  leichte  Rechnung: 

AlA,(X3  +  X,)-X3X,(Xi  +  A,) 

__  (A-2k,x^)[--C+2k^(x^  +  x,)]^(A^2k^x^)[^C+2k,ix^  +  x;)] 

{B-^2k^x^iB—2k^x;i 
_     —2(k^  —  k^){AxQ-^Äx^  —  CxQ^ 
~"  (^B—2k^x^(B—'2k2x;)  ' 

(^  ~  2A:,a:^0  (Jg  -  2 ÄTaa:,)  -(Ä-  2k^x^)  {B  -  2l',x,) 
A1A2      A8A4—  (B  — 2Ä:ia:i)(5  — 2^:20:1) 

__  2(^|--A;g)(^gi  — ^a?o) 
""  (-B  —  2Xriiri)  (B  —  2A?2a:iy 

(^1  +  ^2) -(^8  +  ^4) 

(B  — 2^10-1)  (5  — 2^2iCi) 

—   2  (^1  —  ^2)  (-5^0  +  ^^Ti  —  C7j?i) 
■~      '  (B  —  2  A?!  ari)  (B  —  2  k^x^       * 
daher  ist: 

^1^2  (^8  +  K)  -  ^8^4  (^1  +  ^2)  -  a  +  i^)  (^1^  -  ^8^4)  +  ^P^  [(^1  +  ^2)  -  (^3  +  ^i)] 

Der  Klammerfaktor  verschwindet  aber,  wie  sich  durch  Ausrechnen  leicht 
nachweisen  lässt    Daher  ist: 

26)  .  .  .  X,X,(X3  +  XJ~X8X,ai  +  X2)-(X  +  M)(X,A,-X3^,) 


Beziehungen  zwischen  zwei  Kreisen.  ^27 

nnd  dies  ist  die  Bedingang  dafür,  dass  die  sechs  Schnittpnnkte  eine  Inyolation 
bilden  (siehe  Teil  I,  Erörterung  70). 

Anmerkung  67.  Dorch  den  in  Anmerkung  56  geführten  Beweis  ist  zugleich  das,  was 
in  Tdl  I,  Erörterung  59  zunAchst  nur  von  der  hyperbolischen  Involution  gesagt 
wurde,  für  jede  involutorische  Punktreihe  bestätigt  Eine  Punktreihe  ist 
involutorisch,  wenn  sich  auf  ihr  zwei  reelle  oder  imaginäre 
Punkte  befinden,  welche  zu  jedem  Punktepaar  der  Eeihe  har- 
monisch liegen. 

Aufgabe  33.  Die  Koordinaten  des  Potenzponktes  von  drei  gegebenen 
Kreisen  zu  berechnen. 

Auflösung.    Die  Gleichungen  der  drei  Kreise  seien: 

S,  =  (a:-a,)«  +  (y  -fe,)*- V  =  0, 

S,  =  (x^a,y  +  {y-b,y-r,^  =  0. 

Dann  sind  nach  Erörterung  19  die  Gleichungen  der  drei  Potenzlinien, 
deren  gemeinsamer  Schnittpunkt  der  Potenzpunkt  ist :  S^  —  Sg  =  0,  S^  —  Sj,  =  0, 
S,  — Si  =  0,  oder: 

Der  Schnittpunkt  der  zwei  ersten  Potenzlinien  hat  dann  (siehe  Erkl.  43) 
die  Koordinaten: 

l^  =  [«  +  h^-  r,")  (h  -  h)  +  (a,«  +  6,«  -  r,')  (b,  -  b,) 

+  («2*+ts'-V;(6i-'^2):2K(t.-68)+«2('^s-^)+«s('^i-'^2)], 


27) 


Erkl.  48.    Nach  Teil  I,  Aufgabe  19  erhält  man: 

+  V  -  fts*  -  r,^  +  *-8«)] :  4  [(a,  -  a,)  (6,  -  h,)  -  (a,  -  a.)  (6,  -  6,)], 
y=[-2(a,-a,)(a,2-a,«  +  V-6,«-r,2  +  r,2)  +  2(a,-a,)(a,2-a,2 

+  V  -  V  -  r,^  +  V)] :  4  Ko,  -  a,)  (5,  -  b,)  -  (a,  -  a.)  (6,  -  h,)]. 
Der  Zähler  in  x  lässt  sich,  abgesehen  vom  Faktor  2,  schreiben: 

(«1*  +  h^  -  n«)  (6,  -  6.)  +  (a,2  +  V  -  r,2)  (5»  -  K)  +  ca,^  +  h^  -  n«)  (^  -  ^.)- 
Der  Nenner  wird,  abgesehen  vom  Faktor  4: 

«4  {\  —  2»,)  +  a,  (6,  —  6J  +  ttj  (6i  —  6,). 

Anmerkung  68.  Zieht  man  vom  Potenzpunkte  der  drei  Kreise  an  diese  die  Tangenten, 
80  sind  dieselben  nach  der  Definition  der  Potenzlinie  und.  Erörterung  20  einander 
gleich.  Beschreibt  man  also  mit  dieser  Tangente  als  Halbmesser  um  den  Potenz- 
punkt einen  Kreis,  so  schneidet  er  die  drei  gegebenen  Kreise  rechtwinklig.  Man 
nennt  ihn  den  Orthogonalkreis  oder  Potenzkreis  der  drei  gegebenen  Kreise. 
Seinen  Halbmesser  erhält  man,  wenn  man  die  Koordinaten  des  Potenzpunktes  an 
Stelle  der  laufenden  Koordinaten  in  die  Gleichung  eines  der  gegebenen  Kreise  ein- 
setzt (siehe  Erkl.  42).    Weitere  Sätze  fiber  Potenzpunkt  und  Potenzkreis  siehe  unten. 

Aufgabe  34«  Die  Bedingang  anza- 
geben,  unter  welcher  zwei  Kreise  ein-        *    -,..  x    tx-    i-n  •  i.  j 

ander  rechtwinklig  schneiden.  ^  Auflösung  L   Die  Gleichungen  der 

Kreise  seien  in  der  Normalform: 
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S,  =  (a;-a,)«+(y-6,)«-V  =  0, 
8,  =  {x-  a,y-\-(t,-b,y-r,'  =  0 

gegeben.  Sollen  die  ^eise  einander 
rechtwinklig  schneiden,  so  mnss  nach 
Erörterung  20  der  Halbmesser  des  einen 
Kreises  Tangente  an  den  andern  sein. 
Wenn  man  also  die  Koordinaten  des 
einen  Mittelpunktes  in  die  Gleichung 
des  andern  einsetzt,  so  muss  cUe  linke 
Seite  gleich  dem  Quadrat  des  Halb- 
messers vom  andern  Kreis  sein  (siehe 
Erkl.  42).    Also  muss: 

(«i-«.)'-f(ti-t2)*-V  =  V 
sein,  oder: 

28)  .  .  ,  K-a,)«  +  (6,-6,)«-(V  +  V)  =  0, 

oder: 

29)  .  .  .  D«  =  r/4-r 


2 


2 


Dies  drückt  geometrisch  nichts  anderes 
aus,  als  dass  die  beiden  Halbmesser  und 
die  Centrale  ein  rechtwinkliges  Dreieck 

Erkl.  44.    Nach  dem  Satz  des  Pythagoras  ^"^^^  (^'^^^  ^rkl.  44). 
ist  in  einem  rechtwinkligen  Dreieck  das  Qua-        Auf  lösnng  11.    Wenn  die  Gleichun- 

drat  der  Hypotenuse  gleich  der  Summe  der  gen  der  Kreise  in  der  allgemeinen  Form: 

Quadrate  der  Katheten.  »_1_2_l        -\h     _L      a 

^*+y*+«2^+*2y+^2  =  ö 

gegeben  sind,  so  sind  nach  Aufgabe  17 
die  Koordinaten  des  Mittelpunktes  und 
K  M  Iß    TT      •  ^  ^*^  Quadrat  des  Halbmessers : 

Erkl.  45.    Es  wird:  _    _         für  den  ersten  Kreis:     für  den  zweiten  Kreis: 


«,«  +  ^« 


2     '  2 


2 


4  ^^■"^«»  1   ,  1      i 

oder:  o  ^1  5" ^2 


1   ,    „  .  ,  „.   .    1  ,    .  .   ,  „.       1 


2     '  2 

2 


4-K«+V)+:f(«,*+V)-y(ai«a+M2)  V  +  V         ^  <^2^  +  h 


C,  -^2 


daher  wird  die  Bedingungsgleichung  28) 
°'"=       «  . -u .  *.  =  . ..  -L .  ^  Wer  (siehe  Erkl.  46) : 

30)  .  .  .  0^108  +  61^2  =  2  (Cj-f- ^i)- 


»i«j  +  ^2»,  =  2(c,  +  c,) 


Aufgabe  35.  Die  Bedingung  anzu- 
geben, unter  welcher  zwei  Kreise  ein- 
ander unter  gegebenem  Winkel  schneiden.       Auflösung  L    Die  Gleichungen  der 

Kreise  seien  in  der  Normalform  gegeben, 

Erkl.  46.    Unter  dem  Winkel ,  den  zwei  der  Winkel,  unter  welchem  sie  einander 

einander  schneidende  Kreise  bilden,  versteht  schneiden  (siehe  Erklärung  46),  ist  dann 

man  denjenigen,  welchen  ihre  Tangenten  im  ^^"."Y^***!^"  v^*^*;^^  •"*«^"**6  ^^/>       „ii. 

Schnittpunkt  bilden ,  wobei  man  voranssetat,  gleich  demjenigen  zwischen  ihren  Halb- 

dass  die  Kreise  nach  einerlei  Richtung  um-  messern  nach  dem  Schnittpunkt,  er  sei 
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Der  ausführliche  Prospekt  und  das  ausführliche  In- 

haltsyerzeichnis  der  ^yoUstandig  gelösten  Aufgabensammlung 
von  Dr.  Ad.  Kleyer^  kann  von  jeder  Buchhandlung,  sowie  von 
der  Yerlagshandlung  gratis  und  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

'  1).  Jedes  Heft  ist  anfgeschoitten  nnd  gut  brochiert,  rnn  den  sofojrtigen  und  dauern- 
den Oebranch  zn  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtlgangen 
nnd  Erklftningen  am  Schiasse  desselben. 

3).  Anf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden.  * 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  za  dem  Abonnementspreise  von  25  Pfg.  pro  Heft. 

5).  Die  Seihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  aus  dem  Prospekt  ersichtlich,  ohne  jede  Bedeutung 
fflr  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  pnthält  Alles,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  tüi*  Schüler  aller  Schulen,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  Torzfigliohste  Lehrbuch 
sum  Selbststudium»  das  vortrefflichste  Nachsohlagebuch  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


Das  vollständige 

Inhaltgyerzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  Über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Druck  von   Carl   Hammer  in  Stuttgart. 
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Aufgaben  -  Sammlung 
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mit 

An^be  nnd  EntwicUnng  der  benutzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  snd  Antworten 

erläutert  durch 

I  viele  Holzschnitte  &  lithograpL  Tafeln, 

S  aus  allen  Zweigen 

I  der  Be^dienkunst)  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  u.  sphärischen 
I  Trigonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  u.  höheren  Mathematik  (höhere  Analysis, 
Differential-  u.  Integral- Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Raumes  etc.);  — 
aus  allen  Zweiiren  der  Physik,  Mechanik,  Graphostatik,  Chemie,  Geodäsie,  Nautik, 
matkenat«  Geographie,  Astronomie;  des  Maschinen-,  Strassen-,  Elsenbahn-,  Wasser-, 
Brilekea-  n«  Hochhaa's;  der  Konstraktionslehren  als:  darstell.  Geometrie,  Polar-  u. 

Parallel-PerspectlTe,  Schattenkonstmktionen  etc.  etc. 

für 

Schüler,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 

zum  einzig  riditigen  und  erfolgreichen 

Stadium     zur  Forthülfe  bei  Schularbeiten  und  zur  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 
herausgegeben  von 

Dr.  Adolph  Kleyer, 

Mathematiker,  vereideter  kOnigl.  preass.  Feldmesser,  vereideter  grossh.  hessisclier  Oeometer  I.  Klasse 

in  Frankfurt  a.  M. 

unter  Mitwirkung  der  bewährtesten  Kräfte. 
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Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881, 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  ähnliches  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3—4 
Heften  zu  dem  billigen  Preise  von  25  ^  pro  Heft  und  hringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Anfgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik,  Physik^ 
Mechanik^  math.  Geographie^  Astronomie,  des  Maschinen-,  Stras^en^,  Elsenbahn-, 
Brücken-  nnd  Hoehbanes,  des  konstrnktJTen  Zeiehnens  etc.  etc.  und  zwar  in  Tolbtindig 
gelöster  Form,  mit  Tlelen  Figuren,  Erklämngen  nebst  Angabe  und  Entwickelnng  der 
benutzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  gr9ssere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  In  ihrer  Gesamtheit  erglänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  nngel^ten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titel b]att,,Inhalt8Teneich- 
nis,  Berichtigungen  und  erläntemde  Erklärungen  Aber  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Bealschnlen  I.  and  II«  Ord«,  gleieh- 
berechtigten  höheren  BOrgerschnlen,  PrlTatschnlen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro- 
gymnasien, Schnllehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Bangewerksehnlen, 
Gewerbeschnlen,  Handelsschulen,  techn,  Yorbereltongsschulen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  Universitäten,  Land-  nnd  Forstwissenscbaftsschnlen, 
Militärschnlen ,  Yorbereitnngs-Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Einjährig-Frei- 
willige- nnd  Offlziers-Examen,  etc. 

Die  Schüler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese,  Schritt  fflr  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  nnfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stttt-ae  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  zum  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  yerwerten.  Lust,  Liebe 
und  TerstUndnis  für  den  Schul-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  urd  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Bernfs- 
zweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namon 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.,  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  der^n  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart.  Die  Yorlägsliaiidliiiig« 
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taufen  werden  nnd  die  Tangenten  diese  Rieh-  =  a.    Die  Halbmesser  )\  und  r^  und  die 

lung  hahen.  Centrale  D  bilden  ein  Dreieck,  in  wel- 

chem nach  einem  bekannten  Satz  der 
Trigonometrie  (s.  Erkl.  47): 

D*  =  r^*  -|-  r^^  —  2^1  Tg  cosa 

ist.  Setzt  man  für  D*  seinen  Ausdruck 
in  den  Koordinaten  der  Mittelpunkte, 
so  muss: 

31)  .  .  .  ia^  —  a^y-{-{b^  —  b^y  =  r^^'\'r^^—2r^r^€08a 

sein. 

Auflösung  II.   Sind  die  Gleichungen 
der  Kreise  in  der  allgemeinen  Form  ge- 
**  geben  : 

Erkl«  47.    Nach  einem  hekannten  Satz  der  2_i2_i  _j_7,i_      n 

Trigonometrie    (siehe    Kleyer,    Lehrbuch    der  ^  -ry  -T  «i^-r^iy-j-^i  —  ^> 

ebenen  Trigonometrie)  ist :  x^  -{-y^  -j-  a^x^b^y  -{'  c^  z=:  0, 

a2=:bi  +  c^-2hecosa.  g^  ^j^fl  flie  Gleichung  31)  unter  Be- 

rücksichtigung  der  in  Aufgabe  30  an- 
geführten Werte  für  die  Koordinaten 
der  Mittelpunkte  und  für  die  Halb- 
messer : 

32)  .  .  .  a.a^^b^b^  —  2(Ci  +  c^)  =  cosa.  V(a,*  +  &i*  -  4c^) (^2«  +  V  -  ^^2) 

Aufgabe  36.     Die  Bedingung  an- 
zugeben,   unter   welcher    zwei  Kreise 

einander  berühren.  Auflösung.      Der    Winkel,    unter 

,  ^,  ^_       welchem  die  Kreise  einander  schneiden, 

BrkL  48.    Es  ist  zunächst  nach  Gl.  82):      ^^^gg  ^  q  ^^^^  ^  Ig^o  g^j^.  ^^  ^^g^^j^ 

gig»  +  ^^«  — 2(c,  +  c,) jijjlg  jjgjjjj^  jjjgjj  ^g  Berührung  eine 

=  "/(«i^H-^*  — 4ci)(a,2+&j2)  — 4cj)  innere,  im  andern  Falle. eine  äussere. 
^^®''*  Nach  Aufgabe  31  muss  also: 

K««+^N)«-4(a,a,  +  M,K^^^  j^a.ch  Aufgabe  31  muss  also: 

- 4c, (»,«  +  6,«)  —  4c, (ai2  +  V)  X>  =r,  ^-i^  +2rir. 


+  I6C1C,,  oder: 


2 


ö.  (»1  —  «»)  +  2»2  (^1  —  ^a)]        spin    d   h  • 


33)  .  .  .  D  =  r^:fr 


2 


oder: 

oder:  Im  Falle,  dass  die  Gleichungen  der 

4  (c,  —  c,)2  -|-  4  (aj  —  o,)  (aj  c,  —  a,  c,)  Kreise  in  der  allgemeinen  Form  gegeben 

+4(6,  — 6,)(d,c,-5,c,)=:(a,&,-a,6,)2.  sind,  Wäre  (siehe  ErkL  48): 

34)  .  .  .  4(Ci  — Cg)*  +  4(ai  — 02)(aiCs,  — agCi)  +  4(*i  — *2)(fti^2  — ^2^1) 

=  («1^2  — «2  ^)*- 

Erörterung  28.    Wenn  D  =  (r^±  r^)  ist,  so  ist : 
3S).  .  .  (r,»-r,«  +  Z)y-4DV  =  [V-r,«  +  (r,±r,)^«-4r,*(r,  +  r,)« 
=  (2r,«  ±  2rir,)«  -  4r,»  (r,  ±  r,)*  =  4r,«  (r,  ±  r,)«  -  4r«(r,  ±  r,)«  =  0, 

also  nach  Erörterung  22  d  =  0,  d.  h.  die  Ordinate  der  Schnittpunkte,  bezogen 
auf  die  Centrale  als  X-Achse  wird  0,  die  Kreise  schneiden  somit  einander  auf 
der  Centrale  und  man  hat  den  Satz: 

Grane,  Analytisohe  Geometrie  der  Ebene.    II.  9 
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Wenn  zwei  Kreise  einander  berflhren,  so  liegt  der  Berfih- 
rungspunkt  auf  der  Centrale  und  diese  ist  gleich  der  Summe 
oder  Differenz  der  Halbmessser. 

Die  Potenzlinie  wird  dann  zur  gemeinsamen  Tangente  im  Berfihrungs- 
punkte.  Die  Gleichungen  aller  Kreise,  welche  einander  im  gleichen  Punkte 
berflhren,  sind,  auf  die  gemeinsame  Centrale  und  die  Tangente  im  Berührungs- 
punkte als  Achsen  bezogen,  durch: 

36)  .  .  .  x^-^y^  —  2kx=z0  gegeben. 

Die  Grenzpunkte  des  Systems  aller  Kreise,  welche  einander  im  gleichen 
Punkte  bertthren,  fallen,  da  d  =  0  ist,  in  dem  Berührungspunkt  zusammen,  da- 
her hat  auch  das  System  der  Orthogonalkreise  zu  den  gegebenen  Kreisen  diesen 
Punkt  als  gemeinsamen  Berührungspunkt 

Aus  den  Gleichungen  24)  folgt ,  wenn  man  darin  d  =  0  setzt ,  dass  die 
Koordinaten  der  Doppelpunkte  der  involutorischen  Punktreihe,  welche  das  Sy- 
stem aller  einander  in  einem  Punkte  berührenden  Kreise  auf  einer  beliebigen 
Geraden  bildet,  stets  reell  sind.  Ein  solches  System  wird  also  von  jeder  Qieraden 
nach  einer  hyperbolischen  Punktreihe  geschnitten.  Wenn  dagegen  die  schnei- 
dende Gerade  durch  den  Berührungspunkt  geht,  also  in  Gl.  24)  auch  ^  =  0  zu 
setzen  ist,  so  fallen  im  Berührungspunkte  die  beiden  Doppelpunkte  der  Invo- 
lution zusammen.  Die  Involution  wird  also  nach  Teil  I,  Erörterung  71  eine 
parabolische: 

Ein  System  von  Kreisen,  welche  einander  im  gleichen 
Punkte  berühren,  liefert  auf  einer  beliebigen  Geraden  im  all- 
gemeinen eine  hyperbolische,  wenn  die  Gerade  durch  den  Be- 
rührungspunkt geht,  eine  parabolische  Involution. 

Aufgabe  37.    Die  Gleichungen  der 
gemeinsamen  Tangenten  an  zwei  gege-       Auflösung.     Die  Gleichungen  der 
bene  Kreise  aufzustellen.  Kreise  seien  in  der  Normalform: 

S,  =  (x-  a,)2  +  (y-6,)»- V  =  0. 

Dann  ist  nach  Aufgabe  19  die  Glei- 
chung der  Tangente  an  den  ersten  Kreis 
im  Punkte  x^,  t/^i 

(x  — aO(x,  — aj)  +  (y  — 6J(yi  — 6i)-r,«  =  0, 

die   Gleichung   der  Tangente    an  den 
zweiten  Kreis  im  Punkte  x^,  y^: 

(^  — «2)(^2  — «2)  +  (y  — *2)(y2  — ^2)  — ♦•2*  =  o. 

ErU.  49«    Nach  Anmerkung  25  steht  der        Um    die   Koordinaten   x^,  y^,  x^y  y^ 

S,:£TS1Ä?/BÄrunameVÄ  der  Berührungspunlrte  zu  yemeiden  be- 

beiden  Kreisen  paraUel ,  bilden  also  mit  der  Zeichne  man  mit  d-  den  Winkel,  welchen 
positiven  oder  negativen  X-Achse  denselben  der  Berührungsradius  mit  der  positiven 
Winkel  ^,  nach  Teü  I,  Angabe  2  ist  dann:      X-Achse  macht,  SO  ist  dieser  Winkel  in 

^1  —  »1  =  n  ^0«^»  beiden  Kreisen  derselbe,  oder  um  180<> 

yj  — 6i  =  r,m;^,  verschieden  (siehe  ErkL  49),  die  Glei- 

a:,  — a,  =  r,c<w*,  chungen  der  Tangenten  sind  also: 

oder-             y» "  ^»  =  ^»  **'^^'  {x  —  a^  cos»-\- (y  —  tj  sin»  —  r^  =  0, 

a?i  — aj  =  r^co8&,  {x  —  a^  COS» -^-iy —  h^ sind- —  T^  =  0. 

yi  — -  5i  =  r^  sin  9,  Sollen  uuu  diese  beiden  Tangenten 

a:,  --  ttj  =  —  r,  co»*,  dieöelbe    gerade   Linie    darstellen ,    so 

y,  —  ^2  =  ~  r,  8in^,  müsseu,  da  die  Koeffizienten  von  x  und  y 
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Die  Oleichimgen  der  Tangenten  sind  also: 
(x—  a,)riCOt*-|-(y—  5,)ri«t»^  — Tj«  =  0, 

oder: 
(x  —  o,)  rj  eosd'  +  (y  —  ^i)  r^  sind-  —  r^«  =  0, 

(ar  —  a,)  r,  eosS-  +  (^  ■"  ^j)  ^s  **'*^  +  ♦*«*  =  ^* 
Die  Gleichungen  fttr  S-  werden: 

(Oj  —  a^  easd-  -|-  (5,  —  \)  sind-  +  r^  —  r,  =  0. 

("i  —  <»«)  ^^^  +  (*i  ~  ^i)  ww^  +  ^1  +  »"j  =  0* 
Setzt  man  nnn: 


37) 


«i  —  gi 
so  wird: 


=  QCOStpf 


K-fl^+(&i-M  ^^. 


oder: 


also: 


cos  (^  —  y )  + 


n  +  *'>  ■_ 


D 


=  0. 


Jede  dieser  beiden  Gleichungen  liefert  zwei 
Werte  für  *  ~  y . 


in  beiden  Gleichungen  dieselben  sind, 
auch  die  Absolutglieder  gleich  sein,  also : 

a^  cosd-  -[-  6i  sind'  -f-  r^,  = 

ag  cös^  -f-  tg  sind'  +  Tg, 

oder: 

«j  cosd  4"  &!  5m^  -}-  r^,  = 

Og  cos  5-  -|"  ^2  ^'^'^^  —  ^2* 

Jede  dieser  Gleichungen  liefert  zwei 
Werte  für  d,  daher  giebt  es  an  zwei 
Kreise  vier  gemeinsame  Tangenten.  Fär 
das  eine  Paar  haben  die  Berührungs- 
halbmesser in  beiden  Kreisen  die  gleiche, 
für  das  andere  Paar  die'  entgegengesetzte 
Richtung.  Die  Tangenten  des  ersten 
Paares  nennt  man  direkte  oder  äussere, 
die  des  andern  Paares  transversale  oder 
innere  Tangenten. 

Ffir  die  Berührungspunkte  erhält  man 
(siehe  ErkL  49): 

cos{d-ip)  +  ^^^ 


38) 


=  0, 


39) 


.  ^1  ""  ^2 

WO  tffq)  =  -^ ~ 


w, 


a« 


Aufgabe  38.  Die  Gleichung  der 
Sehne  zwischen  den  Berührungspimkten 
des  äussern  und  des  innem  gemein- 
samen Tangentenpaares  an  zwei  Kreise 
au&nstellen. 


40) 


41) 


AufLösnng.   Ersetzt  man  in  Gl.  37) 

die  Grössen  cosd  und  sind  bezw.  durch 
(a?i  -—  a{) :  r^  und  (y^  —  ^i) :  ^i ,  so  erhält 
man  für  die  Berülurungspuiüi^te  x^,  y^ 
auf  dem  ersten  Kreise  die  Gleichung: 

(«1  —  a2)(«i  —  «i)  +  (^i  -  *2)(yi  —  M  +  ^'iC**!  — ^2)  =  0. 

Diese  Gleichung  giebt  mit  der  Glei- 
chung des  ersten  Kreises  zusammen  die 
Koordinaten  x^^  y^  der  Berührungspunkte, 
sie  stellt  also  in  laufenden  Koordinaten 
a?!,  y^  eine  Linie  —  und  zwar,  weil  sie 
vom  ersten  Grade  ist,  eine  Gferade  — 
dar,  welche  durch  die  Berührungspunkte 
geht.  Die  Gleichung  der  Berührungs- 
sehne der  äusseren  Tangenten  im  ersten 
!&eise  ist  also  im  laufenden  Koordi- 
naten x^  y: 

•  («1  —  «2)  (^ — öl) + (*i — ^2)  (y — *i) + ^1  (^1  —  ^2)  =  ö- 

Ebenso  ist  die  Gleichung  der  Be- 
rührungssehne der  inneren  Tangenten 
im  ersten  Kreis: 
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40a)  .  .  .  («1  —  Ö2)(^ 
41a)  •  .  .  («1  —  ö^2)(a; 


Im    zweiten   Kreis    haben    die   Be- 
rfihrnngssehnen  die  Gleichnngen : 

«2)  +  (*i  — *2)(y  — *2)  +  ^2(^i  — ^»)  =  0. 

«2)  +  (^-&2)(y-&2)  +  ^2(n  +  ^2)=0. 


Erörterimg  29.  Die  von  x  und  y  abhängigen  Glieder  in  den  Glei- 
chungen der  Berfihrungssehnen  sind  in  allen  den  vier  Gleichungen  40),  41), 
40a),  41a): 

Da  nun  nach  Teil  I,  Erörterung  8  die  Gleichung  der  Centrale: 

(6i  -  62)^  — («1- «2)y4- C^=  0 
ist,  so  folgt  aus  Teil  I,  Aufgabe  17,  dass  die  Berührungssehnen  auf  der  Cen- 
trale sen£:echt  stehen.  Die  Berührungssehnen  sind  aber  nach  Erkl.  34  die 
Polaren  der  Schnittpunkte  der  betreffenden  gemeinsamen  Tangentenpaare,  also 
folgt  mit  Bücksicht  auf  Anmerkung  28,  dass  die  Pole  der  Berührungssehnen, 
d.  h.  die  Schnittpunkte  der  gemeinsamen  Tangentenpaare,  auf  der  Centrale  liegen: 

Die  äusseren  und  die  inneren  gemeinsamen  Tangenten 
zweier  Kreise  schneiden  einander  je  in  einem  Punkte  der  Cen- 
trale. Man  nennt  diese  Punkte  die  Aehnlichkeitspunkte  der  beiden 
Kreise,  und  zwar  den  Schnittpunkt  des  äussern  gemeinschaftlichen  Tangenten- 
paares den  äusseren  Aehnlichkeitspunkt,  den  Schnittpunkt  des  innern 
gemeinschaftlichen  Tangentenpaares  den  innern  Aehnlichkeitspunkt  (siehe 
Figur  56). 

Figur  66. 


Die  Gleichungen  40)  und  40a)  stellen  also  die  Polaren  des  äussern, 
die  Gleichungen  41)  und  41  a)  die  Polaren  des  innern  Aehnlichkeits- 
punktes  in  beiden  Kreisen  dar. 

Aufgabe  39.    Die  Koordinaten  der 

Aehnlichkeitspunkte  zweier  Kreise  an-  ^  .  ,  ,.    ^      ^. 

zugeben.  Auflösimg.    Smd  f ;  ij  die  Koordi- 

naten des  äussern  Aehnlichkeitspunktes, 
^,  r(  diejenigen  4^8  innern,  so  ist  nach 
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Aufgabe  21  die  GleichuDg  der  Polare 
von  I,  ri  in  Bezug  auf  den  ersten  Ereis: 

ErU.  60.    Es  mnss  sein :  (x  —  a^)  (^  —  »i)  +  (y  —  ^i)  (ij  —  ^i) 

I—  a,  =  <r(aj  —  a,),  —  Tj*  ^  0; 

1,  —  ij  =  <r  (6,  —  &,),•  g^ll  ^iggg  Gleichung  identisch  sein  mit 

—  öl  (f  -  «i)  -  i'i  (»?  —  &i)  -  n*  GL  40)  von  Aufgabe  38,  also  mit: 

Setzt  man  die  beiden   ersten  Gleichungen  i~  *'i  vi       ^2)  —  ^j 

in  die  letztere  ein,  so  erhält  man:  gO  muss  (siehe  ErkL  50): 


also: 


—  r^  —  air^—  r,),  /     ^  ^^^^  —  ^^^.^ 

J  n  — ^2 


Oj  —  a 


f-«i  =  ~'-i74rr-»  42)  .  .  . 


n-»*« 


_Vv--*i^ 


^«-^.  n=      n-r. 


«1  (n  —  r;)  —  r,  (aj  —  a,)  Sein.   Aualog  erhält  man  für  die  Koor- 

f  =  — — ' — r,—r.    ^'         dinaten  des  innem  Aehnlichkeitspunktes 

aus  der  Identität  von: 


1     '1 

V  — 


oder: 


n-**! 


1=   ^«^»-^1^»  mit 


— V  =  o 


n  — ^ 


_    &,r,  — 5ir, 


(«1— «2)(^  — öi)+(*i— *2)(y— ^) 


^=     V;^,,     >o<^^^^  +r,(r,  +  r3)  =  0 


f  = 


»•1 


die  Werte: 

f  w_««»'i4-«i*'* 

43)  .  .  . 

^            n+'-s 

^  =^ 4^ — •  Aus  Teil  I,  Aufgabe  12  folgt,, dass 

^  — ^r  der  äussere  und  innere  Aehnlichkeits- 

^  punkt  die  Centrale  aussen  und  innen 

nach  dem  Verhältnis  r^:r^  teilen. 

Sind  Ol  und  0^  die  beiden  Mittel- 
punkte, A  und  A'  die  Aehnlichkeits- 

Erkl.  51.     Die   Aehnlichkeitspunkte  teilen  ^  ^  rk    a   n    a 

die  Centrale  aussen  und  innen  im  Verhältnis  0^  ^1:0^^  =  r^  :r2, 

der  Halbmesser.  0,  ^' :  O3  ^'  =  r^ :  r^. 

Ist  y*!  >  r,,  so  liegen  daher  beide 
Aehnlichkeitspunkte  näher  bei  0^. 

Erörterang  30.  Zieht  man  (siehe  Figur  67  und  68)  von  den  Mittel- 
punkten zweier  Kreise  0^  und  0,  aus  parallele  Strecken  O^P^  und  O^P^^ 
welche  sich  verhalten  wie  die  Halbmesser  r^  und  r^  der  beiden  Kreise,  so  nennt 
man  die  Endpunkte  P,  und  P^  homologe  Punkte  der  beiden  Kreise,  und 
zwar  äussere  homologe  Punkte,  wenn  die  Radienvektoren  0^ P^  und  O^P^ 
gleiche,  innere  homologe  Punkte,  wenn  die  Eadienvektoren  OjP^  und 
O2P2  entgegengesetzte  Richtung  haben. 

Nadi  dieser  Definition  ist  also  O^P^^^a^r^,  O^P^  =  cr^;  ist  *  der 
Winkel,  welchen  O^P^  mit  der  X-Achse  bildet,  und  sind  a^,  b^  die  Koordinaten 
von  Oj,  aj,  62  diejenigen  von  0^,  so  ist  für  äussere  homologe  Punkte: 
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Figur  67. 


Fig^  58. 


44)  .  .  . 


a?!  =  a^  -)-  ar^  cos&y    a:,  =  a^  -f-  er  r^  cosd-y 

dagegen  fOr  innere  homologe  Pnnkte: 

a?j  =  ai  -f-  cm  008^,    iCg  ==  a,  —  ar^  cosd-j 
yi  =  6i  +  crri  sind-y     yg  =  i,  —  ar,  sin*. 

Homologe  Strecken  nennt  man  die  Yerbindongsstrecken  homologer 
Pnnktepaare.  Bilden  die  Badienvektoren  zweier  homologen  Panktepaare  mit 
der  Achse  die  Winkel  &  nnd  &'  bezw.  »,  ^  nnd  1800-f-*,  ISOO-j-d',  so  ist 
das  Quadrat  der  Yerbindungsstrecke  im  Kreise  0^: 

{X'-aff-^-iy  —  yy  =  a^ r^' -[(cos»  — cosd^^ -{-(sind'  — sin^^j   • 
dagegen  im  Ereis  0^: 

a^r^^  {{cos»  —  co8d^^  +  (stn»  —  sin^y], 
bezw.: 

oW  [(cosd^  —  cos»y  +  (sind''  —  sin&y]. 

Homologe  Strecken  verhalten  sich  also  wie  die  Halbmesser, 
ber  Winkel,  welchen  die  Verbindungsgerade  der  Pnnkte  a?,  y;  a^,  y'  mit  der 
X-Achse  bildet,  ist  gegeben  dnrch: 

Der  Winkel,  welchen  die  Yerbindungsstrecke  der  äusseren  homologen  Punkte 
im  andern  Kreise  bildet,  ist  durch  dieselbe  Formel  bestimmt,  wogegen  der 
Winkel  d^  Yerbindungsstrecke  der  inneren  homologen  Punkte  durch: 
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cosd-  —  C08d^   

sin»  —  siny  ~  ^""^ 

bestimmt  ist    Man  erhält  daher  den  Satz: 

Homologe  Strecken  sind  parallel 

£benso  lassen  sich  die  folgenden  Sätze  beweisen: 

Die  Schnittpunkte  homologer  Geradenpaare  sind  homologe 
Punkte.  Die  Tangenten  in  homologen  Punkten  sind  homologe  Ge- 
raden. Die  Polaren  homologer  Punkte  sind  homologe  Geraden.  Die 
Pole  homologer  Geraden  sind  homologe  Punkte. 

ErSrtenmg  31.  Bildet  man  nach  Teil  I,  Erörterung  8  die  Gleichung 
der  Geraden,  welche  die  homologen  Punkte: 

verbindet,  so  erhält  man: 

X  [(61  —  i,)  +  (T  st«;^  (ri  +  r^)]  —  y  [(«i  —  «2)  +  ^^  ^^«^  (r^  T  rj\ 

-f-  («1  +  ari  cosd)  (ig  ±  ar^  sind)  —  (a^  ±  ar^  cosd)  (bi  4-  ari  sind)  =  0 
oder: 

45)  .  .  .  x{bi  —  b^)  —  y{ai''a2)'\-aib^  —  a^br-\'a[xsind(riTr^) 

—  y  cosd  (n  T  r^)  —  sind  (a^  ri  H-  air,)  -^cosd  (i,  n  T  ^1^2)]  =  0. 
Nach  Teil  I,  Aufgabe  23  ist  dies  die  Gleichung  einer  Geraden,  welche 
durch  den  Schnittpunkt  der  beiden  Geraden: 

^(Pi  —  b^)  —  y{ai  —  a^)'\-aib^  —  a^bi  =  0, 
d.  h.  der  Centrale,  und 

V  nTr^    J  V  n  +  rg     / 

hindurchgeht.  Die  letztere  Gleichung  stellt  aber  nach  Aufgabe  39  eine  Gerade 
dar,  welche  durch  den  AehnUchkeitspunkt  parallel  zum  Radiusvektor  OiPi  ge- 
zogen ist    Man  erhält  somit  den  Satz: 

Die  Yerbindungsgeraden  zweier  äusseren  (inneren)  homologen 
Punkte  geht  durch  den  äusseren  (inneren)  AehnUchkeitspunkt. 

Eine  durch  den  AehnUchkeitspunkt  gehende  Gerade  nennt  man  Aehnlich- 
keitsstrahl. 

Anfgabe    40.      Die    Gleichungen 
zweier  Kreise  auf  einen  Aehnlichkeits- 

pnnkt  als  Kowdinatenursprung  und  die  Aiiflösiiiig.  Liegen  die  Mittelpunkte 
Centrale  als  Z-Achse  zu  beziehen.  ^^^  ^^^jg^  ^^^  ^^^  XAchse ,  so  sind 

ihre  Gleichungen: 

(x-aO'+y«-n«  =  0, 

(^-«.r+y*-^2*  =  o. 

Setzt  man  nan  (siehe  Aufgabe  39): 


a;  =  a:'-[- 


dgri  +  airg 


n  +  r,     ' 
so  wird  (siehe  Erkl.  52): 

ar  —  öl  =  ar == — -.        x  —  a,  =  x'  H «f=^— 

n  +  r^  *  riT  r^ 
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ErkL  52.    £s  wird : 


Die  Gleichungen  sind  daher  bezogen 
auf  den  äussern  Aehnlichkeitspnnkt: 


=  x'  + 


a^r^ 


«in 


n  +  *\ 


a<  —  a. 


=  a?' *-==- 


^i  +  ^i 


46)  .^ 


07  —  a^  =  x*-^ *  '  J-    '  * a. 


=  :.'  + 


=  0.' T -'"' ^''^ 


bezogen  auf  den  ümem  Aehn« 
lichkeitspunkt : 


y*  — V  =  0. 


**!  +  ^  a 


Figur  69. 


Figur  60. 


Erörterung  32.  Wenn  ein  Aehnlichkeitsstrahl  (siehe  Figur  59  und  60) 
die  beiden  Kreise  in  den  vier  Punkten  Pi,  Qi,  P^j  Q^  schneidet,  so  kann  man 
die  Koordinaten  der  Schnittpunkte  leicht  aus  den  auf  den  Aehnlichkeitspunkt 
als  Ursprung  bezogenen  Gleichungen  der  Kreise  finden ;  denn  setzt  man  y  =  tnxj 
so  wird: 


V(l  +  '«*)T2r,-J 


SUc 


Daher  ist: 


+''Q 


D* 


ri  +  r^  "2   1-2  \^(r,  +  r2) 
Xi=Lri'Ai  oder  n-^i, 
X2  =  r^'Äi  oder  r^'Bi,  wo: 


2 


—  l)  =  0. 
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^«  =   il  +  m^ini:r,)  (^ -  Vi>«-(l+-')[i>«-(n-r,)^), 

folglich  sind  die  Koordinaten  der  Punkte  Pi  und  P^  einerseits,  der  Punkte  Q^ 
und  ^2  andererseits  proportional  den  Halbmessern.  Da  auch  die  Abstände  ÄO^ 
nnd  AO^  nach  Aufgabe  39  den  Halbmessern  proportional  sind,  so  folgt  daraus, 
dass  audi  die  auf  die  Ereismittelpunkte  bezogenen  Koordinaten  dieser  Punkte- 
paare im  Verhältnis  der  Halbmesser  stehen,  d.  h.  dass  die  Punktepaare  P^,  P^ 
Qi,  Q^  homologe  Punktepaare  sind: 

Jeder  Aehnlichkeitsstrahl  schneidet  die  Kreise  in  zwei  Paaren 
homologer  Punkte. 

Fasst  man  dagegen  ein  Paar  nichthomologer  Schnittpunkte  ins  Auge,  z.  B. 
Pi  und  Q2,  so  ist  nadh  dem  Obigen: 

ÄQ,  =  -^'AQ,;     AP.^AQ,  =  ^.AP.^AQ,. 

Aber  nach  XJebungsaufgabe  106  und  Erörterung  18  ist  APi^AQi  konstant, 
nämlich  gleich  der  Potenz  des  Aehnlichkeitspunktes  in  Bezug  auf  den  Kreis  0^, 
also  gleidi  AO^  —  r^^^  folglich  ist: 

also  konstant    Den  gleichen  Wert  erhält  man  für  das  Produkt  AQi-AP^^  denn: 
^P2  =  ^.^Pi;  folgHch  AQ,'AP^  =  ^'AP^^AQ,: 

Wenn  ein  Aehnlichkeitsstrahl  die  Kreise  schneidet,  so  ist  das 
Produkt  der  Abstände  zweier  nichthomologer  Schnittpunkte  vom 
Aehnlichkeitspunkt  konstant 

Anmerkung  69.     Da  man  nach  Erörterang  18  die  Gleichong  der  Potenzlinie  zweier 

Kreise  durch  Sabtraktion  ihrer  Gleichungen  in  der  Normalform  erhält,  so  ist  die 

Gleichung  der  Potenzlinie  bezogen   auf   den   äussern   Aehnlichkeitspunkt  [siehe 
Gleichung  46)]: 

bezogen  auf  den  innem  Aehnlichkeitspunkt: 

Bezeichnet  man  das  konstante  Produkt  der  Abstände  des  Aehnlichkeitspunktes 
von  zwei  nichthomologen  Schnittpunkten  eines  Aehnlichkeitsstrahls ,  welches  man 
die  gemeinschaftliche  Potenz  des  Aehnlichkeitspunktes  in  Bezug 
auf  die  beiden  Kreise  nennt,  mit  A;^  so  ist  nach  Erörterung  32: 


k^ 


-^l^((,.^  +  ;.^2-l> 


folglich  ist  die  Gleichung  der  PotenzliniCi  bezogen  auf  einen  Aehn- 
lichkeitspunkt: 

47)  .  .  .  X ^^ ^^  =  0. 

Anmerkung  60.    Zwei  nichthomologe  Schnittpunkte  eines  Aehnlichkeitsstrahls  nennt  man 
wegen  des  Satzes  von  Erörterung  32  potenzhaltende  Punkte. 


138 


Analytische  Geometrie  der  Ebene. 


Figur  61. 


A.--^ 


Erörternng  33.  Zieht  man  (siehe  Figur  61  und  62)  durch  einen  Aehn- 
lichkeitspunkt  A  zwei  AehnlichkeitsstraUen,  von  denen  der  erste  die  homologea 
Punktepaare  Pi,  P^  und  ^i,  Q^,  der  andere  die  homologen  Punktepaare  i?i,  if, 
und  Si,  Sj  liefert,  so  sind  Pi,  Q^  ^^^  Qu  P^j  ebenso  i?i,  S^  und  Si,  R^  Paare 
Ton  potenzhaltenden  Punkten  (siehe  Anmerkung  60).  Nach  Erörterung  30  sind 
dann  die  Sehnen  PiRi  und  PgÄg»  ebenso  QiSi  und  Q^8^^  ebenso  PiSi 
und  P^S^^  ebenso  QiR^  und  Q^R^  homologe  Sehnen,  also  parallel.  Da  aber 
nach  Erörterung  32  die  vier  Produkte  AP^^AQ^,  AQi-AP^,  ARi-AS^^  ASrAR^ 
konstant  sind,  so  liegen  nach  dem  Lehrsatz  von  Uebungsaufgabe  106  die  vier 
Punkte  Pi,  P,.  Sg,  Q^,  ebenso  Qi,  Si,  R^,  P^,  ebenso  Pj,  Si,  P^,  Q^^  ebenso 
Q],  Pi,  £^2}  ^3  je  auf  einem  Kreis,  also  haben  die  Sclmittpunkte  der  Sehnen- 
paare Pi,  Pi  und  ^g,  Sg,  öi,  Si  und  Pg,  P^,  P,,  Si  und  ^g,  P,,  g  ,  Pi  und 
A)  "^2  je  gleiche  Potenz  in  Bezug  auf  die  beiden  gegebenen  Kreise  und 
schneiden  einander  somit  auf  der  Potenzlinie  der  gegebenen  Kreise.  Man  erhält 
daher  folgenden  Lehrsatz: 
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Die  Sehnen,  welche  zwei  Paare  potenzhaltender  Funkte 
verbinden,  schneiden  einander  auf  der  Potenzlinie  der  gege- 
benen Kreise. 

Anmerkimg  61.  Wenn  zwei  Kreise  einander  yon  aussen  bertihren,  so  haben  ibre  Tan« 
genten  im  Berührungspunkt  entgegengesetzte  Riehtnng  (siehe  Aufgabe  86);  die  ge- 
meinsame Tangente  im  Berübmngspunkt  stellt  also  das  zusammenfallende  Paar  von 
inneren  Tangenten  dar.  Bei  innerer  Berührung  zweier  Kreise  haben  die  Tangenten 
im  Berührungspunkt  gleiche  Bichtung,  also  fallen  mit  der  gemeinsamen  Tangente 
in  diesem  Pimkte  die  äusseren  Tangenten  zusanmien.  Der  Schnittpunkt  der  gemein- 
samen Tangente  mit  der  Centrale,  d.  h.  der  Berührungspunkt  (siehe  Erkl.  28),  ist 
also  im  ersten  Falle  innerer,  im  zweiten  Falle  äusserer  Aehnlichkeitspunkt  Da 
die  Potenzlinie  zweier  Kreise  durch  ihre  Schnittpunkte  geht  (siehe  Erörterung  18), 
so  fällt  sie  bei  Berührungskreisen  mit  ihrer  gemeinsamen  Tangente  zusammen. 
Da  femer  die  Polare  eines  Punktes  durch  denselben  hindurchgeht,  wenn  er  sich 
auf  dem  Kreis  befindet  (siehe  Aufgabe  21),  so  fallen  im  ersten  Falle  die  inneren, 
im  zweiten  Falle  die  äusseren  Aehjilichkeitspolaren  beider  Kreise  mit  der  gemein- 
samen Tangente  zusammen,  man  erhält  also  den  Satz: 

Bei  äuserer  (innerer)  Berührung  zweier  Kreise  fällt  der 
innere  (äussere)  Aehnlichkeitspunkt  mit  dem  Berührungspunkt, 
das  Paar  yon  inneren  (äusseren)  Tangenten,  die  Potenzlinie  und 
die  inneren  (äusseren)  Aehnliohkeitspolaren  mit  der  gemeinsamen 
Tangente  im  Berührungspunkt  zusammen. 


Vebungsan^abe  lU.    Die  Schnittpunkte  der  Kreise: 

ic2  +  y2--25=0  und  (a:— 5)*  +  y2  — 9  =  0 
zu  bestimmen. 

AnflSfong.   Die  zweite  Oleichung  wird:  a^-^-if^  —  lOx-^lß  s=  0;  diese  von  der 
ersten  Gleichung  abgezogen,  giebt: 

lOar  =  41,  x  =  4,1,  also  ic*  =  16,81,  daher  «/*  =  8,19,  y  =  ±2,862. 
Die  Mittelpunkte  beider  Kreise  liegen  auf  der  X-Achse,  daher  die  Schnittpunkte  symme- 
trisch zu  dieser.  «__—_ 

TTebnngsanfgabe  US.    Dieselbe  Aufgabe  für  die  Kreise: 

ip2-f-y2  +  6a;  — 7y— 8  =  0,    3:2^^2  ==5. 

AuflSsimg.    Die  Subtraktion  beider  Gleichungen  giebt: 

o     1               3  +  7y      ,  .         2  L   2       K        9  +  42y  +  49y«  +  36y^ 
6a:-~  7y  =  3,  also  x  = e^»   ^^^  j:2^y2  =  6  =  — ' ^^ — ' , 

oder: 

85 y«  +  42y  -171=0, 
woraus: 

—  21±V21^  +  bb'in        —  21  ±  1/14976 

^■"                     85                     ""               85             • 
oder:  

—  21+24  1/26      ^^                108  +  168  1/26          18±28  l/26 
^  = 86 '    daher  a:=  ^ = ^ . 

Vebungsaufjg^abe  113.    Die  Schnittpunkte  und  die  Gleichung  der  Potenzlinie  für 
die  Kreise: 

x2  +  y2  — 4x  — 5y  +  7  =  0, 

(^-l)'  +  (y- 1)^-4  =  0 

anzugeben  und  die  Gleichungen  der  Kreise  auf  die  Centrale  und  die  Potenzlinie  als 
Achsen  zu  transformieren. 
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AnflOfung.    Durch  Subtraktion  der  Oleichung^en: 

Ä:2-|-y2  — 4a:  — 5y  +  7  =  0, 

^^  +  2^^  — 2a:  — 2y  — 2  =  0 

erhält  man:  2a:-f-3y  — 9  — 0 

als  Gleichung  der  Potenzlinie. ' 

Setzt  man  femer  x^-\-i/^=zz-,  so  ist: 

2X'\-2tf  =^^  —  2; 
hieraus  erhält  man: 

also: 

a:2  =  i-  (9^*  —  Uiz^  +  576),     y»  =  «*  —  22;?^  ^  12I, 

folglich: 

4«*  =  13 ^*  —  232^«  + 1060,  oder  13 ^*  —  236^*  +  1060  =  0. 

Daraus  ^*  =  73  (118 ±  12),  also  =  10  oder  -^,  folgUch: 

_«        _.  3_^  ^  11 

^1  —  «^1^1  —  1 J     »^2  —  13  '  ^2  —      13  ' 

5 
Die  Koordinaten  des  ersten  Mittelpunktes  sind:    a^  =  2,  h^  =  jr-. 

Die  Koordinaten  des  zweiten  Mittelpunktes  sind:    a^  =  1,  öj  =  1. 
Die  Halbmesser  sind:    r^  =  —  l/l3,  rg  =  2. 

Daher  hat  die  Centrale  die  Länge  —  VlS. 

Die  Gleichung  der  Centrale  ist:    3^- — 2y —  1  =  0. 
Die  Gleichungen  der  Kreise  im  neuen  System  werden  nach  Angabe  28: 

Daher  ist  der  Abstand  ihrer  Schnittpunkte  yon  der  Centrale  nach  Aufgabe  28, 
Gleichung  12):  _ 

±      13     • 

Irgend  ein  Kreis  desjenigen  Systems  yon  Kreisen,  welche  durch  die  Schnittponkte 
der  gegebenen  Kreise  gehen,  hat  somit,  bezogen  auf  die  neuen  Koordinatenachsen,  die 
Gleichung: 

^^  +  5^*  — 2^a:  — 4|-  =  0. 


üebungiaufgabe  114.    Die  Koordinaten  des  Potenzpunktes  der  drei  Kreise: 

^*  +  y^--2a:  — 4y  — 2  =0, 
x^  +  ^^  —  Bx  +4  =  0, 

a:2  -j-  y^  +  8a?  +  2y  +  8  =  0  zu  berechnen. 

Auflösung.    Die  Potenzlinie  der  zwei  ersten  Kreise  ist: 

2a:— 2y  — 3  =  0, 
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die  der  zwei  letzten  Kreise  ist: 

Der  Schnittpunkt  der  Fotenzlinien  hat  somit  die  Koordinaten: 

_      J_  _      IL 

"^  ~  ~"  16  '      ^  ""  ""  26  • 


TTebungsanfgabe  115.    Es  sind  die  Qleichnngen  zweier  Kreise  gegeben: 

Äi==(ar-l)2  +  (y  — 2)2  — 9  =  0, 

5,  =  (a:  — 3)2  +  (y+4)«  — 25  =  0; 

ein  dritter  Kreis  habe  die  Gleichung  S^  —  36  8^  =  0]  die  Koordinaten  seines  Mittel- 
punktes und  seinen  Halbmesser  zn  berechnen. 

Auflösung.    Nach  Aufgabe  29  ist: 

a^  —  Xa^  1  — 36-3  107 


a  = 


b  = 


1  —  X  1  —  36  35  ' 

b^  —  Xb^  2  +  36-4  146 


1  —  X  1  —  36  35  ' 

Femer  ist:  D«  =  {a^  —  a^Y  +  (b^  —  b^Y  =  40, 

_  r^«  J^XjD^  —  r^2  —  r^g)  +  X^ r^^  _   9  +  36  (40  —  9  —  25)  +  36-25    __  J6_ 

(l  —  Xf  ~"  35«  ~    49  • 


üebongsan^abe  116.  Die  Gleichung  eines  Kreises  anzugeben,  welcher  durch  die 
Schnittpunkte  der  Kreise  (a:  —  2)«  +  (y  + 1)^  —  4  =  0  und  a?2  +  (y  — 3)2— 1  =  0  und 
durch  den  Punkt  3,  4  geht 

Auflösung.    Nach  Aufgabe  29  hat  man  zu  bUden: 

(a?--a,)2  +  (y-6,)2-^r,« 

wo  x'  =  3,  y'  =  4,  a^  =  2,  ft^  =  —  1,  a^  =  0,  b^  =  3,  r^  =  2,  r^  =  1  ist;  somit  ist 

22 


;i  = 


9  • 


Femerist  2>2  =  20,  2)2  — ri2-ra2=  15,     ^\_^^^   =""tI"' 

bi  —  Xb^  75  r^g  +  X  (D«  —  r^g  —  r^«)  +  A^a'  3778 

1  — ;i      ""   13  '  (1  — >t)^  ""     169    ' 

folglich  ist  die  Gleichung  des  gesuchten  Kreises  nach  Aufgabe  29,  Gleichung  15): 

V   ^  13  /  ^  \^      13  /  169  ' 

od«r  anfgelOst: 

-^  .     »  .    36  150       ,    167        ^ 

letztere  Gleichung  erhalt  man  auch  direkt,  wenn  man  die  Gleichung  S\  —X  3^  =  0,  oder: 

22 

(a48_j_y2_4a.^2y+l) ^(x^  +  y^  —  ^IZ  +  S)  =  0  ordnet. 


TTebungsau^abe  117.    Gegeben  sind  die  Kreise: 

(a?— l)2  +  (y_2)2-9  =  0, 

(o:  — 2)2  4- (y— 1)2  — 4  =  0. 

Die  Grenzpunkte  des  durch  die  Schnittpunkte  beider  Kreise  gehenden  Systems  sind  an- 
zugehen. 
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Auflösung.    Die  Centrale  der  beiden  Kreise  ist: 

Man  transformiere  nach  Anleitung. von  Aufgabe  28  anf  ein  neues  System  JC^  P,  so  dass: 


1 


D 
D 


y  =  —  yr  [{h^  —  h^)  X*  +  (ai  —  a>^  y'],  oder: 


X  =  .-  {x* 4- y')t  woraus:  a?'  =  —  1/2  (a:  —  y), 

und  yerschiebe  das  Koordinatensystem  so,  dass: 

^/_-^//       <  —  ^g'  +  ^1'  —  ^a'  -  ^1'  +  ^a'      ..'_,/'       ^i^-^a^i 

oder: 

X'=^X-  +  ^V2,      y'  =  y''  +  A^2, 

wodurch  also: 

a:"=-^^2(2a:  — 2y-5),     y"  =  ^  ^^('^  +  -^  ~^^ 
wird,  dann  sind  die  Gleichungen  der  beiden  Kreise: 

(^"+  A  1/2)' +  y"'-4  =  0. 
Ihre  Schnittpunkte  haben  die  Ordinaten: 

y"  =  ±  2^  V4Z)V,2-(Z)«  +  r,«-r,^, 

also  ist: 

,.«_.»        (Z)'' +  r,* - r,«)«    _    46 


y"*  =  Ty'  — 


4D^  16  ' 


46 
daher  ist  das  Quadrat  der  Abscissen  der  Grenzpunkte  =  — r^,  oder  die  Grenzpunkte 

sind  imaginär  in  einer  Entfernung  von  —  V^46*t  yon  der  Potenzlinie. 
Setzt  man  also: 

•    a:"  =  ±^\^46i,     y'' =  0, 

80  JSt: 

2a:  — 2y  — 5  =  ±i  V^ 

x  +  y  — 3  =  0; 
die  Koordinaten  der  Grenzpunkte  sind  also: 


X 


=  --(11  ±f  \^23),     y  =  -j-(l  +  »  1^28). 


Das  gleiche  Resultat  hätte  man  einfacher  nach  Erörterung  21   erhalten.    Es  ist 
2>-  —  r^^  —  »"a^  =  —  lli  daher: 

iX^  —  in  +  9  =  0,  woraus  ;i  = -|-(11  ± /23f), 
daher  die  Koordinaten  der  Grenzpunkte :    =    ^  >  *,      ^  "^    ^ , 


Beziehnngen  zwischen  zwei  Kreisen.  143 


oder: 


i-j(ii±  VWi)         2-j(n±VWt) 


i-j(n±V2St)         i'-j{n±V2Si) 


U±2iV2S       — 5±/t/23         ^         U^iV^S        l±iV2S 

oder:        ; 7==— 1     7^=~i     oder:  ■: ,     •: . 

S±iV2S  S±i  V2%  4  4 

Vebungsan^abe  118.  In  dem  darch  die  Kreise  von  üebangfsanfgabe  117  be- 
stimmten  System  von  Kreisen  mit  gemeinsamer  Potenzlinie  soll  die  Gleichnng  der  Polare 
des  Punktes  6,  5,  bezogen  auf  irgend  einen  Kreis  des  Systems,  aufgestellt  and  die  Lage 
des  barmonischen  Pols  zum  gegebenen  Punkt  fttr  Jeden  Kreis  des  Systems  angegeben 
werden. 

AnflSinng.    Nach  üebungsaufgabe  117  können  die  Kreise  durch  die  Substitutionen: 

2  V'2a:"  =  2ar  — 2y  — 6, 
2  VTy"=::2a:  +  2y  — 6 
auf  die  Centrale  und  die  Potenzlinie  als  Achsen  bezogen  werden;  ihre  Gleichungen  sind  dann: 

(*l        ^\2  7  00 

x"  + j  V2)  +y"*  — 9  =  0,  oder:  x"«  +  y"«  +  y  vT a;"— j-  =  0, 

a:''  +  |-l/2j  +y'2^4  =  0,  oder:  o:"«  +  y"«  + 1- 1/2  o:"  — y- =  0- 

Irgend  ein  Kreis  des  Systems  hat  dann  nach  Erörterung  18  und  22  eine  Glei- 
chung  von  der  Form: 

Die  neuen  Koordmaten  a*\  b"  des  Punktes  6,  5  bestimmen  sich  durch: 

2  V2a"  =  12—10  —  5,  woraus  a"  =  — j  VT, 

2  1^2  ft"  =  12  +  10  — 6,   woraus  ft"  =  41/2". 

Die  Polare  dieses  Punktes  in  Bezug  auf  irgend  einen  Kreis  des  Systems  hat  also  nach 
Erörterung  23  die  Gleichung: 

-|-V^2"a:"  +  4/2y'-^-Ä:(:r--|-VT)  =  0, 
oder: 

(sa:"  — 16y"+  -^  \^2)  +  2  V2k(^x"  —  j  vf)  =  0. 
Sie  geht  daher  durch  den  Schnittpunkt  von: 

3a:"  -  16y''  =  — -^  V^i"  mit  a;"  =  j  /2, 

d,  h.  durch  den  Punkt  a^"  =  j  l/2,  b^"  =  +4"  V^- 

Die  Koordinaten  dieses  Punktes  im  alten  System  werden  mit  Hilfe  der  obigen 
Transformadonsgleiohungen  gefunden: 

«1  =  4i  *i  =  0. 

ICan  kann  diesen  Punkt  auch  erhalten,  wenn  man  die  Gleichungen  der  Polaren 
Ton  6,  5  für  die  gegebenen  Kreise  im  alten  System  bildet  und  ihren  Schnittpunkt  be- 
rechnet   Diese  Polaren  sind: 

ö(a:— l)  +  3(y— 2)  — 9  =  0,  oder:  5a?  +  8y  =  20, 
4(a:-2)  +  4(y-l)-4  =  0,      „  ^  +  y  =    4; 

woraus    y  =  0,  ar  =  4. 
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üebnngsanfgabe  119.     Denjenigen  Kreis  zu  bestimmen,  welcher  zwei  gegebene 
Kreise  rechtwinklig  schneidet  und  durch  einen  gegebenen  Punkt  geht 

Auflösung.    Die  Gleichungen  der  gegebenen  Kreise  seien: 

Man  denke  sich  die  Gleichungen  auf  die  Centrale  und  die  Fotenzlinie  als  Achsen 
transformiert  durch  die  Transformationsformeln  (siehe  Aufgabe  28): 

—  Dx=z  (ai  —  a^  x'  —  (Ä^  —  h^  y\ 
--Dy^^  (6i  —  i^  a;'  4-  {a^  —  a^  y\ 


2 


2 


y  — -  y  T g        ; 

dann  wird  die  Gleichung  eines  sie  rechtwinklig  schneidenden  Kreises  nach  Aufgabe  31: 

3.-^2  ^  (y//  _  Ä)2  —  (Ä2  +  ö2)  =  0 

w<^  ^^   —  42)2  ^1   —  42)2  *^2 

_   ^1^  +  V  +  -P^  —  2^1^  ^»^  —  2D^  r^g --  2D^  r^« 

Sind  nun  a'',  h"  die  Koordinaten  des  gegebenen  Punktes,  bezogen  auf  die  Centrale 
und  die  Potenzlinie  als  Achsen,  so  muss: 

a"2  ^  (pn  _  j^Y  _  (Ä«  +  ö«)  =  0 
sein,  folglich: 

2Ä6"  =  a"2  +  6"«  — ö«, 
also: 

qi/2  ^  5/i2  _  ^2 

Die  Koordinaten  0,  h  des  Mittelpunktes  sind  mit  Hilfe  der  Transformationsfonnehi 
wieder  auf  das  alte  System  zu  reduzieren. 


TTebungsaufgabe  120.  Dieselbe  Aufgabe  wie  in  Uebungsaufgabe  119  mit  den 
Kreisen  der  Uebungsaufgabe  117  und  dem  Punkte  6,  5. 

Auflösung.  Die  Gleichungen  der  gegebenen  Kreise  sind  im  neuen  System,  be- 
zogen auf  die  Centrale  und  die  Potenzlinie  als  Achsen  (siehe  Uebungsaufgabe  117 
ttnd  118):  7      _  2^ 

^S42  ^  y442  +  i.  ^2  ^"  -^  =  0, 

^'*  +  y"*  +  f  V2  X"  —f-  =  0. 

Daher  ist  «*  =  —  -~,  o"  =  — -f  ^2,  b"  =  4  vT,  abo  ä  =  -^  V2,  dah« 
die  Gleichung  des  gesuchten  Kreises; 


ar"2 


.  f   44       121    ,/-V     /"l^l«  23  \       ^ 

+  i^—6r^V -1-64^2- -3-j  =  0 


oder: 


Die  Koordinaten  des  Mittelpunktes  im  neuen  System  sind: 

121 
64 


«2  =  0,    &2  =  -TT  V^- 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


Der  ausführliche  Prospekt  und  das  ausführliche  In- 

haltsyerzeichnis  der  ^^yoUständig  gelösten  Aufgabensammlnng 
von  Dr.  Ad.  Kleyer^'  kann  von  jeder  Buchliandlang,  sowie  von 
der  Yerlagshandlnng  gratis  und  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  anfgeschDitten  und  gat  brochiert,  um  den  Bofortigen  and  dauern- 
den Gebrauch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
und  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreiae  von  25  Pfg.  {^ro  Heft. 

5).  Die  Beihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  aus  dem  Prospekt  etsiohtlioh,  ohne  jede  Bedeutung 
fOr  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  Alles,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Kegeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren« 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  für  Schüler  aller  Schulen,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  Torsügllohste  Lehrbuch 
snm  Selbststudium»  das  Yortrettlichste  Nachschlagebuoh  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchbandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


Das  vollständige 

Inhaltsyerzeichnis 

« 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  Über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Druck  von  Carl  Hammer  in  Stuttgart. 
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Vollständig  gelöste 

Aufgaben  -  Sammlung 

I      -  nebst  Anbängen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Scbol-  &  Selbstunterricht  - 

mit 

iBgabe  nnd  EntwlcUnng  der  benntzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  nnd  Antworten 

erläutert  durch 

viele  Holzsclmitte  &  lithograph.  Tafeln^ 

aus  allen  Zweigen 

I  der  Reeheiikuiisty  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  n.  ephärischen 

|S  TrigoDometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  u.  höheren  Mmthemmtik  (höhere  Analysis, 

I  Differential-  u.  Integral -Eechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Raumes  etc.);  — 

I  ans  allen  Zwelffren  der  Physik,  Meebmnik,  Grmphostatlk,  Chemie,  (jleodftsle,  Nautik, 

I  mathemmt.  Geographie,  Astronomie;  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbahn-,  Wasser-, 

51  Brieken-  n.  Hochban's;  der  Konstruktionslehren  als:  darstell.  Geometrie,  Polar-  u. 
1  ParaUel-PerspeetiTe,  Sehattenkonstmlrtionen  etc.  etc. 

1  ^^^ 

I       Schüler,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 

^  zum  einzig  richtigen  und  erfolgreichen 

ij      Stadium     zur  Forthülfe  bei  Schularbeiten  und  zur  rationellen  Vorwertang 
ü  der  exakten  Wissenschaften, 

I  herausgegeben  Ton 

I  Dr.  Adolph  Kleyer, 

II         Mathematiker,  vereideter  kOnigl.  preuBS.  Feldmesser,  vereideter  grossh.  heiaischer  Geometer  I.  Klasse 

I  in  Frankfurt  a.  M.i 

unter  Mitwirkung  der  bewährtesten  Er&fte. 
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Analytische  Geometrie  der  Ebene. 


I  Zweiter  Teil. 

I  Die  einzelnen  Linien  zweiten  Grads. 


I  Nach  System  Kleyer  bearbeitet  von  Professor  H.  Cranx. 

I  Fortsetzung  von  Heft  1300.  —  Seite  145—160.     Mit  8  Figuren. 
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Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kan 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881> 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  ähnliches  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3 — 4 
Heften  zu  dem  billigen  Preise  von  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  ^ammlnng  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gei?amtgeblete  der  Mathemalik,  Physik, 
Mechanik^  math*  Geographie,  Aitronomie,  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbahn-, 
BrUcken-  und  Hochbaues,  des  konstrnktlTen  Zeichnens  etc.  etc,  und  zwar  in  Tollstftadig 
gelöster  Form>  mit  Tielen  Figorren,  Erklärungen  nebst  Angabe  und  Entwickelung  der 
benutzten  Sätze,  Formeln,  Begeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grossere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  In  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  ~  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  nngeldsten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form^  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
fiberlassen  bleiben^  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  LSsnngen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt^  InhaltSTerzeieh- 
nis,  Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärungen  über  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-natnrwissen- 
Bchaftlichen  Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Bealschulen  I«  und  II»  Ord«,  gleich- 
berechtigten höheren  Bflrgerschulen,  Privatschulen ,  Gymnasien,  Bealgymnasien,  Pro- 
gymnasien, Schullehrer -Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Bangewerksehulen, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn.  Torbereitungsschulen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  üniTcrsitäten,  Land-  und  ForstwissenschaftsschnleD, 
Militärschulen,  Torbereitungs- Anstalten  alier  Arten  als  z.  B.  fttr  das  Einjährig-Frei- 
willige- und  Offlziers-Examen,  etc. 

Die  Schttler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese.  Schritt  fUr  Schritt  gellMste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  für  den  Schal - 
Unterricht  geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  zum  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lösen,  die  ge- 
habten Begeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  verwerten«  Lust,  Liebe 
und  Terständnis  für  den  Schul-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kiuintnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  aHen  Berofs- 
zweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Terwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.,  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart.  Die  Yerlägsbaiidlung, 
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Daher  ist  nach  üebnngsaufgabe  117: 

0  =  il/2(2a?~2y-5),    -^  l/2  =  y  I/2  (a:  +  y-3), 

also  die  Koordinaten  des  Mittelpunktes  im  alten  System: 

279       ^        137 
a  =  —TT-,     o  = 


64  '  64   ' 

das  Quadrat  des  Halbmessers  ist: 

ä2  .  ä2  -  1?11±^^  -  8753 
"^^""642  8    "■   2048' 

also  die  Oleichong  des  gesuchten  Kreises: 

r  279  V  ,    f         137  V        8753 


2048 


TJebungsau^abe  121.    Den  Kreis  zu  bestimmen,  welcher  die  drei  Kreise: 

(^_2)2  +  (y-l)«  — 9  =  0, 

(a?— l)«  +  (y  — 2)«  — 4  =  0, 

(^+l)*  +  (y  +  2)^-l=0 
rechtwinklig  schneidet. 

Auflösung.  Nach  Anmerkung  58  ist  der  Mittelpunkt  dieses  Kreises  der  Potenz-- 
ponkt  der  gegebenen  Kreise,  sein  Halbmesser  die  Tangente  vom  Potenzpunkt  an  einen 
derselben.  Die  Potenzlinien  der  beiden  ersten  und  des  zweiten  und  dritten  Kreises  sind 
nach  Erörterung  18 : 

2a:  — 2y  +  5  =  0, 

4a:+8y+3  =  0, 

daher  sind  die  Koordinaten  des  Potenzpunktes: 

23  7 


12  '     ^  12  • 

Das  Quadrat  der  Tangente  von  diesem  Paukte  an  den  dritten  Kreis  ist  also  nach 

938 
Aufgabe  23:  -ttti  folglich  die  Oleichung  des  Potenzkreises: 

144 

938 

=  0. 


('+fT+(.-l)'- 
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Vebungsaufgabe  122.    Das  durch  dib  Schnittpunkte  der  zwei  Kreise: 

(a;-2)2  +  {y-l)2-9  =  0, 

(a:-l)*  +  (y  — 2)«  — 4  =  0 

gehende  System  von  Kreisen  wird  von  der  Geraden  3a?  —  4y  —  9  =  0  geschnitten.    Die 
Doppelpunkte  der  auf  dieser  Geraden  gebildeten  involutorischen  Ponktreihe  zu  bestimmen. 

Auflösung.    Die  Gleichungen  der  Kreise  lauten,  bezogen  auf  die  Centrale  und  die 
Potenzlinie  nach  Uebungsaufgabe  117: 

7      —  2S 

^'-+y"-+ y  v/2  x"  — g-  =  0, 

2  '  ""^  8 

Die  Gleichung  der  Geraden  ist,  bezogen  auf  die  neuen  Achsen  nach  den  Trans- 
fonnationsformeln  von  uebungsaufgabe  117: 

a:  =  j[ll  +  2/2(a?"  +  y")],  y  =  jLl -2  l/2  (a?"  — y")] 
die  folgende :  28a;"  -  4^'  -  7  \/2  =  0. 

Cr  »uz,  Analytisehe  Geometrie  der  Ebene,    n.  10 


»"*+ y"«+  -5-  V2  x"  —  ---  =  0. 


1 
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Diese  Gleichung  hat  die  Normalform,  wenn: 
___        7  /2  —  28 

gesetzt  wird,  oder: 

7 

^  =  "20"' 


+  4 


cosa  = 


V4«  +  282' 


srn  a  = 


1^4«  +  28« 


7        —  1        — 


Die  Koordinaten  der  Doppelpunkte  sind  nach  Anfgahe  32: 

l        '  


V  =  —  -/i^^  +  d^sm^a, 


also  hier: 

^1"  =  +  iJr  1^26, 


sm  a 


20 


Hieraus  erhält  man: 


yo"  =  ^  1^2  (5-/13), 


a?o  =  4,5  —  0,4  l/l3,        ^o  =  2  -  0,3  \/l3, 
iTj  =  4,5  +  0,4  \/l3,       yj  =  2  +  0,3  \/l8. 


TJebungsan^abe  123.  Wenn  S^^O,  ^3  =  0,  ^S,  =  0  die  Gleichungen  dreier 
Kreise  in  der  Normalform  sind,  welche  Linie  wird  durch  die  Gleichung  X^'S'i-l-^^i 
+  XgA^j  =  0  dargestellt? 

Auflösung.  Xi  fi'i  -f-  ;L2  fi'2  =  ^'  =  0  stellt  einen  Kreis  dar  (siehe  Figur  63),  welcher 
durch  die  Schnittpunkte  von  8^  =  0  mit  Ä^  =  0  geht.    S'  -j-  ^3  ^8  stellt  einen  Kreis  dar, 

welcher  durch  die  Schnittpunkte 


Figur  63. 


von  fi"  =  0  mit  -S'g  =  0  geht, 
folglich  ist: 

oder: 

^1 5'i  +  ^2  ^2  4"  ^  ^3  =  ö 
die  Gleichung  eines  Kreises.  Da 
die  Kreise  S^  =  0,  S^=^0, 
8^  =  0  die  gleiche  Potenzlinie 
haben,  ebenso  die  Kreise  iS"  =  0, 
^3  =  0  und 

so  muss  der  Schnittpunkt  dieser 
beiden  Potenzlinien,  also  der 
Potenzpunkt  der  drei  gegebenen 
Kreise  8^  =  0,  8^=^0,  8^  =  0 
auch  für  den  Kreis: 

^1  *^'l  4"  ^2  "^2  4"  ^3  ^3 

Potenzpuukt  sein ;  da  femer  der 
um   den  Potenzpunkt   mit    der 
Tangente   an  einen  der  Kreise 
als  Halbmesser  beschriebene  Kreis  alle  drei  rechtwinklig  schneidet,  so  folgt  der  Satz: 

Anmerkung  62.     Wenn   ein  Kreis    drei  gegebene   Kreise   ä'^  =  0,   8^=0, 
5g  =  0  rechtwinklig  schneidet,  so  schneidet  er  auch  jeden  Kreis 

des  Systems  Xi8^-\-X^8^-\'X^8^  =  0  rechtwinklig. 


Beaehnngen  Ewischen  swei  Kreisen. 
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Vebnngsaufgabe  124.  Folgenden  Lehnats  za  beweisen:  Die  Polaren  eines  Panktes 
auf  einem  Kreis  in  Bezog  anf  alle  diesen  Kreis  rechtwinklig  schneidenden  Kreise  gehen 
durch  den  andern  Endpn^t  des 

Durchmessers  nach   dem  gege-  Fignr  64. 

benen  Punkte. 

AnflSflung.    Ist: 

ita  +  y«  =  r2 

die  Gldohnng  des  gegebenen 
Kreises,  so  hat  ein  zu  ihm  ortho- 
gonaler in  laufenden  Koordinaten 
I,  ij  die  Gleichung: 

Die  Polare  des  Punktes 
^1  ^  in  Bezug  auf  diesen  Kreis 
hat  also  in  laufenden  Koordi- 
naten I,  17  die  Gleichung: 

oder: 

x^-^-yij  —  a^  —  hrj^ax  —  by 

=  — r2. 
Setzt  man  nun: 

|  =  — a?,    17==— y, 
so  wird  daraus: 

—  a^  —  y*  +  aa;  +  6y  —  ax —  fty  =  — r*; 

da  aber  der  Punkt  a:,  y  auf  dem  gegebenen  Kreis  liegt,  so  ist  — afi  —  y*  =  — ^»  die 
Gleichung  der  Polare  wird  also  vom  Funkte  — x^  — y  befriedigt,  oder  die  Polare  geht 
durch  diesen  Punkt 

Anmerkung  63.   Mit  Hilfe  des  Satzes  von  Uebungsaufgabe  124  lässt  sich  die  Aufgabe: 
einen  Kreis  zu  zeichnen,  welcher  zwei  gegebene  Kreise  rechtwinklig  schneidet  und 
durch  einen  gegebenen  Punkt 
geht,  leicht  geometrisch  lösen :  Figur  65. 

Man  bestimme    (siehe  ^ 

Figur  65)  dia  Polaren   des  ^"^"^  ^""^P 

Punktes  P  in  Bezug  auf  die 
gegebenen  Kreise  0^  und  0^ 
verbinde  den  Punkt  P  mit 
dem  Schnittpunkt  Q  der  bei- 
den Polaren  und  beschreibe 
über  PQ  als  Durchmesser 
einen  Kreis. 


P^y 


Anmerkung  64.  Schneidet  der 
Kreis  über  Durchmesser  PQ 
noch  einen  dritten  Kreis  recht- 
winklig, so  geht  die  Polare 
von  P  auch  in  Bezug  auf 
diesen  durch  Q.  Daher  ist 
der  Potenzkreis  dreier  Kreise 
zugleich  der  geometrische  Ort 
für  alle  Punkte,  deren  Polaren 
in  Bezug  auf  diese  drei 
Kreise  durch  einen  Punkt,  nämlich  den  andern  Endpunkt  des  Potenzkrefsdurch- 
messers,  gehen. 
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Vebungsanfgabe  125.    Die  Oleichang:  des  Potenzkreises  dreier  gegebenen  Kreise 
mit  Hilfe  des  Satzes  von  Anmerkung  64  anfzustellen. 

Auflösnng«   Die  drei  Polaren  des  Punktes  x*y  y*  sind  in  laufenden  Koordinaten  x^  y: 

(^-«a)(^'-«2)+(y-^2)(y'-*2)-V  =  o, 

(a:-a3)(a:'-a3)  +  (y-53)(y'~58)~r3«  =  0, 
oder: 

a^(ir'-Oi)  +  y(y'-^)-ai(a:'-a,)--5i(y'-6i)-'-i'  =  0, 
a:(a;'  — aa)  +  y(y'  — 62)-aj(a:'  — a,)  — 5,(y'-5a)  — raJ^  =  0, 

«?(«'— öf8)+y(y'— ^8)--«3(^'— «8)--*3(y'— ^s)  — '•8*  =  o. 

Nach  Teil  I,  Aufgabe  24  und  Anmerkung  25  ist  die  Bedingung  dafür,  dass  diese 
drei  Geraden  durch  einen  Punkt  gehen: 

[a3(a?'-«8)  +  ^8(y'-^8)  +  '-8']-[(^'-«i)(y'-ft2)-(^'-«2)(y'-^)] 

+  [a,(a:'-aa)  +  ^2(y'-*2)  +  '-2']-[(^'-«8)(y'-^i)-(a^'-«i)(y'-*3)] 

+  [öi(^'-«i)  +  ^(y'-^)+ri^][(a:'-«,)(y'-Ä3)-(^'-«s)(y'-*2)]  =  o. 

oder: 

+  [a^«2  +  y'K  -  («2'  +  ^2'  -  ^2')]  •  [^  (^3  -  h)  -  y'  («8  -  «1)  +  «8^  -  «1  ^8] 

+  [(^«l  +  y'^-(«l*  + V-0]-[^'(*2-ft3)-y(«2-«8)  +  «2*8-M2]    =   0. 

oder: 

^'^  [«3  (*i  —  ^2)  +  «2  (^8  —  ^1)  +  «1  ih  —  ^3)]  —  y'*  [^3  («1  —  «2)  +  ^2  («3  —  «1) 

+  ^1  («2  —  «s)]  +  ^'y'  [h  (Pi  —  ^2)  —  «3  («1  --  ^d  +  K  (Pn  —  *i)  —  «2  (flfa  —  «i) 
+  hl  (b^  —  ^3)  —  a^  («2  —  03)]  +  x'  [^3  (ajfta  -  ögfti)  —  (bi  —  ^^2)  («3^  +  ^3'  —  ^3^ 

+  ö«  («3*1  —  «1*3)  —  (*3  —  ^1)  («2^  +  ^2^  —  ^2^)  +  «1  («2^3  —  «8^2) 

~  (^ -  ^3)  W  +  ^^  -  r^^)]  +  y'  [(*3  («1 K  "  «2^)  +  («1  -  «2)  («3'  +  *3*  -  r^) 

+  *2  («3^1  —  «1*3)  +  («8  —  öl)  (»2^  +  K  —  *'2^)  +  ^1  («2*8  —  «S*«) 
+  («2  -  «3)  W  +  h^  -  n')]  -  [(«1  *2  -  «2^)  («3*  +  ^3'  -  O 

+  («3^  -  «1*3)  («2'  +  ^2^  -  r^)  +  {a^b^  -  agft^)  (a^^  +  ^« -  r,^)]  =  0, 
oder: 

(a?'2  +  y'^  (ai  62  — 02*1  + a2Ä3  —  a3«>2  + agil  — «i^^a) 

-^[(*l~*2)W  +  ft3'-^3')  +  (*8-^)K'  +  V--^2')  +  (*2--^)(<  +  V-'-l^] 
+  y[(fll-«2)(V  +  *3'-^3*)  +  («3-«l)W  +  V-^2')  +  («2-«3)(*l*  +  ^'-'-^^^^ 
—  [(»1*2  —  «2*1)  («3*  +  *3*  —  r^)  +  («3*1  —  «1  *3)  («2^  +  K  —  V) 
+  («2*3  -  «3*2)  («1'  +  *l'  -  ^-l')]  =  0. 

Der  Koeffizient  von  x*^  4"  y*^  ^^  ^^^^  '^^^^  -^>  Aufgabe  14  der  doppelte  Inhalt  des 
von  den  drei  Mittelpunkten  gebildeten  Dreiecks,  man  setze  ihn  =2J.     Die  Grossen 

«1^  +  *i^  —  ^l^  «2^  -f  K  —  *•2^  «3^  +  *3^  —  V  sind  die  Quadrate  der  vom  Koordinaten- 
ursprung an  die  Kreise  gezogenen  Tangenten,  man  setze  sie  bezw.  =  t^^  t^^  t^.  Sind 
femer  D^^  D^^  D^  die  Abstände  der  drei  Mittelpunkte,  und  a^,  ctg,  a^  die  Winkel,  welche 
ihre  Normalen  mit  der  X Achse  bilden,  so  ist  b^  —  b^.=  —  D^  cosa^,  a^  —  öj  =  D^sin  a^; 
femer  bedeutet  a^b^  —  a^b^^  den  doppelten  Inhalt  des  vom  Ursprung  und  den  Punkten 
1,  2  gebildeten  Dreiecks,  also,  wenn  p^  das  Lot  vom  Ursprung  auf  die  Centrale  D^  ist, 
den  Ausdruck  p^I)^;  folglich  wird  die  Gleichung  des  Potenzkreises: 

(a?^  +  y^)  •  2  J+  x  (Dj  t^^  cos  «1  -f-  Z>2  ^2^  cos  a^  +  -C^g  V  ^^*  «3) 
+  y  iPih^  Sinai  +  D2  V  *«'««2  +  ^3^3'  *»«  «3)  -  (^'^li'i  +  V^2P2  +  ^3' ^31^3)  =  O. 

TJebungsaufgabe  126.  Folgenden  Lehrsatz  zu  beweisen:  Das  Quadrat  der  Tan- 
gente von  einem  Punkte  eines  Kreises  an  einen  zweiten  Kreis  hat  zum  Abstand  des 
Punktes  von  der  Potenzlinie  ein  konstantes  Verhältnis. 

Auflösung.  Die  Gleichungen  der  beiden  Kreise  seien,  auf  ihre  Centrale  und  Potenz- 
linie als  Achsen  bezogen: 


Beziehtugen  Ewiseheii  zwei  Kreisen. 
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ir*  +  y«  —  2Ä?ia:  +  ö«  =  0,  Fignr  66. 

Das  Quadrat  der  Tangente 
Tom  Paqkte  x^,  y^  des  zweiten 
Kreises  an  den  ersten  ist  dann: 

aber  da  der  Punkt  rr^  y^  anf  dem 
zweiten  Kreise  liegt,  so  ist: 

folglich  hat  das  Quadrat  der  Tan- 
gente den  Wert: 

Der  Abstand  des  Punktes  von  der 
Potenzlinie  ist  x^,  folglich  ist  das 
genannte  VerhSltnis:  2  {k^  —  k^\\. 
Nach  Erörterung  22  sind  k^  und 
k^  die  Abstände  der  beiden  Mittel- 
punkte von  der  PotenzliniCi  also  ist  k^  —  k^  die  Centrale  der  beiden  Kreise.  Wenn  also 
^  das  Quadrat  der  Tangente,  p  der  Abstand  des  Punktes  von  der  Potenzlinie,  D  die 
Centrale  ist,  so  muss  t^ip  =  2D,  oder  t^  ==  2 Dp  sein,  man  erhält  somit  den  Satz: 

Anmerkung  65.  Die  Tangente  von  einem  Punkte  eines  Kreises  an  einen 
zweiten  Kreis  ist  die  mittlere  Proportionale  zu  der  Centrale  und 
dem  doppelten  Abstand  des  Punktes  von  der  Potenzlinie  beider 
Kreise. 


Vebungsaufgabe  126.  Ein  Kreis  schneidet  zwei  gegebene  Kreise  unter  gegebenen 
Winkeln. 

Denjenigen  Winkel  zu  bestimmen,  unter  welchem  er  irgend  einen  dritten  Kreis 
schneidet,  der  durch  die  Schnittpunkte  der  zwei  ersten  Kreise  geht. 

Auflösung.  Die  Koordinaten  des  Mittelpunktes  und  der  Halbmesser  für  die  zwei 
ersten,  den  dritten  und  den  schneidenden  Kreis  seien  bezw.  a^,  5^  r^ ;  a^,  h^^  r^,  a\  h*  t^; 
a,  5,  r.  Dann  ist  nach  Aufgabe  35,  wenn  a^  und  a,  ^^^  Winkel  sind,  unter  welchen  die 
zwei  ersten  Kreise  geschnitten  werden,  und  a  den  gesuchten  Schnittwinkel  mit  dem 
dritten  Kreis  bedeutet: 

r*  —  2rrj  cosai  =  (a  —  a^^  +  (ft  —  h^^  —  r^^ 

r*  —  2r  Tj  cosa^  =  (<»  —  <»a)^  +  (^  —  ^i)*  —  ^t^ 
r^  —  2rr'cosa  =  {a  —  a'f -\-lh  —  hy  —  r^K 
Aber  nach  Erörterung  16  und  Aufgabe  29  ist  die  Normalgleichnng  des  dritten  Kreises 

=     . ,  ^,  wenn  Ä^  =  0  und  jS^,  =  0  die  Gleichungen  der  beiden  ersten  Kreise  sind. 

Also  ist: 

(g      ay  I  (5      5T      I-  -   ^^'^  ~  '''^'  "^  ^^  ~  ^'^'^  ~  ^  ^^^  ~  '''^'  '^^^~  ^'^*^ 

(r*  —  2rr,  cosa^  —  X(i^  —  2rr^  cosa^ 


also  ist: 


folglich: 


r^  —  2rr*  cosa  =  »•*  —  2r 


1  — X 
r,  C08ai  —  ^  ''a  ^^^«2 


cosa  = 


1— X 

r,  cos  «1  —  X  Tg  cos  «2 
r'  (1  -  X)  • 
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TTebnngfaiifgabe  137.  Folgenden  Lehrsatz  za  beweisen:  Alle  Kreise,  welche  zwei 
gegebene  Kreise  unter  gegebenen  Winkeln  schneiden,  berühren  zwei  feste  Kreise,  welche 
durch  die  Schnittpunkte  der  gegebenen  gehen. 

Auflösung.  Soll  ein  Kreis  des  Systems  S^  —  XS^^^O  berfihrt  werden»  so  muss 
der  Winkel  a,  unter  welchem  er  geschnitten  wird  (Uebungsanfgabe  126)  =0;  daher 
co8a=^  1  sein.    Es  ist  also  für  diesen  Kreis: 

r'il  —  X)  ~^* 

aber  da: 

..2  ^   r,«  +  X  (D^  -  r,«  -  r,^)  +  X^  r,^ 

{\--Xf 
ist  (siehe  Aufgabe  29),  so  ist: 

r^  +  ^  (^^  —  ^1*  —  '"2^)  +  ^  ^%  =  (^'i  cosa^  —  Xr^  cosa^Yf 
d.  h.: 

X^  r j*  sin^  a-^-X  [D^  —  (r^*  +  ^j*  —  2  r j  r^  cos  «^  cos  ag)]  +  »*i*  sin^  ai  =  0. 

Da  dies  eine  quadratische  Oleichung  für  X  ist,  so  giebt  es  zwei  Kreise  des  Systems, 
welche  von  dem  beweglichen  Kreise  berührt  werden. 


TJebungsaufgabe  128.    Die  gemeinsamen  Tangenten  an  die  zwei  Kreise: 

(a;  —  2)«  +  (y  — 1)2-1  =  0, 
(a:  -f  2)2  4-  (y  + 1)2  —  9  =  0  zu  bestimmen. 

Auflösung.  Ist  ^  bezw.  ^'  der  Winkel,  welchen  im  ersten  beider  Kreise  der 
Halbmesser  nach  dem  Berührungspunkt  einer  äussern  bezw.  innem  Tangente  mit  der 
X-Achse  bildet,  so  ist  nach  Aufgabe  37 

für  äussere  Tangenten:  für  innere  Tangenten: 

(^i"~^2)^^*^+(^i — ^2)*'"^+*'i — '«  =  0,  («1 — a^)cos&-\-(bi — ^2)5m^'+ri+rj=0, 

also  hier: 
4  cosd-  +  2  sine  —2  =  0;  icose'-\-2  sind^  +  4  =  0. 

Hieraus  folgt: 

2  cos^  =  1  —  5tn^,  2  cosd^  =  —  (2  +  sin&), 

5 sin^d^  —  2  Äi«^  —  3  =  0,  6  sin^  ^'  —  4  sin^*  =  0,  also : 

3                                                                      4 
sin^^  =  1,  sin^^  = r-;  sin^^  =  0,  sin^^*  = ^,  daher: 

4                                         ,                                        3 
COS^^  =  0,  C08&^  =  — ;  cos^^  =  —  1 ,  cos^^*  = r-. 

Daher  sind  die  Koordinaten  der  Berührungspunkte,  welche  bestimmt  sind  durch 
x^  —  ttj  =  r^  cos^f  yj  —  ^i  =  r^  sin^i 

Xi  —  2,      OTg  —     c  ^1    —  1|      ^2    —    K  • 

yi  =  2,  ^2  =  -5-  yi  =  1.  y%  =  -5  • 

Da  nun  die  Oleichung  der  Tangente  im  Punkte  x^,  y^  nach  Aufgabe  19: 

(^i~«i)(«  — «i)  +  (yi  — *i)(y  — ^i)  — '•i*  =  0 

ist,  so  sind  die  Oleichungen  der  äusseren  gemeinsamen  Tangenten: 

0.(a;  — 2)+l(y  — 1)— 1  =0,  d.h.  y  — 2  =  0 

4  3 

y(a?  — 2)  — -^(y— 1)— 1  =0,  d.h.  4a;  — 3y  — 10  =  0. 
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Ebenso  die  Oleiohnngen  der  inneren  gemeinsamen  Tangenten: 

—  l(ir— 2)  +  00/— 1)  — 1  =  0,  d,h.  a:— 1  =0, 
und 

— -1(^  —  2)  — 4 (y  — 1)^1=0,  d.h.  3ar  +  4y  — 5  =  0. 


TJebnjigsan^abe  129.    Dieselbe  Anfgabe  wie  Uebungsanfgabe  128  für  die  Ereisa- 

(ar  —  4)«  +  (y  — 3)2  — 25  =  0, 

(a:— 2)2  4-(y  -  3)2  —  16  =  0. 

Anflöfiing.    Die  Olelchnngen  der  äusseren  Tangenten  sind: 

—  x+  1/3  •y  =  6  +  3  1/3,  —X—  V^3y  =  6  — 3  Väl 
Die  inneren  Tangenten  sind  imaginär. 

Uebungsanfgabe  130.    Dieselbe  Aufgabe  wie  vorhin  für  die  Kreise: 

a;2  +  y«  =  9, 

(x-l)2  +  (f/-2)2=16. 

Auflösung.    Aeussere  Tangenten:  a?  +  3  =  0,  3x— 4y— 15  =  0.    Die  inneren 
Tangenten  sind  imaginär.  

TJebujigsaufgabe  131.    Dieselbe  Aufgabe  für  die  Kreise: 

iF*  +  y2  — 16  =  0, 

(a;— 5)2  +  (y-7)2  — 4  =  0. 

Auflösung.    Aeusseres  Paar:  (10  —  7  VlÖ)  u?  +  (14  +  5  V^)  y  —  296  =  0, 

(10  +  7  VlÖ)  a:  +  (14  —  5  \^70)  y  —  296  =  0 ; 
Inneres  Paar :  (30—7  /SS)  a:  +  (42  +  5  VSS)  y  —  296  =  0, 

(30  +  7  /38)a?  +  (42  —  6  \^38)y  —  296  =  0. 


Vebungsaufgabe  132.    Die  Koordinaten  der  Aehnlichkeitspunkte  und  die  Gleichungen 
der  gemeinsamen  Tangentenpaare  zu  den  Kreisen: 

(^+l)'  +  (y  +  2)2~40, 

(-C  —  2)2  +  (y  —  3)2  —  9  =  0  zu  bestimmen. 

Auflösung.    Nach  Aufgabe  39  sind  die  Koordinaten  des 

äussern  Aehnlichkeitspunktes :  innem  Aehnlichkeitspunktes : 


'•1  — '*2          '  ^l+''2          ' 

h^r^  —  b.r^  ,         ^2  ^'1  +  ^1  ^'2 

Das  Tangentenpaar  vom  Punkte  §,  77  an  den  ersten  Kreis  hat  nach  Aufgabe  20 
die  Gleichung: 

(^-Ö»[(i7-*)^-V]~2(a:-|)(y-- ,?)(§--- (7,)(i?-^)  +  (y---^)'[(S-«i)'-r,«]  =  0. 

Es  ist  also  hier: 

für  den  äussern  Aehnlichkeitspunkt :  für  den  innem  Aehnlichkeitspunkt: 

|  =  -7,     i7  =  -12  1^  =  1,     ,7^  =  0. 
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Daher  die  Oleichnng  des  ftosBeni  Tangentenpaares : 

(a;  +  7)*  [(- 12  +  2)« -4]  -  2  («  +  7)  (y  +  12)  (- 7  + 1)  (- 12  4- 2) 

+  (y  +  12)*[(-7  +  l> 

oder:  12  (a;+  7)"  —  15  («  +  7)  (y -f  2)  +  4  (y  +  12)«  =  0. 

Die  OleichuD^  des  innem  Tangentenpaares: 

(— iTK0  +  2)«-4]-2(.-|)(y-0)(|+l)(0  +  2) 

+  (y  -  0)*  [(^  + 1)  - 

oder:  y  (15ar  —  8y  —  3)  =  0. 


—  4]  =  0 


']  = 


0, 


TJebmigsanfgabe  133.    Die  Koordinaten  der  Aehnlichkeitspankte  für  folgende  Paare 
von  Kreisen  za  berechnen: 


a)  a:2  4-y2_2a:  — 4y  +  4  =  0, 
^*  +  y^  +  2a:+2y  — 7  =  0, 


c)  x^ 


8a:  — 6y  =  0, 


b)  a?2  4-5^2_9==o 

d)  ar2  +  y2— 16  =  0 

(a;-5)2  +  (y~7)«-4  =  0. 


ic2  +  y2  — 4a:— 6y  — 3  =  0, 

AnflSsnng.    Die  Koordinaten  des  äassern  Aebniichkeitspanktes  sind: 

a)  2,  2;  b)  —3,  —6;  c)  —6,  3;  d)  10,  14; 

Die  Koordinaten  des  innem  Aehnlichkeitsponktes  sind: 

d)    ''    '' 


.  1  1 
*^    2 '   2  ' 


b)  y,  y; 


c)  -g-.  3; 


3  '    3* 

Anmerkung  66.  In  Uebnngsanfgabe  98  wurde  schon  folgender  Lehrsatz  bewiesen: 
Wenn  man  auf  jedem  Radiusvektor  eines  Kreises  ein  zn  ihm  umgekehrt  propor- 
tionales Stück  abträgt,  so  .ist  der  geometrische  Ort  der  Endpunkte  wieder  ein 
Kreis.  Es  soll  dieser  Satz  im  Folgenden  weiter  ansgefühit  werden.  (Siehe  auch 
Cram,  das  apoUonische  Problem  und  verwandte  Aufgaben.) 

Man  nennt  allgemein  zwei  Kurven,  deren  Radienvektoren  von  demselben 
Ursprung  aus  umgekehrt  proportional  zu  einander  sind,  inverse  Kurven.  Man 
kann  die  inverse  Kurve  zn  einer  gegebenen  Kurve  A  dadurch  sich  hei^gestellt 
denken,  dass  man  (siehe  Figur  67)  um  den  Pol  einen  festen  Kreis  beschreibt  und 
auf  jedem  Radiusvektor  der  Kurve  Ä  die  dritte  Proportionale  zu  diesem  und  dem 
Halbmesser  des  festen  Kreises  abträgt. 

Figur  67. 
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Den  festen  Kreis  nennt  man  Inversionskreis,  den  Pol  Mittelpunkt 
der  Inversion.  Diese  Methode,  aas  einer  Kurve  durch  Inversion  eine  zweite 
zu  gewinnen,  heisst  auch  Abbildung  durch  reciproke  Radien. 

TJebungsau^abe  134,    Die  inverse  Kurve  eines  Kreises  zu  bestimmen  für  den 
Punkt  Pf  9  als  Mittelpunkt  der  Inversion. 

Auflösung.    Der  Halbmesser  des  Inversionskreises  sei  k.    Die  Oleichung  des  ge- 
gebenen Kreises  sei: 

(rc  — a)2  +  (y  —  ft)«  — »-2  =  0. 

Man  transformiere  zunächst  auf  ein  paralleles  System,  dessen  Ursprung  der  Inversions- 
mittelpunkt ist,  in  demselben  sei  ^  der  Radiusvektor  nach  dem  gegebenen  Kreis,  dann  ist 
X*  =^x — ^  =  ^cos(p,  y'  =  y  —  q  =  qsinap^  also  die  Gleichung  des  gegebenen  Kreises: 

{q  cosap  -{-p  —  af  -j-  (q  ^^^^  +  9'  —  ^T  — ^^  =  0. 

Ist  nun  q'  der  Radiusvektor  nach  der  inverseu  Kurve,  so  ist  q  =  —r,  also  die  Oleichung 

der  inversen  Kurve  in  Polarkoordinaten: 

{k^  cös  gj  +  0?  —  a)  q'f  -f  {k^  sin  qi-\-{q^h)Q'f —  r^Q^'  =  0] 

wenn  nun  |,  17  die  Koordinaten  der  inversen  Kurve  im  alten  System  sind,  so  ist 
I  =  1>  +  ß'  coÄ (p,  ti=:  q-\-Q*  sin  qp,  also  q^*  =  (|  —  pf  -f-  (17  —  qf^  folglich  die  Oleichung 
der  Inversen  des  Kreises: 

^'  +  [(I  -Pf  +  (1?  -  qf]  Kp  -  af  +  {q-  hf  -  r«] 

j^2k^[{p^a)(k'-p)  +  {q-h){ri-^q)]  =  0. 

Dies  ist  die  Oleichung  eines  Kreises.  Setzt  man:  {p  —  af-\'{q  —  hy  —  r^,  d.  h.  das 
Quadrat  der  Tangente  vom  Inversionscentrum  an  den  gegebenen  Kreis,  =  t^,  so  wird  die 
Oleichung  der  Inverse: 

\ß-p-\ fi — )  +\y-9-i 12 — ;  +-fi- fi ? — =^' 

oder: 

Die  Koordinaten  des  Mittelpunktes  für  den  neuen  Kreis  sind  also: 


oder: 


a  =p -^ ,      })*  =  q -^ 

a  = IS ,     0  = 


woraus  mit  Rücksicht  auf  Teil  I,  Aufgabe  12,  folgt,  dass  die  Mittelpunkte  des  alten  und 
dea  neuen  Kreises  mit  dem  Inversionscentrum  in  gerader  Linie  liegen.  Die  Entfernung 
des  Mittelpunktes  des  neuen  Kreises  vom  Inversionscentrum  ist: 

V{a*---pf+{h'-qf  =  -^  Via^pf  +  iP-^qf 

V'k^ 
Der  Halbmesser  des  neuen  Kreises  ist:  r'  =      g    . 

Man  erhält  also  den  Satz: 

Anmerkung  67.  Bildet  man  einen  Kreis  durch  die  Methode  der  reci- 
proken  Halbmesser  in  Bezug  auf  ein  beliebig  gegebenenes  In- 
versionscentrum ab,  so  ist  die  Inverse  wieder  ein  Kreis,  dessen 
Mittelpunkt  auf  dem  Strahl  vom  Inversionscentrum  nach  dem 
Mittelpunkt  des  gegebenen  Kreises  liegt.  Die  Abstände  des  In- 
versionseentrums von  den  Mittelpunkten  des  Originalkreises  und 
des  transformierten  Kreises  und  die  Halbmesser  beider  Kreise 
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verhalten  sieb  wie  die  Potenz  des  Inversionscentrams  in  Bezug 
anf  den  Originalkreis   zum  Quadrat  des  Inversionshalbmessera 

Anmerkung  68.    Da  die  Gleichung  der  Inverse  in  laufenden  Koordinaten  ist: 

die  Gleichung  des  Originals: 

die  Gleichung  des  Inversionskreises: 

so  ist  die  Gleichung  der  Potenzlinie  zwischen  der  Inverse  und  dem  Inversionskreis  (siehe 
Erörterung  18): 

2(a:~^)(a-i?)4-2(y-(?)(6-2)-(^2_^<2)==o, 
oder: 

2a;(a— jp)  +  2y(«>  — ^)  — 2i?(a— i?)  — 2^(ft  — ?)  — A:^  — (a— i?)8  — (^»  — ^)2  +  r«  =  0, 

oder: 

Die  Gleichung  der  Potenzlinie  zwischen  dem  Original  und  dem  Inversionskreis  er- 
hält man  durch  Subtraktion  der  Gleichungen: 

x^  +  y*  — 2aar  — 2fty  +  a2  4-^»2  — r«  =  0 
und 

a^  _j_  y«  —  2px  —  2qy-\'P^-\-q^  —  ä;^  =  0, 
also  ist'  sie* 

2a:(a— i?)  +  2y(ft  — j)  — (a«  +  &«-r2)  +  Cp2  +  y2  — A:2)  =  0, 

d.  h.  Originalkreis ,  Inverse  und  Inversionskreis  haben  dieselbe  Potenzlinie.     Man  erhüt 
also  den  Satz: 

Wenn  man  einen  Kreis  durch  reciproke  Radien  transformiert,  so 
schneiden  der  Originalkreis  und  der  transformierte  Kreis  einander 
auf  dem  Inversionskreis.  ^^^^^^ 

TJebungtaufgabe  135.    Die  Inverse  einer  geraden  Linie  zu  bestimme. 

Auflösung.  Die  Gleichung  der  Geraden  sei  ÄX'\-By'\'C^=^0.  Da  nun  nach 
Uebungsaufgabe  134  die  Koordinaten  eines  Punktes  x,  y  und  seines  inversen  |,  i/  durch 
folgende  Gleichungen  verbunden  sind: 

a:=p  +  ^cos(p,  y  =  3'  +  ^stnqp,  Q  =  k^:Q' 

I  =  jp -|-  o'  C08(f,  rj  =  q-j-Q*  sin% 

woraus  folgt: 

so  erhält  man  durch  Einsetzen  dieser  Ausdrücke  in  die  Gleichung  der  Geraden  als  Gl^ 
chung  der  Inversen: 

oder: 
oder: 

«-,,+(,-,,+^(^«-;+y-')+.)-^=o, 

oder: 

Bildet  man  die  Gleichung  der  Potenzlinie  zwischen  diesem  Kreis  und  dem  Inversions- 
kreis, indem  man  dessen  Gleichung:  {x  —  ^)^  +  (i?  — y)^  — A;^  =  0  davon  abzieht,  so  er- 
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hält  man:  A^'\'Bfi'\'C  =  0^  d.h.  die  Gleichung  der  gegebenen  Geraden.  Der  Kreis, 
welcher  die  InverBe  der  geraden  Linie  darstellt,  geht  also  durch  die  Schnittpunkte  der 
Geraden  mit  dem  Inversionskreis. 

In  entwickelter  Form  lautet  die  Gleichung  der  Inverse  der  Geraden: 

AL2  »2.2  1.2  p 

wenn  man  P=  Ap-\~Bq-\-C  setzt;  oder: 

r^    /      Ait»\v  ,  r     /      Bii*\Y    A^k*    B»k*  ,  Apie»  ,  boa» 

Cifc» 

aber  da:  ApJ^-^-Bqk^  +  Ck^    _ 

p  —  "i 

so  wird  die  Oleichnng: 

f.      /         Ai^\f  ^  r        /         5A«\1«     ^(X«  +  -B*)       „ 

[^-{p—2p)\+VI-V—2f)\ 4?— =  0- 

Nun  ist  aber  nach  Teil  I,  Aufgabe  21: 

Pg  iAp-{-Bq-\-Cy 

A^  +  B»  ""  Ä^  +  B^ 

das  Quadrat  des  vom  Inversionscentrum  auf  die  Gerade  geföUten  Lotes,  nennt  man  dieses  /, 
so  iBt  die  Gleichung  (siehe  Teil  I,  Aufgabe  15): 

1-1»  +  — äT-j +(,'?-«+— 27— ;-TF  =  0. 

wenn  a  der  Winkel  ist,  welchen  die  Normale  der  Geraden  gegen  die  X-Achse  bildet. 
Die  Koordinaten  des  Mittelpunktes  sind  also: 

,  k^cosa         ..  k^sina 

<^=p — 2r~'   *=* — w~- 

Die  Entfernung  des  Mittelpunktes  vom  Inversionscentmm  ist: 

V{a'  -  py + (^'^=^  =  -^. 

Da  die  Inverse  der  Geraden  durch  die  Schnittpunkte  der  Geraden  mit  dem  In- 
vejsionskreis  geht,  so  liegt  ihr  Mittelpunkt  auf  dem  Lot  vom  Inversionscentrnm  auf  die 
Gerade,  was  auch  aus  Teil  I,  Aufgabe  11  hervorgeht. 

Man  erhält  daher  den  Satz: 

Anmerkung  69.  Transformiert  man  eine  Gerade  durch  reciproke  Ra- 
dien, so  erhält  man  einen  Kreis,  der  durch  die  Schnittpnnkte  der 
Geraden  mit  dem  Inversionskreis  geht  und  dessen  Mittelpunkt 
auf  dem  Lot  vom  Inversionscentrnm  auf  die  Gerade  liegt.  Der 
Abstand  seines  Mittelpunktes  vom  Inversionscentrnm  ist  die 
dritte  Proportionale  zum  doppelten  Abstand  des  Inversions- 
centrums von  der  Geraden  and  zum  Inversionshalbmesser.  Sein 
Halbmesser  ist  gleich  der  Entfernung  seines  Mittelpunktes  vom 
Inversionscentrnm,  also  geht  dieser  Kreis  durch  das  Inversions- 
centrnm. 

Anmerkung  70.  Der  in  Anmerkung  69  ausgesprochene  Satz,  dass  die  Inverse  einer 
Geraden  ein  durch  das  Inversionscentrnm  gehender  Kreis  ist,  lässt  sich  umkehren: 

Die  Inverse  eines  Kreises,  der  durch  das  Inversionscentrnm 
geht,  ist  eine  Gerade,  welche  durch  die  Schnittpunkte  des  gege- 
benen Kreises  mit  dem  Inversionskreis  geht. 

Denn  ersetzt  man  in  der  Gleichung: 

(x  -  a)«  +  (y  -  6)^  ^  [(«  -  j?)2  +  (6  -  y)2]  =  0, 
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was  die  Oleichnog  eines  darch  das  Inversionscentram  gehenden  Kreises  ist, 

X  durch  'p  +  7ü — Tnö— tt InT»   V  durch  q  +  -jr — ^\^  ,^< —, 

so  erhfllt  man: 

{(!>-«)  [(I~i>)'  +  (i7-#]  +  (S- P)  ^•^}'  +  {iä-h)  [(S-i))2  +  (17  - ^)«]  +  (17-47) *«}* 

-  [(i>  -  a)'  +  te  -  ^)^]  [(I  -i>)^  +  (17  -  ?)T  =  0, 
oder: 

^'  Kl -i')'  +  (17 -  ?)']  +  2A:«  [(l-i^)  (p-a)  +  (17 ~ ?)  (e?-^)]  [(|-p)«  +  (^- y)^]  =  0 
oder: 

■2(|-i?)(a-i?)  +  2(i7-(7)(&~^)--^2_o. 
Dies  ist  die  Gleichung  einer  Geraden.     Man  erhält  aber  dieselbe  Gleichung, 
wenn  man  die  Potenzlinie  zwischen  dem  gegebenen  Kreis  und  dem  Inversionskreis 
nach  Erörterung  18  sucht. 


TJebnngsanfgabe  136.  Folgenden  Lehrsatz  zu  beweisen:  Die  inversen  Kreise  zu 
zwei  gegebenen  Kreisen  schneiden  einander  unter  denselben  Winkeln,  wie  die  gegebenen 
Kreise  selbst 


Figur  68. 


Auflösung.  Nach  Auf- 
gabe 35  ist  der  Winkel  ce,  unter 
welchem  zwei  Kreise  von  den 
Halbmessern  i?|  und  B^  und  dem 
Hittelpunktsabstand  D  einander 
schneiden,  gegeben  durch: 

Seien  nun  (siehe  Fig.  68) 
i^i,  R^,  D  Halbmesser  und 
Centrale  der  gegebenen  Kreise, 
r^,  Tg,  zf  die  entsprechenden 
Grössen  ihrer  Inversen;  seien  ^1, 
Qv  <fv  ^a  ^^®  Abstände  des  In- 
versionscentrums von  den  Mittel- 
punkten der  gegebenen  Kreise 
und  ihrer  Inversen,  und  qp  der 
Winkel,  unter  welchem  vom 
Inversionscentrum  aus  die  bei- 
den Centralen  D  und  J  gesehen 
werden,  femer  «'  der  Schnitt- 
Winkel  der  Inversen,  so  ist 
nach  dem  allgemeinen  Pjthago- 
räer  (siehe  Kleyer^  Lehrbuch  der 
ebenen  Trigonometrie): 


^-  =  ^1^  +  ^2*  — 2^1  ^2  CO»  (Pi, 
^2  =  aj«  -f  (Tj«  —  2<ri  <y,  costp  =  a^^  +  a^^  —  ^^  (^»2  +  ^,2  —  D«) 

Aber  es  ist: 

2rira  cosa'  z=z  r^^  -(-  r,«  —  ^2, 
also: 


2r,r,C0Ba'  =  (r,2  +  r,2)  -  ((r,2  +  ^,2)  +  (^^2 -f- p,2) 


Aber  nach  Uebungsaufgabe  184  und  Anmerkung  67  ist: 


*•!  = 


t  2 
'1 


R^k^ 


«2 1^  2  t 


Ä,A» 


e,' 
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also  ist:  _      B^R^k^ 

Ferner  ist: 


r^r^  = 


iQi'  -  ^1*)  iQ,^  -  ^2^)  • 


also: 


a,a^  = 


QlQ^k* 


((,,2  _  i?^2)  (^^2  __  22^2)  . 


Es  wird  also: 

^  _         2k^B^B^co8a' k^B^  k^Bj^ k^Q^^ 

^V  ,       Ar^  (gi^  +  g2' -  ^^ 

Somit: 

(ei'  -  ^1^)  fe'  -  K^)  ""        gl'  -  ^i'         g2'  -  ^2'  "^  (gl'  -  ^1')  (g2'  -  ^2')  ' 
oder: 

oder: 

2  B^B^  cosa!  =  Äj«  +  Äg«  —  D»  =  2  Ä,  Ä^  coä«. 

Daher  ist  a  =  a' ,  d.h.  der  Schnittwinkel  der  gegebenen  Kreise  ist 
gleich  demjenigen  der  Inversen. 

Anmerkung  71.  Ans  dem  Umstand,  dass  die  Halbmesser  zweier  inversen  Kreise  und 
ihre  Mittelponktsabstände  vom  Inversionscentram  das  gleiche  Verhältnis  haben,  folgt 
in  Verbindung  mit  Aufgabe  39,  dass  das  Inversionscentrum  äusserer 
Aehnlichkeitspunkt  für  jeden  Kreis  und  seinen  inversen  Kreis  ist 

Anmerkung  72.  Aus  üebnngsanfgabe  137  folgt,  dass  die  inversen  Kreise  zu 
zwei  einander  berührenden  Kreisen  ebenfalls  einander  berühren. 

Anmerkung  73.  Da  inverse  Punkte  auf  demselben  Halbmesser  des  Inversionskreises 
Uegen,  so  fällt  eine  durch  das  Inversionscentrum  gehende  Gerade 
mit  ihrer  Inversen  zusammen.  Femer  folgt  daraus,  dass  die  Schnittpunkte 
zweier  Kreise  bei  der  Abbildung  nach  dem  Prinzip  der  redproken  Badieu  den 
Schnittpunkten  der  Inversen  entsprechen,  also  auch  der  Berührungspunkt  zweier 
Kreise  dem  Berührungspunkt  der  Inversen,  der  Schnittpunkt  zweier  Ge- 
raden entspricht  dem  nicht  ins  luversionscentrum  fallenden 
Schnittpunkt  der  zu  den  Geraden  inversen  Kreise,  jeder  Punkt 
des  Inversionskreises  sich  selbst. 

TJebungsanfgabe  137.  Die  Gleichung  des  zu  einem  gegebenen  Kreise  inversen  Kreises 
anzugeben,  wenn  das  Inversionscentrum  mit  dem  Koordinatenursprung  zusammenfällt. 

Auflösung.  Man  kann  die  Formeln  aus  denen  der  üebungsaufgabe  134  ableiten, 
wenn  man  dabei  ^  =  (^  =  0  setzt,  es  soll  aber  hier  die  Untersuchung  direkt  geführt 
werden.  Sind  a?,  y  und  5,  17  zwei  einander  entsprechende  Punkte,  ß,  g'  ihre  Radien- 
Vektoren,  so  ist: 

Daher  ist  die  Gleichung  des  Kreises: 

(-|r^- «y+(|5T^- O"-»^  =  °' 

oder: 

S«+f  r  +  17^      +    +  ' 
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H.  Beziehungen  zwischen  drei  und  mehr  Kreisen.    Apollonisches  Problem. 

Aufgabe  41.  Es  soll  die  gegenseitige 
Lage  der  Aehnlichkeitspunkte  für  je  zwei 
unter  drei  gegebenen  Kreisen  angegeben       Auflösung.   Da  sich  drei  Kreise  aut 


werden. 


drei  verschiedene  Arten  zu  Paaren  ver- 
binden lassen  und  jedes  Paar  von  Kreisen 
einen  äusseren  und  einen  inneren  Aehn- 
lichkeitspunkt  hat,  so  giebt  es  bei  drei 
gegebenen  Kreisen  drei  äussere  and 
drei  innere  Aehnlichkeitspunkte.  Sind 
nun  (siehe  Figur  68)  die  Gleichungen 
der  drei  Kreise: 

S,  =  (x-a,y  +  (y-b,y-r,^=0, 
S,  =  {x^a,y  +  (y-b,y-r,'=0, 
S,  =  ix-  a,y  +.(y  -  b,y  -  r^*  =  O, 

so  sind  nach  Aufgabe  39  die  Koordi- 
naten der  äusseren  Aehnlichkeits- 
punkte: 


fc2  .     2        2kHaS  +  bri)  k^ 

Ist  d  der  Abstand  des  Mittelpunktes  vom  Ursprang,  so  ist  d^  =^a^-\-b^^   daher 
die  Oleichnng: 

oder: 

V        d^  —  r^J  ""V^""  d^  —  r^J  ~  d^--t^  '"^• 
Ist  die  Gleichung  des  Kreises  in  der  Form  gegeben: 

so  wh*d  die  Gleichung: 

^'  +  f  "^  r  +  17'  "^  S'  +  rf  -^^-^^ 
oder: 

k^^k^d^  +  k^en  +  m  +  rf)  =  0. 

Hat  der  Halbmesser  der  Inversion  den  Wert  1,  so  wird  die  Gleichnng  des  inversen 
Kreises : 

AS-  +  i?^  +  ^£  +  ^i7+l  =  0. 

Ist  ^=  0,  d.  h.  geht  der  gegebene  E[reis  durch  das  Inversionscentrom t  so  wird 
die  Gleichnng  der  ihm  entsprechenden  Geraden: 

(?|  +  ei/+^2  =  0  bezw.  efg  +  eiy+l  =0, 

wenn  der  Halbmesser  der  Inversion  =  1  ist. 

Ist  die  Gerade  ÄX'\-By'\'C  =^{^  gegeben,   so  wird  die  Gleichnng  des  zn  ihr 
inversen  Kreises: 

oder: 
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Figur  69. 


A^  von  Sji  und  S^ 


A^  von  Sg  und  S 


8 


Erkl*  58.  Multipliziert  man  l^  mit  r,  (r, — r^^ 
f,  mit  r,  (rg  —  r,),  ■',  mit  r^  (r,  —  r,),  so  erhält 
man  durch  Addition  0,  ebenso,  wenn  man  17, 
mit  %\{x^^r^,  17^  mit  r,  (rj  —  rj),  i^g  mit 
r,  (r^  —  r,)  multipliziert  und  addiert. 

Ebenso  erhält  man  0,  wenn  man: 

^l'n  iX%  —  *•«)  —  ^»'^8  (*-8  +  n)  —  ^8  ''s  (*•!  -  »'s) 

oder: 

^/»•i  (»•«  +  »"s)  —  ^«'^s  (^8  +  »"i)  —  ^s^'sC^i  —  »"a) ; 
oder  wenn  man: 

tlr^  (r,  +  r,)  —  l^  r^  (r^  +  r,)  —  ^,  r^  (r,  -  r«), 

^j' 's (^  +  n)  —  Vz  *'b (*•!  +  '•2)  —  Vi  *'i (»•«  —  O ; 

oder  wenn  man: 

^3'  '-s  (ri  +  »•,)  -  ^1'  n  (r,  +  r,)  —  |,  r,  (r,  —  r^), 

Vtr^  (^  +  r,)  ~  iji'r,  (r,  +  r,)  —  v^r^  (r,  —  r^) 

bildet. 


A^  von  S3  und  S^ 


«2^1  — «1^2 


ba 


^t  = 


%  = 


b%  = 


? 


«3^8  — «»>g 


»•8  — »"l 


Ebenso  sind  nach  Aufgabe  39  die 
Koordinaten  der  inneren  Aehnlichkeits- 
punkte : 

^»  -       r.  +  r,      ' 


B,  von  S,  und  S,:  . 


% 


By  von  Si  und  S, : . 


^  /  _     ^*'2  +  ^2>'3 


3 


-Bg  von  Sg  und  S^ :  < 


^a  +  ^1 

^2    — 


^8-rn 
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Da  nnn  die  Gleichungen  der  Aehn- 
lichkeitspnnkte  : 

^w-[-ijt?-f-l  =  0 
sind,  wo  unter  ^  und  ri  jede  der  sechs 
Grössen:  ^    t    t     t^  t/  t/ 

bl>  SiJ  b8>    bl  J  b2  >  bs 

oezw«  r  Sit 

nv  %y  %>  li »  ^2  »  ^8 

ZU  verstehen  ist,  und  nach  Teil  I,  Auf- 
gabe 60,  drei  Punkte  in  gerader  Linie 
liegen,  wenn  die  mit  drei  gegebenen 
Faktoren  multiplizierten  linken  Teile 
ihrer  Gleichungen  Null  zur  Summe  geben, 
so  folgt  aus  Erkl.  53,  dass  sowohl  die 
drei  äusseren  Aehnlichkeitspunkte  f&r 
sich,  als  je  zwei  innere  Aehnlichkeits- 
punkte und  der  äussere  Aehnlichkeits- 
punkt  des  dritten  Paares  in  gerader 
Linie  liegen. 

Erörternng  34.  Aus  der  vorhergehenden  Aufgabe  folgt  der  Lehrsatz: 
Wenn  drei  Kreise  gegeben  sind,  so  liegen  die  drei  äusseren 
Aehnlichkeitspunkte  der  drei  möglichen  Paare  von  Kreisen  in 
gerader  Linie  und  ebenso  zwei  innere  Aehnlichkeitspunkte 
zweier  Paare  mit  dem  äusseren  Aehnlichkeitspunkt  des  dritten 
Paares  je  in  einer  geraden  Linie.  Diese  vier  durch  je  drei  Aehnlich- 
keitspunkte bestimmten  Geraden  nennt  man  Aehnlichkeitsachsen,  und 
zwar  die  erste  die  äussere,  die  drei  andern  innere  Aehnlichkeitsachsen 
der  drei  Kreise. 

Fignr  70. 


Erörternng  35.  Aus  dem  Satz  von  Erörterung  34  folgt  noch  ein  weiterer 
wichtiger  Satz:  Da  nach  Anmerkung  61  der  Berührungspunkt  zweier  Ejreise 
bei  äusserer  Berfihrung  innerer,  bei  innerer  Berührung  äusserer  Aehnlichkeits- 


Preisgekrönt  in  Franklart  a.  M.  1881. 


Der  ansfilhrliche  Prospekt  und  das  ausführliche  In- 

haltsyerzeichnis  der  ^^yollständig  gelösten  Aufgabensammlung 
von  Dr.  Ad.  Kleyer^'  kann  Yon  jeder  Buchhandlung,  sowie  Yon 
der  Yerlagshandlung  gratis  und  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aafgeschoitten  und  gut  brocbiert,  um  den  sofortigen  nnd  dauern- 
den Gebrauch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inbaltsverzeicbnis,  Berichtigungen 
und  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreise  von  25  Pfg.  pro  Heft 

5).  Die  Beihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  aus  dem  Prospekt  ersichtlich,  ohne  jede  Bedeutung 
für  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  Alles,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefTlichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  für  Schüler  aller  Schulen,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vorzüglichste  Lehrbuch 
zum  Selbststudium,  das  vortrefflichste  Nachschlagebuoh  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


Das  vollständige 

InhaltsYerzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


HalbjShriicb  erscheinen  Nachträge  Über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Druck  Ton  Carl  Hammer  in  Stuttgart. 
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Mit  6  Figoren. 


Vollständig  gelöste 

Auf  gaben-  Sammlung 

—  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben  fdr  den  Schal-  &  Selbstunterricht  - 

mit 

Angabe  und  EntwlcUnng  der  benutzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  nnd  Antworten 

erläutert  durch 

viele  Holzschnitte  &  lithograph.  Tafeln, 

i  aus  allen  Zweigen 

g  der  Bechenkunst)  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  u.  spb&rischen 
z)  Trigonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  u.  höheren  Mathematik  (höhere  Analysis^ 
i  Differential-  u.  Integral-Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Baumes  etc.);  — 
I  aas  allen  Zweigten  der  Physik»  Mechanik ^  Oraphostatik,  Chemie ^  Geodäsie,  Nautik^ 
niathemat.  Geogi^aphie^  Astronomie;  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbahn-,  Wasser-, 
Brttcken-  n.  Hochban's;  der  Konstrnktionslehren  als:  darstelL  Geometrie,  Polar-  u. 

Parallel-PergpectlTe,  Schattenkonstniktionen  etc.  etc. 

für 

Schüler,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 

zum  einzig  richtigen  und  erfolgreichen 

Studium,   zur  Forthälfe  bei  Schularbeiten  und   zur  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 

herausgegeben  von 

I>r«  Adolph  Kleyer, 

Mathematiker»  yereideter  königl.  preusi.  Feldmesser,  Tereideter  grossh.  hessischer  Oeometer  I.  Klasse 

in  Frankhirt  a.  H. 

unter  Mitwirkang  der  bewährtesten  Kräfte. 
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Die  einzelnen  Linien  zweiten  Grads. 

Nach  System  Kleyer  bearbeitet  von  Professor  H.  Cranz. 

Fortsetzung  von  Heft  1301.  —  Seite  161—176.     Mit  6  Figuren. 

Inhalt: 

Beziehungen  zwischen  drei  und  mehr  Kreisen.  —  ApoUonisohes  Problem. 

Stattgart  1894. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881, 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  äbnlicheB  zur  Seite  steht,  erscheint  mooatHch  in  3 — 4 
Heften  zu  dem  billigen  Preise  von  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Aufgaben  aus  dem  OeBamtgeblete  der  Matbemattt «  Physik, 
Mechanik)  matb.  Geographie,  Astronomie,  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbahn-, 
Brfloken-  und  Hochbaues,  des  konstruktiyen  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  Tollständig 
gelöster  Form,  mit  Tielen  Figuren,  Erklärungen  nebst  Angatie  und  Entwickelnng  der 
benutzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  nngelÖsten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
aberlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  fCLr  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Bchlusse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltsTerseleh- 
nis,  Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärungen  aber  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch  naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  I.  und  II«  Ord*,  gleich- 
berechtigten höheren  Bürgerschulen,  Priratscbulen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro- 
gymnaaien,  SchuUehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Bangewerksehnlen, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn.  Torbereitungsschnlen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildungrsschulen,  Akademien,  Universitäten,  Land-  nnd  Forst wissenscbaftssohulen. 
Militärschulen,  Torbereitnngs-Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  £i^}ährig-Frei- 
willige-  und  Offi^iers-Examen,  etc. 

Die  Schflier,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese.  Schritt  fOr  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung Immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  fiberauB  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stätze  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  zum  Auflösen  Ton  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  an  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zn  verwerten.  Lust,  Liebe 
und  Yerständnis  für  den  Schul-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingeuienreu,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Bernfis- 
zweigen  vorkommenden  Anwendangen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Autrieb  zu  weiteren  praktischen  Verwertungen  und  weiteren  Forsehnngen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Nameii 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfa^er, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.,  Fischcrfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart.  Die  Yerlagshaudlung. 
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punkt  zweier  Kreise  ist,  so  sind,  wenn  ein  Kreis  zwei  Kreise  gleichartig  berührt, 
beide  Berührungspunkte  entweder  äussere  oder  innere  Aehnlichkeitspunkte  der 
Paare,  welche  den  Berührungskreis  enthalten;  die  Verbindungsgerade  ist  also 
Aehnlichkeitsachse  und  geht  durch  den  äussern  Aehnlichkeitspunkt  des  dritten 
Paares.  Ist  die  eine  Berührung  eine  innere,  die  andere  eine  äussere,  so  ist  die 
Verbindungsgerade  eine  innere  Aehnlichkeitsachse,  da  auf  ihr  einer  der  Be- 
rührungspunkte schon  äusserer  Aehnlichkeitspunkt  ist,  geht  sie  durch  den  Innern 
Aehnlichkeitspunkt  des  dritten  Paares.    Daraus  folgt  (siehe  Fig.  70  und  71): 

Fignr  71. 


Wenn  ein  Kreis  zwei  gegebene  Kreise  gleichartig  (ungleichartig) 
berührt,  so  ist  die  Verbindungsgerade  der  Berührungspunkte 
äusserer  (innerer)  Aehnlichkeitsstrahl  der  gegebenen  Kreise. 

Erörterung  36.  Liegt  (siehe  Figur  72)  zu  zwei  Kreisen  0^0^  ausser 
dem  einen  Berührungskreis  Q^  noch  ein  zweiter  Berührungskreis  Q^  vor^  so 

Figur  72. 


Cranz.  Analytisehe  Geometrie  der  Ebene.    II. 
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sind  die  Yerbindungsgeraden  ab,  cd  der  Berührungspunkte  nach  Erörterung  35 
Aehnlichkeitsstrahlen  der  Kreise  0^  und  O^.  Daher  bilden  die  Berührungspimkte 
a,  b]  c,  d  zwei  Paare  von  potenzhaltenden  Punkten  (siehe  Anmerkung  59  und 
Erörterung  33);  also  schneiden  sich  ac  und  bd  auf  der  Potenzlinie  von  0^  und  O^. 
Nun  sind  aber  die  Kreise  0^  und  0^  Berührungskreise  von  Q^  und  Q^j  also  sind 
a  c  und  b  d  Aehnlichkeitsstrahlen  dieser  Kreise,  die  Punkte  a,  c\  b,  d  zwei  Paare 
potenzhaltender  Punkte  für  Q^  und  Q^ ,  also  schneiden  sich  nach  Erörterung  33 
ab  und  cd  auf  der  Potenzlinie  von  Q^  und  Q^,  und  man  erhält  den  Satz: 

Wird  ein  Paar  von  Kreisen  von  einem  andern  Paar  von 
Kreisen  berührt,  so  ist  die  Potenzlinie  jedes  Paares  Aehnlich- 
keitsstrahl  des  andern  Paares. 

Aufgabe   42.     Ein  Kreis  berührt 
zwei  gegebene  Kreise,  es  soll  der  Ab- 
stand   seines    Mittelpunktes    von    der       Anflösnng.     Die  Gleichungen   der 
Potenzhme  der  gegebenen  Kreise  be-  gegebenen  Kreise  seien: 
stimmt  werden. 

Erkl.  54.    Die  Gleichungen  der  gegebenen       0^  :  (x  —  a^Y  +  (y  —  h^Y  —  ^2^  =  0; 

Kreise  sind  entwickelt :  die  Gleichung  des  Berührungskreises  sei : 

a:2  +  y2^2a,a:-2a,y  +  a,2+d,2_^^2  =  o,  n  ,^^_aY4-(y  —  by —  r^  =  0. 

a:»  +  y2  — 2a,a?  — 2a,y  +  a,2+6j«-rj2  =  0;  /     i    v:^         / 

daraus  findet  man  durch  Subtraktion  die  Glei-        Nach  Aufgabe   36   müssen   die  Ent- 

chung  der  Potenzlinie :  fernuugen  0^  Q  und  0^  Q  bezw,  gleich 

2  a:  («i  —  ag)  +  2y  (d^  —  d,)  —  (a^«  +  5,«  —  r^^)  der  Summe  oder  der  Differenz  der  Halb- 

+  (a,2  4-  5,2  _  r,2)  =  0.  messer  sein ;  es  ist  also : 

WO  das  Zeichen  -[-  für  äussere,  das 

Zeichen  —  für  innere  Berührung  gilt. 

»«M  Kj      n«   Av«*    j    •      T>    U4  Die  Gleichung  der  Potenzlinie  von  0. 

Erkl.  54a.  Der  Abstand  emes  Punktes  von  ,  ^    •  i.  /  •  if    -cx-i  i   c^\ 

einer  Geraden  (siehe  TeU  I,  Aufgabe  21)  ist  ^^^  ^2  ^St  (Siehe  Erkl.  54): 

gleich   dem   negativ  genommenen  linken  Teil  2x(a. — Ö2)  +  2y(6i  —  bJ) 

der  Gleichung  der  Geraden,  wenn  man  darin  ^    2   i_j,  2 2\ 

die  laufenden  Koordinaten  durch  die  des  ge-  ^^i     1^1        ^1  / 

gebenen  Punktes  ersetzt  und  durch  die  Quadrat-  -U  (a*  -\-  bJ  —  rJ)  =■  0. 

Wurzel  aus  der  Summe  der  Quadrate  derKoöffi-  \^       Ai.xj'-ni^                • 

zienten  von  x  und  y  dividiert.  Den  Abstand  emes  Punktes  von  emer 

Geraden  findet  man  nach  Teil  I,  Auf- 
gabe 21  (siehe  Erkl.  54  a). 

Es  ist  also  der  Abstand  des  Punktes  Q 
von  der  Potenzlinie: 

.  2)  .  .  .  -[2a(a,-a,)+2fe(fe,-fe,) -((!,'  + V-r,>) 
+  {<  4  h'  -  r,^)]  :  2  V(a,  -  a,y  +  {b,  -  6,)^ 

Aus  den  Bedingungsgleichungen  1) 
für  die  Berührung  folgt  aber  (siehe 
Erkl.  55): 

3)  .  .  .  2a(a,-ör,)  +  26(6i  — 6,)-(a,«+V-rx*) 

wo  für  i\  das  Zeichen  — ,  für  r,   das 
Zeichen  -f-  bei  äusserer  Berührung  gilt 


1) 
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Erkl,  55.   Die  Gleichungen  1)  geben  snb-       Setzt  man  nun  diesen  Ausdruck  in 
*'*^®^^-  GL  2)  ein,  so  erhält  man,  die  Centrale: 

ö^ß'-  gesetzt,  für  den  Abstand  des  Mittel- 

2a  (a — a»)  +  2 5  (ft — b,)  -  (a^  +  \^  —  r^)       punktes  Q  von  der  Potenzlinie  der  Kreise 
+(fl.*+V-^i*)  =  2r(+n+r,).  0^  und  0^: 

A\  P—       ^ffn±^2) 

WO  jetzt  beidemale  das  obere  Zeichen 
für  äussere,  das  untere  Zeichen  für 
innere  Berührung  gilt 

Anmerkung  74.  Nach  Aufgabe  38  ist  die  Oleichnog  der  äossern,  bezw.  innem  Aehn- 
licbkeiUpolare  der  Kreise  0^  und  0^  in  Bezug  anf  Kreis  O,  durch  die  Gleichung 
gegeben: 

(«1  — «2)(a?  — ai)  +  (*i-^2)(y  — *i)  +  »'i(^iT^2)==0 
oder: 

Ersetzt  man  hier  x  und  y  durch  die  Koordinaten  von  O^  und  dividiert  dorch 

—  V  («1  —  a,)^  +  (61  —  ftj)^  so  erhält  man  den  Abstand  des  Mittelpunktes  Oj  von 
der  äossern,  bezw.  innem  Aehnlichkeitspolare  der  Kreise  0^  uud  0^  in  Bezug 
anf  0^: 

—  ^  [«1  («1  —  «2)  +  ^1  (^1  —  ^2)  —  («1^  +  ^1^  —  '•i^)  +  («1  «2  +  hhT  ^1  ^•2)] 

oder: 

— -;^[«i'  +  V  — «i«2  — *i^"-V-"^^  +  V  +  «iö2  +  ^^Tn**2] 

oder: 

also :  rj  (r  j  +  r^) 

1^1  = 5 • 

Anmerkung  7S.  Setzt  man  voraus,  dass  beide  Kreise  0^  und  0^  vom  Kreise  Q  von 
aussen  berührt  werden,  so  ist  der  Abstand  des  Mittelponktes  Q  von  der  Potenz- 
linie der  Kreise  0^  und  O^x 

femer  ist  der  Abstand  des  Hittelpunktes  0^  von  der  äassem  Aehnlichkeitspolare: 

Pi  = -jy ; 

es  verhält  sich  also: 

Pip^  =  r:  —  Tj. 

Werden  beide  Kreise  umschliessend,  bezw.  von  innen,  berührt,  so  ist: 

p_       rjr^  —  r^ 
^""  D 

der  Abstand  des  Punktes  0^  von  der  äussern  Aehnlichkeitspolare  ist: 

^i  (»'1  —  ^2) 
^i  =  --^-lD J 

also  ist  in  diesem  Falle: 
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Werden  die  Kreise  0|  nnd  0^  nn^eichartig  berührt,  so  ist: 

^-± D ' 

je  nachdem  der  Ereis  0^  von  aussen  oder  innen  berührt  wird.  Der  Abstand  des 
Mittelpunktes  0^  von  der  innem  Aehnlichkeitspolare  der  Kreise  0|  und  0^  in  Bezug 
auf  Ol  ist  aber: 

^  s  ^1  (^1  +  ^a) 

Pi  = 5 , 

folglich  ist:  _ 

PiPi  =r:  +  f\, 

je  nachdem  zwischen  0^  nnd  Q  äussere  oder  innere  Berührung  stattfindet. 

Da  nun  aber  sowohl  die  Potenzlinie  als  die  Aehnlichkeitspolare  der  Kreise 
0^  und  O2  auf  der  Centrale  OiO^  senkrecht  stehen,  so  sind  sie  parallel.  Wenn 
nun  ihre  Abstände  von  Q  und  0^  sich  verhalten  wie  die  Halbmesser  dieser  Kreise, 
80  sind  sie  nach  Erörterung  30  homologe  Strecken  für  die  Kreise  Q  und  0,,  und 
zwar  in  Bezug  auf  den  äussern  Aehnlichkeitspunkt,  wenn  P:^  =  rir^,  in  Bezog 
auf  den  innem  Aehnlichkeitspunkt,  wenn  P:p  =  r:  —  r^. 

Da  jedoch  die  Kreise  Q  und  0^  sich  berühren,  so  fällt  nach  Anmerkung  61 
bei  äusserer  Berührung  der  innere,  bei  innerer  Berührung  der  äussere  Aehnlichkeits- 
punkt  mit  dem  Berührungspunkt  zusammen;  man  erhält  also  den  in  Erörterung  37 
ausgesprochenen  Satz: 

Erörterung  37.  Werden  (siehe  Figur  73  tind  74)  zwei  Kreise  0^ 
und  Og  von  einem  Kreise  Q  gleichartig  (ungleichartig)  berührt, 
so  sind  die  Potenzlinie  von  0^  und  0^  und  die  äussere  (innere) 
Aehnlichkeitspolare  von  0^  und  0^  in  Bezug  auf  0^  homologe 
Geraden  der  Kreise  Q  und  0^  für  ihren  Berührungspunkt  als 
Aehnlichkeitspunkt. 

Figur  73. 


Anmerkung  76.  Aus  dem  Satze  von  Erörterung  37  ergiebt  sich  folgende,  in  ^Crarug,  das 
apollonische  Problem  und  verwandte  Aufgaben''  gezeigte  geometrische  Kon- 
struktion des  Berührungskreises  an  drei  gegebene  Kreise  0,,  O^,  0,: 
Konstruiere  zu  0^  und  0^,  ebenso  zu  0^  und  O3  die  Potenzlinien  L^  und  L,,  sowie 
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Figur  74. 


die  äusseren  und  inneren  Aehnlichkeitspolaren  Z,  und  l^t  besw.  l^^'  und  V  ^^^^ 
Ereispaare  in  Bezog  auf  0^;  verbinde  die  vier  Schnittpunkte  der  Aehnlichkeits- 
polaren  /q,  l^,  l^\  l^  mit  dem  Schnittpunkt  M  der  Potenzlinien,  so  schneiden  diese 
Verbindnngsgeraden  den  E^reis  Oj.  in  den  acht  Berührongspunkten  der  acht  mög- 
lichen Berährangskreise.  Durch  vertauschung  von  0^  mit  0^  erhält  man  atich  die 
Berflhrungspnnkte  auf  0,. 


Aufgabe  43.  Den  geometrischen 
Ort  für  die  Mittelpunkte  aller  Kreise 
zu  finden,  welche  drei  gegebene  Kreise 
unter  gleichen  Winkeln  schneiden. 


Anflösnng.  Die  Bedingung  dafür, 
dass  zwei  Kreise  mit  den  Mittelpunkten 
Xj  y\  a,  b  und  den  Halbmessern  Rj  r 
einander  unter  dem  Winkel  a  schneiden, 
ist  nach  Aufgabe  35: 

(x  —  ay-\'(if  —  by  —  r^  =  R^-^2Rrco3a. 
Sind  daher: 
S,  =  (x-a.)»  +  (y-6.)«-V  =  0, 
S,  =  (x-a,)»+(y-5,)«-V=0, 

s.  =  (^-«.)*+(y-*,)*-V=o 

die  Gleichungen  der  gegebenen  und 

die  Gleichung  des  gesuchten  Kreises,  so 
müssen  die  Koordinaten  o?,  y  des  Mittel- 
punktes und  der  Halbmesser  für  den 
gesuchten  Kreis  folgende  Bedingung  er- 
füUen: 

S^  =  E^  —  2Br^cosa, 

5)  .  .  .   \  fi»j  =  iP  —  2Rr^co8a, 

S^=z£*  —  2RrQC0Sa. 


^ 
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Eieraus  erhält  man  nach  Elimination 
von  R  nnd  cosa  als  Gleichung  für  den 
gesuchten  geometrischen  Ort: 

6)  .  .  .  (r,-r3)(S,-S3)-(r,-r,)(S,-S,)  =  0 

(siehe  Erkl.  56). 

Dies  ist  eine  Gleichung  ersten  Grades 
für  X  und  y  (siehe  Erkl  66);  der  ge- 
suchte geometrische  Ort  ist  also  eine 
Gerade 
Erkl.  56.     Durch  Subtraktion   je  zweier        jy^  ^^  Gleichung  6)  durch 
Gleichungen  erhält  man :  c        o  a   o        o 

S^  —  S^  =  -'2Rco8a(r,'-'r;),  0^  —  8^  =  0  Und  S^  —  S^  =  0 

S,  — 6'8  =  —  2Äco«a(r,  —  rj);  beftiedigt  wird,  d.  h.  durch  die  Koordi- 

hierans  durch  Division :  nateu  des  Schnittpunktes  zweier  Potenz- 

5^  — s,  _  r^  —  r^  linien ,  so  folgt,  dass  der  gesuchte  geo- 

5,  —  Sj  ■"  r,  — r,  '  metrische  Ort  durch  den  Potenzpunkt 

oder  in  ansfflhrlicher  Form :  hindurchgeht 

2a?  (g,  -  g,)  +  2y  (^  -  h)  -  (a,«  ~  a,2)  ^  (d,2  -  ^^2)  +  (,.^2  ^  r,«)  __   r,-r, 
2a:(g,-g,)  +  2y(d,-6,)-(g,«-g,2)-(6,2_6,2)  +  (r,2-r3«)   "   r,^r,' 

Erörterung  38.  Wenn  man  die  Gleichung  der  Yerbindungsgeraden  der 
äusseren  Aehnlichkeitspunkte  von  den  Kreisen  Oj  und  0^  einerseits,  0^  und  0, 
andererseits  bildet,  so  erhält  man  nach  Aufgabe  41  und  Teil  I,  Erörterung  8 
nach  kurzer  Rechnung: 

7)  .  .  .  x[b,(r^  —  r^)^b^{r^  —  r,)  +  \(r,  —  r^)] 

-~y[«i(^2  — »•8)  +  «2(^3  — 0  +  «3(^  — ^2)J 

Dagegen  lautet  die  Gleichung  6)  entwickelt: 

8)  .  .  .  2x[oi(r2  — r3)  +  a8(/-g  — rj  +  a3(ri  — r,)] 

+  2  y  [6i  (r,  ~  r,)  +  6,  (r,  -  r,)  +  b,  (r,  -  r,)] 

-  («1^  +  K'  -^i")  (r,  -  r,)  -  (a,^  +  6,*  -  r,«)  (r,  -  r,) 

-(V+V-V)(^i-^2)  =  o. 

Hieraus  folgt  unter  Berücksichtigung  yon  Teil  I,  Aufgabe  26,  dass  der 
geometrische  Ort  von  Aufgabe  43  auf  der  äussern  Aehnlichkeitsachse  senk- 
recht steht: 

Der  geometrische  Ort  für  die  Mittelpunkte  aller  Kreise, 
welche  drei  gegebene  Kreise  unter  gleichen  Winkeln  schneiden, 
ist  die  Senkrechte  vom  Potenzpunkt  auf  die  äussere  Aehnlich- 
keitsachse der  drei  Kreise. 

Da  bei  äusserer  Berührung  zweier  Kreise  der  Schnitt winkel  =  180^,  also 
cosa  =  —  1,  bei  innerer  Berührung  Null,  also  cosa  =  1  ist,  so  ist  das  Lot  vom 
Potenzpunkt  auf  die  äussere  Aehnlichkeitsachse  auch  der  geometrische  Ort  t&r 
die  Mittelpunkte  der  Kreise,  welche  die  gegebenen  Kreise  gleichartig  berühren, 
da  für  äussere  Berührung  einfach  alle  Vorzeichen  von  r ^ ,  r^ ,  r^  umzukehren  sind. 

Will  man  dagegen  auch  diejenigen  Kreise  berücksichtigen,  welche  zwei  der 
gegebenen  Kreise  gleichartig,  den  dritten,  z.  B.  0^,  ungleichartig  berühren,  so 
hat  man  nur  das  Vorzeichen  vom  Radius  des  dritten  Kreises  umzukehren;  da- 
durch erhält  man  aber  statt  der  Gleichung  8)  die  Gleichung  der  innem  Aehn- 
lichkeitsachse,  welche  durch  den  äussern  Aehnlichkeitspunkt  der  gleichartig 
berührten  Kreise  geht.    Also  Lehrsatz: 
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Die  Senkrechte  vom  Potenzpunkt  dreier  Kreise  auf  eine 
ihrer  Aehnlichkeitsachsen  enthält  die  Mittelpunkte  zweier  Kreise, 
welche  alle  drei  Kreise  berühren,  und  zwar  diejenigen  beiden 
gleichartig,  durch  deren  äussern  Aehnlichkeitspunkt  die  be- 
treffende Aehnlichkeitsachse  geht. 

Erörterang  39.  Der  eben  ausgesprochene  Satz  erlaubt  eine  Vereinfachung 
der  in  Anmerkung  76  gezeigten  Konstruktion  der  Berührungskreise  zu  drei  ge- 
gebenen. Da  der  Schnittpunkt  der  Polaren  zweier  Punkte  der  Pol  ihrer  Ver- 
bindungsgeraden ist  (siehe  Anmerkung  45),  so  ist  der  Schnittpunkt  zweier  Aehn- 
lichkeitspolaren  der  Pol  der  betreffenden  Aehnlichkeitsachse.  Es  liegen  also  der 
Pol  einer  Aehnlichkeitsachse,  der  Potenzpunkt  und  der  Berührungspunkt  eines 
der  gesuchten  Kreise  in  gerader  Linie.  Die  Konstruktion  der  Berührungskreise 
ist  also  folgende:  Man  bestimme  den  Potenzpunkt  P  und  die  vier  Aehnlichkeits- 
achsen A^j  A^,  A^y  A^  der  drei  Kreise.  Suche  den  Pol  p^  einer  Aehnlichkeits- 
achse in  Bezug  auf  den  Kreis  0^  und  verbinde  ihn  mit  P,  die  Verbindungsgerade 
schneidet  Kreis  0,  in  den  zwei  Berührungspuokten  Tund  T'.  Ziehe  OTund  OT', 
welche  das  von  P  auf  die  Aehnlichkeitsachse  gefällte  Lot  in  den  Punkten  Q 
und  Q'  treffen.  Diese  Punkte  sind  die  Mittelpunkte  zweier  Berührungskreise. 
Durch  Benützung  aller  vier  Aehnlichkeitsachsen  erhält  man  die  acht  Berührungs- 
kreise (siehe  Cranz,  das  apoÜonische  Problem). 


Anfgabe  44.  Denjenigen  Berüh- 
rungskreis zu  drei  gegebenen  Kreisen, 
welcher  alle  drei  von  aussen  berührt, 
an  der  Hand  der  geometrischen  Kon- 
struktion zu  berechnen. 


0^.- 


Erkl.  57.    Nach  Teil  I,  Aufgabe  12  ist : 


y  = 


_   r,y'  +  rb^ 


daher: 


»•  +  n 


Anflösnng.  Nach  Erörterung  38 
liegt  der  Mttelpunkt  a^,  y'  des  gesuch- 
ten Kreises  auf  dem  Lot  vom  Potenz- 
punkt auf  die  äussere  Aehnlichkeitsachse 
der  drei  Kreise.  Dieses  Lot  hat  nach 
Aufgabe  43  die  Gleichung: 

r,){S,-8,)-(r,-r,)iS,--S,)  =  0 

oder: 
9)  .  .  .  r,(S,-S,)  +  r,{S,-^S,)  +  r,(S,-S,)  =  0, 

wenn  man  in  Sj,  S^,  Äj  die  laufenden 
Koordinaten  durch  rr',  t/  ersetzt 

Der  Berührungspunkt  des  gesuchten 
Kreises  mit  Kreis  0^  habe  die  Koordi- 
naten Xy  y\  er  liegt  auf  der  Verbin- 
dungsstrecke von  T^j  y*  mit  a^,  b^  und 
teilt  diese  Strecke  im  Verhältnis  rir^, 
folgUch  ist  (siehe  Erkl.  57): 


(r  +  r^iy  —  rh^ 


10)  .  .  . 


rr'  =  — ■ — -  X a 


=  y' 


i> 


1  '  1 

Aus  Aufgabe  43,  Gleichung  5)  folgt 
aber  für  den  äussern  Berührungskreis, 
wobei  cosa  =  —  1  ist: 
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11)  ...  {  S^  =  r^—2rr^, 
woraus  : 


12^  Pi-S2  =  -2r(n-r,), 


13)  .  .  . 


ErkL  68.    Es  wird: 


oder: 

-(V-V)  +  (n*-V)  =  -2r(n-r,), 
2:»^  (Ol  -  Os)  +  2 y'  (6i  -  b,)  -  (a,*  -  a,') 

-  (ii'  -  h")  +  ri'  -  r,'  =  -  2  r  (r,  -  r,). 

Setzt  man  hier  die  Werte  ans  Gl.  10) 
ein,  so  erhält  man  für  die  Koordinaten 
a;,  y  des  Berührungspunktes  folgende 
Gleichungen  (siehe  Erkl.  58) : 

r  +  ri 


- 1^  (a.  -  aO  «.  -  2 -^1±^  (6.  -  6,)  6. 

-  («1«  -  «.«)  -  (6,«  -  V)  +  '•,«  -  ♦•,* 

=  -2r  (.-,-»•,) 
oder: 

2  -^^i^  (a.  -  «.)«  +  2  -!1±^  (*.  -  6,)y 

-  -^^  («.»  -  «,*)  -  -^^  (6t*  -  M) 

2r  2r 


14) 


/\ 


(S.-S,) 


— f  W+r»*-»-/) 


=  — 2r(»-,  — r,), 


'•+n 


-- fCA'  +  '-i'-O 

=  — 2r(r,  — r,), 

wobei  in  S^  und  S^  statt  der  laufenden 
Koordinaten  x  und  y  einzusetzen  sind. 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt: 

St  —  Sg         _      r 


oder: 

r  +  rj 


=  -2r(r^-r,) 


15)  .  .  . 


s,-s^ 


s 


(S, 


r 


.- s;) +, -r  («.*-«,»- 2a.« + 2«, a,)       ^ieM   man   beide  Gleichungen  yon 

einander  ab,  so  erhält  man  in  laufenden 
Koordinaten  z,  y  die  Gleichung;. 


+  r(V-V-2M+26,6.)--(n*-»-,«) 


oder: 


(S,  -  S,)  -  ^  (o,  -  a,)«  -  ^  (6,  -  6,)« 


=  -2r(r.-r,)    ig)  (g^  _  g^)  [2)^«  _  (^,  _  ^^).] 

Dies  ist  die  Gleichung  einer  Geraden, 

L  (rj2  _  r,«)  =  —  2r  (rj  —  r,)      Äuf  Welcher  der  Berührungspunkt  liegt. 

oder:           ^^  Die  Koordinaten  der  Berührungspunkte 

r-^r  ,^      _      ,. erhält  man,  wenn  man  die  Gleichung 


(S,-5,)-.^(2),2  +  r,2-r,2) 


Sj  =  0  damit  verbindet    Aus  den  "Ko- 


= -«2r(ri  — r,).  ordiuateu  ic,  y  des  Berührungspunktes 
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Durch  Vertauschung  der  indices  2  und  8  erhält  man  dann  mittels  der  Gleichun- 

erhält  man  die  zweite ffleichung.  Durch  weitere  g^^  g)  ^^j  j^),  wobei  aber  in  S,,  S^,  S. 
Umformung  erhält  man:  §•    -er      j»     i.         i       j    ^  ,^'2?     s 

(r -u rUS  —  &)  Koordinaten  jr  und  y'  zu  setzen  sind, 

Jr(Di']'r^-r^-2r^-\^2r  r)   ^^^  gesuchten  Koordinaten  a^,  i/   des 
^  •  ~  *       ■         i  -r    i  j/i  Mittelpunktes  und  den  Halbmesser  r. 

Anmerkong  77.  Die  Gleichung  der  Geraden  16)  wird  befriedigt,  wenn  gleichzeitig 
S^  —  S^  =  0  und  S^  —  S^  =  0  ist,  d.  h.  sie  geht  nach  Aufgabe  38  durch  den 
Potenzpunkt.  Femer  wird  die  Gleichung  der  äussern  Aehnlichkeitspolare,  welche 
in  Anmerkung  74  ausführlich  angeschrieben  ist,  unter  Benützung  der  abkürzenden 
Bezeichnungen  S^,  S^,  S^: 

-(«!*  + V-'-i^~(«2*  +  V-^2*)  +  2(a,fl,  +  ft,ft,-r,r,), 

Ebenso  wird  die  Gleichung  der  äusseren  Aehnlichkeitspolaren  von  Kreis  0^ 
und  Oj  für  O^: 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt: 

Dies  ist  dieselbe  Gleichung  wie  16).  Die  Gerade  16)  geht  also  auch  durch 
den  Schnittpunkt  der  äusseren  Aehnlichkeitspolaren,  d.  h.  den  Pol  der  äussern 
Aehnlickeitsachse  für  Kreis  0^, 

Anmerkung  78.  Durch  Vertauschung  der  Vorzeichen  ftir  die  Radien  r^,  r^,  r^  erhält 
man  die  übrigen  sechs  Berührungskreise. 

Anmerkung  79.  Die  im  Vorhergehenden  auseinandergesetzte  Konstruktion  der  Berührungs- 
kreise zu  drei  gegebenen,  welche  von  Ger  gönne  herrührt,  sucht  zunächst  den  Be- 
rührungspunkt auf  einem  der  gegebenen  Kreise  zu  bestimmen.  Es  lässt  sich  aber 
nach  einer  von  Casei/  angegebenen  Methode  auch  die  Gleichung  des  Berührungs- 
kreises direkt  anschreiben.  Hiezu  sind  jedoch  einige  vorbereitende  Sätze  nötig, 
welche  im  Folgenden  entwickelt  werden  sollen. 

Aufgabe  45.    Die  Länge  der  Ver- 
bindungsstrecken  zwischen  den  Punkten        *    i««  m  /    -n«       rrrx 

anzugeben,  in  welchen  zwei  Kreise  von    ,  ^^.'^^f ™f ./'  ?f'^? J"-  Figur  75) 
einem  dritten  Kreis  berührt  werden.       f '  ^^  ^e  beiden  Berührungspunkte, 

der  zur  Sehne  AiA^  im  Beruhrungs- 
kreis  Q  gehörige  Centriwinkel: 

Ai  QA^  =  CO, 

der  Eadius  des  Berührungskreises  =  Ä, 
dann  ist  im  gleichschenkligen  Dreieck 
Ax  QA^  (siehe  Kleyer,  Lehrbuch  der 
ebenen  Trigonometrie): 

AiA^'=i2R9m  — , 

Ist  Du  die  Entfernung  der  Mittel- 
punkte Ol  und  0,,  so  ist  im  Dreieck 
0,  Q  O2  nach  dem  allgemeinen  Pytha- 
goräer : 
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Figur  75. 


(O 


oder ,    da   cosco  =  1  —  2  sin*  —    (siehe 
Erkl.  69):  ^ 

D,,'  =  (n  -  r,y  +  4  (Ä  +  n)  {B + r,)  sin'  |-. 

Folglich  ist: 

Erkl.  69.    Nach  einem  bekannten  Satz  der  ^  .?^^*^^  ?^^*S  ^  ^«  gegebenen  Kreise 

Goniometrie  (siehe  Kleber,  Lehrbuch  der  Gonio-    ^^^®   ^^^   ^?^^^ '    ®^   ?"^^   -'^d"  ***   ™^ 
metrie)  ist:  ^  •  -      •    -^  .  « 


eosto  =  1  —  2  »»»2 


(U 


-B-f-rg  durch  E — vi  bezw.  J?  —  r,  zu 
ersetzen. 

In  diesem  Falle  ist  also: 

Wird  nur  ein  Ereis  von  aussen,  der 
andere  von  innen  berfihrt,  so  ist: 


Anfgabe  46.     Was   ist   die   geo- 
metrische  Bedentang   des   Zählers    im       Auflösung.     Denkt  man  sich   die 
Ansdrnck    für    die   Verbindungsstrecke  Gleichungen  der  Kreise  anf  den  äussern 
der  Berührungspunkte?  Aehnlichkeitspunkt     als     Koordinaten- 

ursprung bezogen,  so  lauten  sie  nach 
Aufgabe  40: 


(-a^)'+.--'.-=«. 
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Nennt  man  ti  und  t^  die  Tangenten 
vom  Ursprung  an  die  beiden  Kreise,  so 
ist  (siehe  Erkl.  60) : 

(n  -  r,y 


^1    —  TZ         Z^T  —  ^^  » 


'  ~(r,-r,r     ^«' 

also: 


Erkl.  60.   Die  Tangente  vom  Koordinaten-     ^  t  =  (n r  ^A/     '^        ^^^       ^»^ 

Ursprung  an  den  Kreis :  *  V  (^i  —  ^'2)* 

ist:  —  V  1^12  —  [Ti  —  r^;  . 


;/a« -f- 6«  —  r«.  Dagegen   sind   die   Tangenten   vom 

Die  gemeinsame  Tangente  zweier  Kreise  von  innem  Aehnlichkeitspunkt  an  die  Ereise: 
den  Halbmessern  r,  und  r,  und  der  Centrale  D  T       D   >  1 

^■- t."  =  r.*  f^-^  -  1], 

\/2>«  —  (rj  —  r J«  für  die  Äussere,  LV'i       '2;  J 

VD^  —  (r,2  +  rj«)  fttr  die  innere  Tangente.  ^  <2  _  ^.  2  f      -^i« ^1 

*      '  L(n— ^2)*     j 

also :  

</+V=  VA.* -0-1 +»•,)'. 

Ist  also  ^12  die  äussere  oder  innere 
gemeinsame  Tangente  an  beide  Ereise, 
je  nachdem  dieselben  gleichartig  oder 
ungleichartig  berührt  werden,  so  ist  die 
Länge  der  Verbindungsstrecke  zwischen 
den  Berührungspunkten: 


Aufgabe  47.    Welche  Beziehungen 
finden  zwischen  den  Verbindungsstrecken       AnflSsniig.  Da  die  vier  Berührungs- 
der  Punkte  statt,  in  welchen  ein  Ereis  punkte  ein  Ereisviereck  bilden  (sidie 
vier  andere  berührt?  Figur  76),  so  müssen  ihre  Verbindungs- 

strecken dem  ptolemäischen  Lehrsatze 
gehorchen,  oder  es  muss  sein: 

(siehe  Uebungsaufgabe  105). 
Es  ist  also  wegen .  Gleichung  20): 


(B±r^)iB±r,)(B±r,)iR±r,) 

+ 


ÜT  t4i  •  ^32 


(R  ±  n)  {R  ±  r,)  iß  ±  r.)  {R  ±  r,) 

+  (Ä±r,)(ü:±r,)(Ä±r,)(Ä±rJ  ="  ° 

oder: 

21)  .  .  .  tvi'tit-\-hi'tn-\-t%t'tii  =0»  • 
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Fignr  76. 


wobei  zwischen  je  zwei  Kreisen,  welche 
gleichartig  berührt  werden,  die  äussere, 
zwischen  zwei  ungleichartig  berührten 
die  innere  gemeinsame  Tangente  zu 
nehmen  ist. 


Aufgabe  48.  Die  Gleichung  eines 
Kreises  aufzustellen,  welcher  drei  Kreise 
berührt 


Auflösung«  Wenn  in  der  vorigen 
Aufgabe  einer  der  vier  Kreise,  welche 
den  Kreis  Q  berühren,  einen  unendlich 
kleinen  Halbmesser  hat,  z.  B.  der  Kreis 
0^ ,  so  sind  die  gemeinsamen  Tangenten 
zwischen  ihm  und  den  übrigen  gegebenen 
Kreisen  die  Tangenten  von  jenem  Punkte 
an  diese  Kreise.  Der  Mittelpunkt  des 
Kreises  0^  ist  aber  dann  ein  Punkt  des 
Berührungskreises.  Sind  seine  Koordüi- 
naten  x  und  y,  so  ist  daher: 

^i  =+V(^-^.)'+(y-M'-n'=V^, 

Es  ist  somit: 

22) . . .  ^2  v^+^2s  V5=;+^8i  V5i  =  0 

oder  (siehe  Erkl.  61): 

23)  .  .  .  Ä-i^^^a^  +  V^sZ+V^«*  — 2^x*^iV^si* 
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Erkl.  61.   Es  wird:  Dies  ist  eine  Gleichung  vom  vierten 
'u  V^  +  'm  V^^  =  —  ^si  V^  Grade  für  x  und  y.   Sie  stellt  das  Pro- 
oder:                                   dukt  der  Gleichungen  der  zwei  Kreise 

*n*5;  +  «j,2ßfi+2/„.«„  V^^iSg  =  «8i«i^  dar,  welche  die  gegebenen  Kreise  in 

(^„2  iSf,  + 1^  Ä,  —  /,!« i^2  =  4  i^^  i^^  s^  5, ,  der  gleichen  Weise  berühren. 

also: 

oder: 

-  25,S,«,,«f„2  -  2^3  5,  ^32^^,2  =  0. 


XTebangsaufgabe  188.    Es  sind  die  drei  Kreise  gegeben: 

Äi  =  (a?— l)2  +  (y  — 1)2  — 9  =  0,  oder:  x^-^y^  —  2x  —  2y  —  l  =  ^, 
^j  =  (a?— 6)«  +  (y  — 4)«  — 4  =  0,  oder:  a^  +  y«  — 12a?  — 8y  +  48  =  0, 
>53  =  (a;  — 3)*  +  (y— 7)2  — 1  =0,  oder:  a?2  4-y2  — 6a:— 14y  +  57  =  0. 

Die  Koordinaten  des  Potenzponktes  P,  der  äusseren  Aehnlichkeitsponkte:  A^  (zwischen 
S^  und  S^^  A^  (zwischen  S^  und  S^^  A^  (zwischen  ^^3  und  S^^  der  inneren  Aehnlich- 
keitspunkte:  J^g  (zwischen  8^  und  S^^  B^  (zwischen  ^S^^  und  S^),  B^  (zwischen  S^  und  S^ 
and  die  Gleichungen  der  Aehnlichkeitsachsen:  L{A^A^A^^  L^ {A-^B^B^,  L^ {ß^A^B^^ 
L^* {B^B^A^  zu  bestimmen. 

Auflösung.    Es  ist: 

Äj  — 5j==  10a:  +  6y  — 55, 

.S'j  — 6^3  =  —  6a:  + 6y  —  9, 

6^5  — 6^1  =  — 4a?  — 12y  +  64. 

Der  Potenzpunkt  ist  der  Schnittpunkt  der  Potenzlinien: 

5i  —  6'a  =  0  und  S^  —  S^  =  0, 

23  35 

also  hat  er  die  Koordinaten:  x  =  -^ ,    y  ="«"• 

Die  äusseren  Aehnlichkeitspnnkte  haben  nach  Aufgabe  41  Koordinaten  von  der  Form: 

«2^1  — ^1  ^2       ^2^1  — ^1^2 
n  — '•2      *        ^'1  —  ^2      ' 
also  werden  die  Koordinaten  von 

A'    li  =  0,     171  =  10, 
A^i    I2  =  4|     %  =  10, 
A:    ^5  =  16,    1/3=10. 
Die  inneren  Aehnlichkeitspnnkte  haben  Koordinaten  von  der  Form: 

^2  ^1+^1  ^2  ^2^1  +  ^1^2 

folglich  sind  die  Koordinaten  von 

^1:    li'  =  4,       i7i'  =  6, 

-^2  •     b2  =  2  7p ,  1/2  =  5  -^ , 


2  '  «  "2 
4_ 
5 


4 


} 
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Nach  Teil  I,  Erörterung  8  werden  daher  die  Gleichungen  der  Aehnlichkeitsachsen: 

L:       y  —  10  =  0, 
V:     9a;  +  5y  — 50  =  0, 
L^'i    a;  —  4  =  0, 
L3':    a:  — 3y+14  =  0. 


TTebungsan^abe  189.    Für  die  Kreise  von  üebungsaufgabe  138  die  Gleichungen 
der  Senkrechten  vom  Potenzpunkt  auf  die  Aehnlichkeitsachsen  anzugeben. 

AnflSsung.    Nach  Teil  I,  Aufgabe  26  wird  die  Gleichung  des  Lots  vom  Potenz* 

23      35 
punkt  -3-,  -^  auf  die  Aehnlichkeitsachse : 


8   '     8 


23        ^ 
L:       X 8"  =  Ö» 

V:    5a?  — 9y  +  25  =  0, 
35        ^ 

V-    3a;  +  y— 13  =  0. 


TTebiuigsau^abe  140.  Für  die  Kreise  von  üebungsaufgabe  138  sollen  die  Gleichungen 
derjenigen  Geraden  aufgestellt  werden,  welche  die  Pole  der  Aehnlichkeitsachsen  in  Bezog 
auf  Kreis  0^  mit  dem  Potenzpunkt  verbinden. 

Auflösung.  Nach  Aufgabe  44  ist  die  Verbindungsgerade  des  Potenzpnnktes  mit 
dem  Pol  der  äussern  Aehnlichkeitsachse  durch  folgende  Gleichung  ausgedrückt: 

(S,  -  S^  [D,^  -  (r,  -  r,)«]  +  (S,  -  S^  [D,^  -  (r,  -  r,Y]  =  0. 

Um  die  Verbindungsgeraden  des  Potenzpunktes  mit  den  Polen  von  L/,  L^,  L^ 
zu  erhalten,  hat  man  nur  der  Eeihe  nach  die  Vorzeichen  von  r^,  r^,  r,  umzukehren. 
Nun  ist: 

^a'  =  («8  -  «1)'  +  (^8  -  hY  =  40, 
D32  =  (o,  -  a,)«  +  {h,  -  6,)«  =  34. 

^a*  --  (^8  -  n)'  =  36,  Ds«  —  (ri  —  r,)«  =  33, 

^a'  -  (^8  +  ^1)*  =  24,  i>3^  -  (-    r,  -  r,)2  =  9, 

^2'  -  (-  »-3  +  ^1)'  =  36,     Ds^  -  (r,  +  ra)2  =  9, 
W  -  (-  ^8  -  ^'1)'  =  24,     Ds^  -  (-  n  +  r,)«  =  33. 
Es  werden  also  die  Gleichungen  dieser  Verbindungsgeraden: 
für  den  Pol  von  L :      19a?  —  15y  +  11  =  0, 

„      „      „      „     L/:     na:+3y  — 62  =  0, 

V      V      V      r^     W'      3a?  +  y— 13  =  0, 

»      r      r      »     V*       3:r-~7y  +  22  =  0. 


TTebungsau^abe  141.   Die  Koordinaten  der  Pole  der  Aehnlichkeitsachsen  in  Bezug 
auf  den  Kreis  0^  unter  Zugrundelegung  der  Kreise  von  üebungsaufgabe  138  zu  berechnen. 

Auflösung.    Die  Polare  des  Punktes  a;^  y'  in  Bezug  auf  den  Kreis: 

hat  nach  Aufgabe  21  die  Gleichung: 
oder: 
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Verirleicht  man  diese  Gleichung  mit  der  allgemeinen  Gleichung  einer  Geraden,  so 
erhält  man  für  die  Koordinaten  o;',  y'  ihres  Pols  ^e  Bedingungen: 


hieraus: 


o[^  —  a^  =  XÄ,    y'  —  h^  =  'kB,    a^'a^  +  y'^i  =  AC  — a^«  — fti^  +  rj«; 


A  = 


;    x*  =  ÄX-]-a^,    y'=^BX-\'h^. 


Äa^  +  Bh^-^-C 
Daher  werden  die  Koordinaten  des  Pols  von  L^i  1,  2;  die  Koordinaten  des  Pols 

von  jLj':  3-^,  2-^;  von  L^:  4,  1;  von  Lg':  ~,  3-^.    Nach  Teil  I,  Erörterung  8  erhält 

man  hieraus  die  Gleichungen  der  Verbindungsgeraden  dieser  Pole  mit  dem  Potenzpunkt 
der  drei  Kreise,  welche  mit  den  in  Uebungsaufgabe  140  angegebenen  Gleichungen  über- 
einstimmen. 


XTebungtau^abe  142.  Die  Berührungspunkte  des  Kreises  Oy  mit  den  acht  Be- 
rnhrungskreisen  zu  berechnen,  welche  die  in  Uebungsaufgabe  138  angegebenen  Kreise 
berühren. 

Auflösung.  Man  hat  die  Schnittpunkte  des  Kreises  0^  mit  den  Geraden  von 
Uebungsaufgabe  140  zu  berechnen  (siehe  Aufgabe  43).  Ist  nun  Ax-\-By-\'C  =  0  die 
Gleichung  einer  solchen  Geraden  und  setzt  man: 

so  hat  man  zur  Bestimmung  von  ö  die  Gleichung: 

^--^ ^^ y  A  cosd^  +  B  sine  =  0. 

Aa.  +  Bh.  +  C 
Daraus  findet  man,  wenn  —^ ■^— * =  m  gesetzt  wird: 


cose  = 


sin  e  =■ 


—  Am 

i  +  BVA^  +  B^- 

-w« 

A*-]-B* 

—  Bw 

r+AVA^  +  B^- 

-m2 

A^  +  B^ 

Im  vorliegenden  Beispiel   erhält  man   für  die  verschiedenen  Aehnlichkeitsachsen 
folgende  Werte: 


Aehnlichkeits- 
achse 

+ 

01 

m 

e 

1 

Si 

+ 

cos  9 

sind' 

X 

• 

L 

1 

1 

1586 

6 

\/661 

—  95  +  15  \/561 
586 

75  + 19  \/561 
586 

301  +  45  \/ 561 

586 

81iqF67\/56I 
586 

i.' 

298 

—  14 

1/102 

288±3\/102 
298 

42+17^/102 
298 

1012  ±  9  \/ 102 
298 

424  +  51  V 102 
298 

L,'  ^  10 

—  3 

1 

9  +  1 
10 

3  +  3 
10 

4  oder  3,4 

1  oder  2,8 

A' 

1 

58 

6 

V 

/as 

-  18  +  7\/22 
58 

42  + 3  \/ 22 
58 

4  +  211/22 
58 

184  +  9  \/22 
58 
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TTebiuigsaii^abe  148.  Die  Mittelpankte  der  acht  Berühnrngskreise  an  die  drei 
Kreise  von  üebnngsanfgabe  138  zn  bestimmen. 

Anflösang.  Die  in  üebnngsanfgabe  142  berechneten  Berühmngspnnkte  anf  Kreis  Oj 
sind  mit  seinem  Mittelpunkt  zn  verbinden  nnd  diese  Verbindnngsgeraden  mit  den  zn^ 
hörigen  Loten  vom  Potenzpnnkt  anf  die  Aehnlicbkeitsachsen,  deren  Gleichungen  in  üebnngs* 
aufgäbe  139  angegeben  sind,  zum  Schnitt  zn  bringen. 

Da  die  Koordinaten  des  Mittelpunktes  vom  Kreis  0^:  1,  1  sind,  so  ist  die  Gleichnn; 
des  Halbmessers,  welcher  den  Winkel  ^  mit  der  X-Achse  macht: 

y— 1 

^  =  tg^^  oder:  x sinO'  —  y cos&-\- (cos^  —  sind)  =  0. 

Die  Gleichungen  der  betreffenden  Halbmesser  werden  also  vermöge  der  in  üebnngs- 
anfgabe 142  angegebenen  Werte  von  cosO^  und  sin^i 

a?(75+19  1/561)  +  y (95 ±  15  1/561)  — 170  +  4  l/561  =  0, 

23 
zum  Schnitt  zu  bringen  mit  x —  =  0 ; 


a?(42+17  "/102)  — y(238±3  \/l02)  +  196±20  l/l02  =  0, 
zum  Schnitt  zu  bringen  mit  5a: — 9y4-25  =  0; 

y  — 1  =  0  bezw.  3a;--4y4-l  =  0, 

35 
zum  Schnitt  zu  bringen  mit  y r-  =  0 ; 

a:(42  +  3  l/22)  +  y(18±  7  "/22)  — 60+ 4 /22  =  0, 
zum  Schnitt  zu  bringen  mit  Zx-{-y —  13  =  0. 

Die  Koordinaten  der  beiden  ersten  Mittelpunkte  werden  daher: 

__       __23  235  —  3  Vb61  235  +  3  i/SGI 

oder: 

rcj  =  2,875,    y^  =  2,562 ;     x^  =  2,875.    y,  =  4,782. 

Für  die  beiden  nächsten  Mittelpunkte  erhält  man: 

178— 27\/TÖ2  5      62  — 3  1/TÖ2 


a?, 


8  70  »   ys  — 


76  »^84  19 


178  +  27  V^102  5    62  +  3  /l02 

^4  -         76         '  y*  -  4        19 

oder: 

a?8  =  —  1,247,    ys  =  +  2,082 ;      x^  =  6,072,    y^  =  5,930. 

Die  Koordinaten  des  fünften  Mittelpunktes  werden  unendlich,  da  die  Kreise  eine 
gemeinsame  Tangente  haben,  welche  einen  der  Berührungskreise  ersetzt 

Der  Mittelpunkt  des  sechsten  Kreises  ist: 

^«  —  0,0;     y^  —  g  . 
Für  die  beiden  letzten  Kreise  erhält  man: 

14+V^22  10  — 3\/22 

^7  = 4 ,    yi  =  — -4 ; 

_  14—  1/22  _  10  +  31/22 

^8  —       4   *    »  ys  —        4        I 

oder. 

x^  =  4,673,    y,  =  —  1,015 ;      x^  =  2,327,    yg  =  6,015. 


in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


Der  ansfülirliche  Prospekt  und  das  aasfBlirliehe  Inhalts- 
Terzelclmls  der  „Yollständig  gelösten  Anfgabensammlung  von 
Dr.  Ad.  Eleyer*'  kann  von  jeder  Bnchkandlang,  sowie  yon  der 
Verlagshandlnng  gratis  und  portofrei  bezogen  weiden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  und  gut  brocbiert,  um  den  Bofortigen  und  daaem- 
den  Gebranch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Öerichtigüngen 
and  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  za  dem  Abonnementspreise  von  25  Pfg.  pro  Heft. 

5).  Die  Beihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  -angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  aas  dem  Prospekt  ersichtUch,  ohne  jede  Bedeatang 
für  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  Alles,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbach  für  Schüler  aller  Schalen,  das 
beste  Handbach  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vorsüglichste  Lehrbach 
Bom  Selbststadiam,  das  vortrefflichste  Naohschlagebach  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


Das  vollständige 

InhaltsYerzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erseheinen  Nachträge  über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Druok  vou  Carl  M  am  in  er  in  Stuttgart. 
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Vollstäii^g  gelöste 

Auf  gaben-  Sammlung 
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Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 
durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881, 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  ähnliclieg  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3 — 4 
Heften  zu  dem  billigen  Preise  von  25  ^df  pro  Heft  und  hringt  eine  Sammlang  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Oesamtgebiete  der  Mathematik,  Physik, 
Mechanik,  math.  Geogrraphie,  iBtronomie,  des  Maschinen-,  Strauen-,  Eisenbahn-, 
Brfleken-  und  HochlMines,  des  konstrukÜTcn  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  Tollständig 
gelöster  Form,  mit  Tielen  Figuren,  Erklärungen  nehst  Angabe  und  Entwickelnng  der 
benutzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  verständlich  sein  kann,,  hezw.  wird,  wenn  eine  gri^Sssere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelösten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
aberlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltsTerzeich- 
nis,  Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärungen  aber  das  betreifende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch -naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  !•  und  Ü«  Ord«,  gleich- 
berechtigten höheren  Bfirgerschulen,  Prifatschnlen,  Gymnasien,  Bealgyninaaien,  Pro- 
gymnasien, Sehnllehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  BaugewerksehnleD, 
Gewerbeschalen,  Handelsschulen,  techn.  Torbereitungsschulen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  Universitäten,  Land-  und  Forstwissengchaftsschulen, 
Militärschulen,  Yorbereitungs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Einjährig-Frei- 
willige- und  Offlziers-Examen,  etc. 

Die  Schfller,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  oud 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese.  Schritt  fllr  Schritt  gelöste,  Aufgabeu- 
sammlung  immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  flberaug  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  StQtze  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  zum  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgalien  zu  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anznvrenden  und  praktisch  zu  verwerten.  Lust,  Liebe 
und  Verständnis  für  den  Schul-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenienren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Bernfs- 
zweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  nud 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Verwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchbandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.,  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt. 
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XTebungsaiifgabe  144.  Die  Halbmesser  der  acht  Berührnngskreise  der  üebnngs- 
anfgabe  138  zq  berechnen. 

Auflösung.  Man  könnte  die  Koordinaten  der  Berährongspnnkte  im  Ansdrack  S^  —  S^ 
von  Gleichnng  15)  in  Aufgabe  44  einsetzen  nnd  ans  dieser  Gleichung  r  berechnen.  Statt 
dessen  ist  es  aber,  nachdem  die  Mittelpunkte  der  Berührungskreise  gefunden  sind,  be- 
quemer, ihre  Abstände  von  den  betreffenden  Berührungspunkten  zu  berechnen. 

Für  den  ersten  Kreis  sind  die  Koordinaten  des  ersten  Berührungspunktes  nach 
Uebangsanfgabe  142: 

301  —  45  V^SeT       811 --57  V^56T 

586  '  586 

die  des  Mittelpunktes: 

23        235  —  3  V'öeT 

8   '  64  ' 

also  ist: 

_  /23        301  —  45  V^56T  Y      /  235  —  3  1/561  ___  811  —  57  V^SeTV 

V8  586  /"^V  64  586  / 

=  -^  (i5 + Vböry, 

also: 


Ebenso  ist: 


B^  =  —  (15  +  V56T)  =  5,447. 
Äa  =  -|r(V'56T— 15)=  1,218. 


64 
Ferner  ist  für  den  dritten  und  vierten  Kreis: 

_  /l78T27\/l02  __  1012  +  9  I/TÖ2Y      /210  =F  15  VlÖ2  _  424  +  57  VlÖ2 V 
V  76  298  /''   V  76  298  / 

=  -^(417  ±  12  1/1Ö2)  =  ^  (3  +  2  l/IÖ2)2, 
daher: 

i?a  =  -^(3  +  2\/lÖ2),     i?^  =  ^(2VlÖ2-3) 

oder: 

Ä,  =  5,494,     B^  =  4,073. 

Der  Halbmesser  des  fünften  Kreises  ist  unendlich  gross;  für  den  sechsten  ist: 

/ji     i7Y ,  /"So     üY—  ?l!_5?!  —  riLYTi  —A-'i _  {2LY  JL 

^""V2   '"   6  /■+'V8   ""   6  /       102       402~"\10/  V        16/ —  VlO/      16' 
also:  _ 

21_V7 

40 

Für  den  Siebentel  und  achten  Kreis  ist: 
^       /14+V22        4T21  I/22Y  ,    /lO=F  V22         184T9/22Y 

^=(,-n[ — — bT^j+y — 4 — "" — öT — ; 

113  ±  20  /22  (3  V^22  +  5)^ 

-  4  ""  4  ' 

daher  ist: 
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i?6  = ik —  =  1»389. 
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TTebungsaufgabe  145.     Die  Gleichungen   derjenigen   beiden  Kreise   au&ustelleD, 
welche  die  drei  Kreise  der  üebungsaufgabe  138  gleichartig  berühren. 

Auflösung.    Nach  Aufgabe  47  und  48  hat  man  zunächst  die  Längen  der  gemein- 
samen äusseren  Tangenten  zwischen  den  gegebenen  Kreisen  zu  berechnen. 
Es  ist  (siehe  Aufgabe  45  und  46): 

aber: 

i>j2  :=,  34  (siehe  üebungsaufgabe  140),    Dj«  =  (a^  —  Oj)«  +  (b^  —  b^)^  =  18,    D^-  =  40, 

ri  +  rj  =  5,     rg  +  r,  =  3,     r8  +  ri  =  4, 
also : 

folglich  ist  die  Gleichung  des  gesuchten  Kreispaares: 

/15  l/a?«  +  y2_6a;  — 14y  +  57  +  3  \/a;«H-y*~2a?  — 2y  —  7 

+  VÜ  l/a:2  +  y2_-i2ar  — 8y-i^48  =  0 
oder  (siehe  Aufgabe  48): 

(a;2-}-y2_2a:  —  2y  — 7)2.81 +  (ar24-y2  — 12a:  — 8y  +  48)*-24* 

+  (a^^  +  y^  — 6^  — Hy  +  57)2.15« 

—  2-9-24  (a;2-|- y2  _  2a:  —  2y  —  7)  (a;2  4-y2  _  12a?  —  8y  +  48) 

—  2-15-24(ar2  +  y2__i2^_gy_|_48)(a?-  +  y«  — 6a:  — 14y  +  57) 

—  2-915(a:2  +  y2_6a._i4y_U57)(^2^y2_2a:— 2y  — 7)  =  0 
oder  ausgerechnet: 

(a:'^  +  y^^-8a:(a:2  +  y2)_i6y(a;2_|_y2)^2a:2+76,6y2  +  64ary 

+  128  ar  —  64  y  —  639  =  0. 


J.  Die  Gleichung  des  Kreises  in  Dreieckskoordinaten. 

Aufgabe  49.     Die  Gleichung  des 
Umkreises  um  ein  Dreieck  in  den  Glei-        ^    «..  tx.     -mi  .  i_  j 

chungen  der  Seiten  auszudrücken.  ^  A^^?«™«",    Die  Gleichn^en   der 

Seiten  A^Ä^,  A^A^,  A^i  (s-  Figur  77) 
seien  in  der  Normalform: 

a;^  =  a;  cosa^-^-ysinai  —  2i  =  0, 

x^  =  xcosa2-\-ysina2  —  ^s  =  0, 

a-j  =  xcosa^'\-ifäna^  —  q^  =  0. 

Sei  nun  P  ein  Punkt  des  Umkreises 
und  der  Koordinatenursprung  innerhalb 
des  Dreiecks,  so  bedeuten  x^^  x^,  x^ 
nach  der  in  Teil  I,  Aufgabe  20  ge- 
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Figur  77. 


troffenen  Festsetzung  über  die  Vor- 
zeichen die  Abstände  des  Punktes  P 
von  den  Seiten  des  Dreiecks. 

Nun  ist  nach  dem  ptolemäischen 
Lehrsatz  (siehe  ErkL  62): 

Es  ist  aber: 

=  sina  isinß:  siny, 

wenn  man  mt  a,  ß,  y  die  Winkel 
des  Dreiecks  A^Ä^Ä^  bezeichnet; 
folglich : 

1)  .  .  .  AiPstna-^-AzPsinß 

-[--i^Psiny  =  0. 

Nun  ist  der  Inhalt  des  Dreiecks 

A^A^P=^^A^P'A^P'8inA^PA^, 

und  da  ^A^PA^  =^^A^A^A^  =  y 
(siehe  Erkl.  63  und  64),  so  ist: 

2-A^i^2P=  A^P^A^P'Äny\ 
ErkL  62.  Der  ptolemäische  Lehrsatz  lautet :  andererseits  ist  dieser  doppelte  Inhalt 
Sind  1,2,  3,  4  Yier  Punkte  eines  Kreises,  so  ist:  ^^^^   A^A^^x^,   weü  x^   der  Abstand 

12.84  +  23.41-1-31.24  =  0.  ^^s  Punktes  P  von  der  Seite  A,A^  ist; 

folglich  hat  man: 
ErkL  68«    Der  doppelte  Inhalt  eines  Drei-  j    P  J   p  «•,  *, a    A    /*. 

ecks  ist  gleich  dem  Produkt  zweier  Seiten  mal  Ji^^r^^^r^^ny  —  ^, ^^ •  a?j , 

dem  Sinus  des  eingeschlossenen  Winkels  (siehe  ebenso : 

Kleber j  Lehrbuch  der  ebenen  Trigonometrie).  A  p. ^, p. sin ä  =  A^A.*x,. 

Z  9  t  8       3         1' 

Aj,P'A.P'Sinß  =  AoA,'Xij 
Erkl.  64.     Bin  bekannter  Sats  der  Geo-  „„^  ^o.  3     i     «' 

mctrie    lautet:     AUe    Peripheriewinkel    über  ™^       \    ^      ,    ^ 
gleichen  Bögen  sind  einander  gleich.  A^  A^ :  A^  A^  \A^A^^=  sin  y :  sin  a :  sin  ß, 

SO  ist: 
AiP.A^P:A^P'A^P:A^P'A^P==ix^:Xj^:x^, 
folglich : 

^1 A  :  ^2  -i  :  -^B  X  ■  ■  - 


2) 
3) 


X^     x^ 

daher  wird  die  Gleichung  1): 
sin  cc    i^  sinß  ^.    sin  y  


X, 


+ 


Xj  X2  x^ 


+■^^  =  0 


oder: 

,  .  x^x^sina-^-  XQXj^sinß-\-x^X2siny=^  0, 

Erörtenmg  40.  In  Teil  I  wurden  die  Dreieckskoordinaten  eines  Punktes 
als  drei  Zahlen  definiert,  welche  sich  verhalten  wie  die  Abstände  dieses  Punktes 
von  den  Seiten  des  Fundamentaldreiecks,  multipliziert  mit  gewissen  Eonstanten. 
Diese  Konstanten  sind  =  1,  wenn  die  Gleichungen  der  Seiten  des  Fundamental- 
dreiecks in  der  Normalform  gegeben  sind,  dagegen: 
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wenn  die  Gleichungen  der  Seiten  des  Fundamentaldreiecks  in  der  allgemeinen 
Form  vorliegen: 

Ä,x  +  B,y-\-C^  =  0,    A,x+B,y  +  C,  =  0,    A^x  +  B,y'{'C^  =  0. 

Man  kann  folglich  in  jedem  Falle  die  Gleichung: 

x^x^  sma-}-  XqX^  sinß  +  x^x^  siny  =  0 

als  Gleichung  des  Umkreises  fuir  das  Fundamentaldreieck  in  laufenden  Dreiecks- 
koordinaten x^,  a?2,  Xq  ansehen. 

EriSrterimg  41.     Sind  (siehe  Figui-  78)  Pa^j  Pa^j  Pa^  die  Abstände 
eines  Punktes  P  des  Umkreises  von  den  Seiten  des  Dreiecks  Ä^A^Ä^,  so  ist 

sina    der    doppelte    Inhalt 


Fignr  78. 


Pa^  •  Pa^ 

des  Dreiecks  a^Pa^j  aber  der  Winkel 
zwischen  den  Normalen  Pa^  und  Pa^ 
von  A^A^  und  A^A^  ist  gleich  dem 
Winkel  a  zwischen  diesen  Gteraden  selbst, 
folglich  ist  x^x^sina  proportional  d^n 
Inhalt  des  Dreiecks  a^Pa^,  ebenso  sind 
x^x^  sinß  und  x^x^  siny  proportional  dem 
Inhalt  der  Dreiecke  a^Pa^^  und  a^Pa^ 
Die  Summe  dieser  drei  Dreiecke  ist  aber 
der  Inhalt  des  Dreiecks  a^a^a^j  und 
wenn  dieser  Inhalt  =0  ist ,  so  mfissen 
die  drei  Punkte  a^y  a^j  a^  in  gerader 
Linie  liegen.   Man  erhält  somit  den  Satz: 

Fällt  man  auf  die  Seiten  eines 
Dreiecks  Lote  von  einem  Punkte 
des  Umkreises,  so  liegen  dieFuss- 
punkte  dieser  Lote  in  gerader 
Linie. 

Erörterung  42.   Man  schreibe  die  Gleichung  des  Umkreises  in  der  Form: 

x^(x2  sina -\-x^  sin  ß)-^x^x^  siny  =  0. 

Dabei  stellt  x^  sina -\-x^  sinß  =  0  als  Gleichung . vom  ersten  Grade  eine  Gerade 
dar.  Die  Schnittpunkte  dieser  Geraden  mit  dem  Kreis  erhält  man,  wenn  man 
gleichzeitig  ^2  »in a tJ- a?!  sin/J  =  0  \mdx^(x2  sina -]-x^  sin ß)'^x^x^  siny  =1  0  setzt 
Es  muss  also  für  die  Schnittpunkte  x^  =  o  und  x^  =  0  sein ;  die  Gerade 
x^  sina -^x^  sinß  geht  folglich  durch  die  Schnittpunkte  der  Geraden  a?i  =  0  und 
x^  =  0  mit  dem  Kreis.  Diese  beiden  Schnittpunkte  fallen  aber  im  Punkte  A^ 
zusammen,  daher  ist  x^sina-^-x^sinß  =  0  die  Gleichung  der  Tangente  an  den 
Umkreis  im  Punkte  A^,  ebenso  ist  x^  sina -\-x^  siny  =^0  die  Gleichung  der 
Tangente  im  Punkte  A^,  x^  sinß -{-x^  siny  ^=  0  diejenige  der  Tangente  in  A^. 

Anmerkung  80.  Den  Winkel,  welchen  die  Tangente  A^T  (siehe  Figor  79)  oder 
X2sina'\-XiSinß  =  0  mit  der  Seite  A^A^  oder  x^=0  bildet,  erhält  man  aus 
Teil  I,  Aufgabe  50,  wenn  man  dort  in  der  Formel  49): 

a^  =  sinß^    02  =  sina,    03  =  0 

setzt.    Man  erhält  dann  fQr  den  Sinns  dieses  Winkels: 

—  2  J  sina 

«1  «2  V sin^ a  +  sin^ ß  —  Ysin a  sinß  cosy 
aber  nach  einer  bekannten  goniometrischen  Formel  ist  die  Wurzel  im  Nenner  =  siny 
[siehe  Kleyer,  Lehrbuch  der  Goniometrie,  Formel  287),  und  Teil  I,  ErkL  76],  nnd 
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da  s^s^siny  =■  2 J  ist,  so  folgt,  dass  der 
Sinus  des  Winkels  A^A^T  =  sina,  also 
^A^Ä^T  =  a  =  ^A^A^ -4.  ist.  Man 
erhält  daher  den  Satz:  Jede  Tangente 
eines  Kreises  macht  mit  einer 
durch  ihren  Berührungspunkt 
gehenden  Sehne  einen  Winkel 
(Sehnentangentenwinkel),  welcher 
gleich  dem  Peripheriewinkel  über 
dieser  Sehne  im  entgegengesetz- 
ten Kreisabschnitt  ist. 


Anmerkung  81.    Schreibt  man  die  Gleichungen    Ajf 
der  Tangenten    an   den  Umkreis   in   den 
Punkten  A^^  A^^  A^  in  folgender  Form: 


Figur  79. 


X 


2 


^2 


u 


sinß 
siny 


+ 
+ 
+ 


X, 


stny 
stna 


=  0, 
=  0, 
=  0, 


Bin  a    '    sin  ß 
und  addiert  diese  Gleicbongen,  so  erhält  man  die  Oleichanff  einer  Geraden: 


X, 


+ 


X 


2 


+ 


X. 


Stna    '    sinß     '     stny 

Diese  Gerade  geht  (siehe  Figur  80)  nach  Teil  I,  Au^be  27  and  Erör- 
terung 17  durch  den  Schnittpunkt  von  ^^  mit  x^  =  0,  d.  h.  mit  A^A^,  ebeuBO 

Figur  80. 


durch  den  Schnittpunkt  von  ^2  ^^  ^s^i  ^^^  durch  dei^enigen  von  t^  mit  A^A^, 
Man  hat  daher  den  Satz: 
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Legt  man  in  den  Ecken  eines  Dreiecks  Tangenten  an  den 
Umkreis,  so  liegen  die  drei  Schnittpunkte  dieser  Tangenten  and 
der  ihnen  gegenüberliegenden  Dreiecksseiten  in  einer  geraden 
Linie. 

Anfgabe  50.  Die  Bedingong  anzugeben,  unter  welcher  die  Gerade: 

den  Umkreis  des  Fundamentaldreiecks  berührt. 

Auflösung.    Die  Gleichung  des  Umkreises  ist  nach  Aufgabe  49: 

x^x^  sina  -{-  x^Xj^  sinß  -]-  x^x^  siny  =  Ö 

x^x^8iny'\'X^(x2sina'{-XiSinß)  =  0. 

Eliminiert  man  aus  dieser  Gleichung  und  derjenigen  der  Geraden  die  Drei- 
eckskoordinate a?3,  so  erhält  man  nach  I^yision  durch  x^^: 

Diese  Gleichung  hat  zwei  gleiche  Wurzeln,  wenn: 

(a^  sin a -f" ^2  ^^/^  —  ^s  ^^yY  —  4aia2  sina smß  -=.  0, 
oder: 

5)  .  .  .  a^ün^a'\'a^9if?ß'\'a^Bin^y  —  ^a^a^ünasmß  —  ^a^a^Änßsmy 

—  2a^a^ünymia^=^  ist. 

Die  Gleichung  5)  ist  somit  die  Bedingung  dafür,  dass  die  beiden  Schnitt- 
punkte der  Geraden  mit  dem  Umkreis  zusammenfallen,  oder  dass  die  Gerade 
Tangente  ist. 

Die  Gleichung  5)  lässt  sich  (siehe  Erkl.  66)  auch  schreiben: 

6)  .  .  .   VoTsfna  +  Va^  sin /? -|- V0J3 «iw  y  =  0. 

Erkl«  65«  Wenn  man  die  Gleichung  des  Umkreises  mit  a,,  diejenige  der  Geraden  mit 
x^9ina'\-x^smp  multipliziert  und  subtrahiert,  so  ist: 

apj  ap,  •  a,  Biny  —  (a^  a?i  -f-  a^  x^  (x,  «n  a  -|"  *i  ***•  Ä  =  0 
oder: 

x^'a^sin^-^-x^a^sina  —  x^x^*a^%\ny-\-x^x^*a<^^%ina'\'X^x^^a^9inp  =  0. 

Dividiert  man  dnrch  x^^  so  ist: 

x^  X 

—4- •  öj Äin/J -] (a, sin «  +  «j sinp  —  a, Bin y^-^-a^^Bma-^.  0. 

afj*  x^ 

Erkl.  66.    Ans  Gleichung  6)  folgt: 

Vai«Mia-f-  \/ajfiin/J  =  —  ^ a^siny 

oder :  

aj sin a  -|-  a^sinß  -j-  2  V^a^ a,  sin a  sinß  =  a, siny 

oder: 

(ttj  «in  tf\-a^  sin  ß  —  a^  sin  y)^  =  4  a,  a,  sin  a  sin  ß 

oder: 

ai^sin^a  -|-  a^sin^ß  -f-  a^sin^y  -f-  ^^i  <<«  sina  sinß  —  2a^  a^sinasiny  —  2a,  a^sinßsiny 

=  4  a^  a,  sin  a  sin  ß 
oder: 
Oj*  «m*  a  -|-  rt,«  «m*/J  +  aj*  sik^  y  —  2  a,  a,  «in  a  «in/?  —  2  a,  a ,  «m  «  «t  n  y  —  2  a,  a,  sinß  siny  =  0. 

Tanl^ft  ?eu  U^e^^"S"#un£      Anflösung    Die  Gleichung  der  ge- 

menteldreiecks  aufeusteUen,  wenn  der  suchten  Tangente  sei: 

Berflhmngspunkt  gegeben  ist  «i«i + «s*» + «s*«  =  0 

in  laufendenDreieckskoordinatena;j,a;2,Xj. 
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Sind  y^,  ^29  ^8  ^^d  ^1'  ^3)  ^8  ^^ 
Schnittpunkte  dieser  Geraden  mit  dem 
Umkreis,  so  ist  nach  Aufgabe  39: 

sina    ,    sinß    ,    siny 
Vi  Vi  Vü 


sina    ,    sinß    .    siny 

_ j 1 _ — =  0, 


^l  ^2  ^8 


Aus  beiden  Gleichungen  folgt: 
sina(y^-^z^)    .    sinß(y^  —  z^)    .     siny{y^  —  z^)   _  ^ 

Vv^l  y2^2  ^8^3 

Sollen  die  beiden  Punkte  y,  z  auf 
der  Geraden  liegen,  so  ist: 

«iyi+«2y2+«3y8  =  o, 

«l2^i  +  «2^2  +  «3^8  =  Ö, 

woraus  folgt: 

«i(yi — '^i)+«2(y2  —  ^2)+ «3(y8  —  ^a)  =  o. 

Die   Vergleichung    mit    der   obigen 
Gleichung  giebt: 

sin  a                  sin  ß                  sin  y 
a.  = ,     do  = ,     a«  = — 

yi^i  y2^2  y3^8 

folglich  ist,  wenn  y  und  z  zwei  Punkte 
des  Umkreises  sind: 

^v  sina        .sinß        ,    siny 

yi^^i        y2^2      '  y8^3 

die  Gleichung  der  Yerbindungsgeraden. 
Wenn  nun  £ese  Gerade  Tangente  sein 
soll,  so  müssen  die  Punkte  y  und  z  zu- 
sammenfallen.   Daher  ist  dann: 

.  sin a        ^^  sinß      ^^  siny      

yi'  y2      ^  y8 

die  Gleichung  der  Tangente  im  Punkte  y, 
und  es  ist: 

V  sina  sinß  siny 


Anfi^abe  52.     Die   Gleichung   des 
Tangentenpaares  von  einem  gegebenen 

Punkte  an  den  Umkreis  des  Funda-  Auflösung.  Sind  y„  y„  y,  die  Drei- 
mentddreiecks  in  Dreieckskoordinaten  eckskoordinattn  des  gegSen  Punktes, 
auszudrücken.  ^^^  ^^^  ^^  diejenigen  eines  andern  Punktes 

der  Tangente,  so  hat  jeder  Punkt  der 
Tangente  Dreieckskoordinaten  von  der 
Form: 

yi+^-^i»   y2+^^2>   y3+^^3- 
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B  ..1  ii^    T^:        ^   *•  w  /ii  •  u       4s«  ,       Soll  dieser  Punkt  auf  dem  Umkreis 

^ErkL«7.   Die  quadratische  Gleichung  fdr  X   j.^^^^^  ^  ^^, 

sina[if,tf,  +  l(x^lf,+x,if,)+X^x,T,-]  sina  sinß .        siny       ^^ 

+  siny  |>»y,  +  X  (x,y^  +  x^y,)  +  x^y.y^]  =  0,    g^jß^  ^^g  jgj  ^j^e  quadratische  GleichuDg 
oder  geordnet;  für  ;l      Fallen   beide   Wurzeln   dieser 

ii(x^x^8ina  +  x^x^8mß  +  xix^8iny)  Gleichung  zusammen,  so  fallen  auch  die 

+  i[x,(jf^8iny+t/j,8inß)+x^(y^sina+y,8iny)  Schnittpunkte  der  Verbindungsgeraden 
-|-argfyjsm^-f-yj«t«a)]+yjy3a»«a  y^  jjjj^  ^^m  Kreise  zusammen,  oder  sie 

+ysylSinß+y^y^8iny=:zO.  jg^.  Tangente.    Dazu  ist  nöt%,  dass: 

(siehe  Erkl.  67). 

Dies  ist  also  in  laufenden  Koordi- 
naten 0?!,  a?2,  ^Tg  die  Gleichung  des  Tan- 
gentenpaares. 

Erörtenmg  43.  Aus  Aufgabe  50  folgt:  Sind  u^,  u^,  u^  die  Koordinaten 
einer  Geraden,  so  müssen  dieselben,  wenn  die  Gerade  Tangente  an  den  Umkreis 
des  Fundamentaldreiecks  sein  soll,  der  Gl.  6)  oder  5)  genügen,  es  ist  folglich: 

V^i  sin  a  -f-  Vwg  sin  ß  -f-  V«g  sin  y  =  0, 
oder: 

11)  . .  Uj^sin^a-\-U2'än'*ß-^u.^^ sin^y—2u^u^sina  —  2u^Uj^sinß  —  2u^u^siny  =  0 

die  Gleichung  des  Umkreises  in  variabeln  Linienkoordinaten. 

Anfj^abe  53.  Die  Gleichung  eines 
i^um  Umkreis  des  Fundamentaldreiecks 
konzentrischen  Kreises  in  Dreieckskoor- 
dinaten aufzustellen.  Auflösung.  Die  Gleichungen  zweier 

konzentrischen  Kreise  in  rechtwinkligen 

Koordinaten  unterscheiden  sich  nur  durch 

den  Wert  des  Halbmessers.   Man  erhält 

daher  aus  der  Gleichung  eines  Kreises 

die^SÄS'Jd^'di'D'ÄidÄ  i«  rechtwinkligen  Koordinaten  diejenige 

eines  Punktes  durch  folgende  Gleichungen  zu-  ^i^es  konzentrischen  Kreises,  wenn  man 

sammen:  ZU  ihrem   linken  Teil   eine  Konstante 

^a?i  =  ui,a?  4-^1^4- Cj,  addiert.     Nun  sind  aber  nach  Teil  I 

Qx^  =  A^x  +  B^y  +  c^,  (siehe  Erkl.  68)  die  Dreieckskoordinaten 

QXs  =  A^x  4-  B^y  +  Cy  eines  Punktes  mit  seinen  rechtwinkligen 

Dabei  bedeuten  x„  x,,  x,  die  mit  1  multi-  Koordinaten  durch  Gleichungen  ersten 

Q  Grades  verbunden,  es  wird  daher  die 

phzierten  Abstände  des  Punktes  von  den  Seiten  (Jieichung   des  Umkreises  in   Dreiecks- 

des  Fundamentaldreiecks,  wenn  jeder  Abstand  ,        j.r       -j-i^i«!.  •        i^ 

noch  bezw.  mit:  koordinaten  m  die  Gleichung  emes  kon- 

i/jYnrßl     i/JTjTbT     VÄ'^-^-b^    zentrischen  Kreises  ebenfalls  durch  Ad- 

«,!i*; 'r;JL*  'J;.^      «  "T   « '     v    a  "h   s      (jition  elucr  Konstante  verwandelt  wer- 

multipliziert  wird.  ,  T\'i.'jLj*  a.  vj« 

^  den.     Damit  jedoch  die  entsprechende 

Gleichung  homogen  wird,  so  kann  man 
die  hinzuzufügende  Konstante  mit 

{x^  sin  a-\-x^  sinß  -}-  x^  sin  yY 
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Erkl.  6».   N«A  Ten  I,  Erörterung  28  ist:  mnlüpU^ert  denken,  denn  nach  Teil  I  ist 

2j  x^  sina  -\-  x^  sinß-^-  x^  siny 

x,8ina+x^sinß  +  x^sinyz=—,  eine  Konstante,  was  auch  x^,  x^,  x^  be- 

wenn  q  den  Proportionalitätsfaktor,  J  den  In-   denten  mögen  (siehe  E^kl.  69). 

halt  des  Fundamentaldreiecks  und  erden  Ausdruck        Die   Gleichung    eines    zum    Umkreis 

Iihh.  bedeutet,  somit  ist:  konzentrischen  Kreises  ist  also: 

^  ^,  12)..  x^x^sina  +  x^x.sinß  +  x^x^siny 

x,8^na+x,stnfl  +  x,8inr  =  —^.  ^  K{x,^ina+x,Mnß  +  x,sinyy  =  0. 

Aufi^abe  54.    Die  Gleichung  eines 
beliebigen  Kreises  in  Dreieckskoordinaten       Auflösung.  Es  sei  in  rechtwinkligen 
aufizustellen.  Koordinaten : 

die  Gleichung  des  Umkreises  vom  Funda- 
mentaldreieck, und 

die  Gleichung  eines  beliebigen  anderen 
Kreises,  so  sieht  man,  dass  sich  die 
beiden  Gleichungen  nur  in  den  Gliedern 
ersten  und  nullten  Grades  unterscheiden, 
nicht  aber  in  den  quadratischen  Gliedern. 
Da  nun  die  rechtwinkligen  und  die  Drei- 
eckskoordinaten durch  Beziehungen  ersten 
Grades  zusammenhängen,  so  werden  beim 
Erkl.  70.  Die  Gleichung  des  Umkreises  fftr  Uebergang    VOn    der    Gleichung    eines 

das  Fundamentaldreieck  ist:  Kreises  auf  die  eines  andern  nur  die 

x^x^sina+Xj^x^sinß  +  x^x^siny  +  o,        Glieder  ersten  und  nullten  Grades  sich 

enthält  also  nur  die  Glieder  zweiten  Grades,      ändern;  man  kann  also,  da  die  Gleichung 

des  Umkreises  für  das  Fundamental- 
dreiedc  (siehe  Erkl.  70)  nur  Glieder  zwei- 
ten Grades  enthält,  daraus  die  Gleichung 
eines  beliebigen  zweiten  Kreises  bilden, 
wenn  man  zu  ihr  einen  Ausdruck  ersten 
Grades : 

addiert  Damit  die  Gleichung  homogen 
wird,  kann  man  diesen  Ausdruck  noch 
mit  der  Konstante: 

a?!  sin  a  -}-  ^2  sinß  -|-  x^  sin  y 

multiplizieren,  dann  wird  die  Gleichung 
irgend  eines  Kreises: 

13)  .  .  .  lc{x^x^^na'\'X^x^sinß-\'X^x^siny) 

■\'{^yX^'\'a^x^-\'a^x^{x^s%na-\-x^ünß'\'X^smy)  =  0. 

Anmerkung  82.   Das  Resultat  von  Aufgabe  54  kann  auch  direkt  bewiesen  werden:   Es 
seien  die  Gleichungen  der  Seiten  des  Fundamentaldreiecks : 

A«  +  ^iy  +  C^i  =  0,    ^rr  +  jB2y  +  C2  =  0,    A^x -\- B^y -\- C^  =  {S, 

die  Gleichung  des  gegebenen  Kreises  sei: 

a:^  -f-  y^  +  aa:  -|-  ft  y  -|-  c  =  0. 
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Nun  ist,  wenn  ^n  x^t  x^  die  Dreieckskoordinaten  des  Punktes  x^  y  sind,  nach  Teii  I, 
Aufgabe  40: 

x,{A^B^-^A,B^  +  x^UzBi  —  A,B^)  +  x^iA,B^^A^B^' 

^        x^{A^B^^A^B^  +  x^{A^B^--Ä^B^)-\-x^{A,B^--A^By 

femer  ist  nach  Teil  I,  Aufgabe  16: 

A^B^  —  A^B^  =  sina  VA^^-\-B^^'  W  +  ^s", 
^i^j-^^i  =  5m|8  /JjÄ  +  ^a«.  /i;«  +  B^^ 
A,B^  —  ^2^1  =  siny  VJ^^^fB^-  V A^  +  B^ ; 

und  nach  Teil  I,  Aufgabe  23: 

B,C^--B^C,  =  13(^,1?,- ^,B,)  =  ^.siny  VA^^  +  B.^^  /^T+^j 
C^^a— C3^  =  ViiABs  —  A,B^  =  i/i^fwa  ^27+:^.  VA^+B^, 
C,A^  -  Ci^3  =  % (^8^1  -A,B^  =  rj^ sinß  VÄJ+B^'  VA,^  +  B,\ 

C,A^—C^A,  =  173(^1^2  —  ^2^1)  =  ^s^^wy  VÄ,^+B^'  Va^'+b^, 

wo  ||,  9/1;  I21  ^2)  ^31  ^3  ^^^  rechtwinkligen  Koordinaten  der  Ecken  des  Fnnda- 
mentaldreiecks  bedeuten.    Daher  ist,  wenn  man: 

Xi  durch  —7====,  ar«  durch      ,       '     =,  x^  durch  —7=== 
'  l/^^2^^7    2  \/^g2^^/    '  Va,^  +  bj^ 

ersetzt,  d.  L  die  Dreieckskoordinaten  direkt  den  Abständen  von  den  Seiten  des 
Fundamentaldreiccks  proportional  setzt: 

__     ^i§i  sing  4-  a;^|g  sinß  -j-  x^  I3  siny 

x^  sin  a  +  iPj  sinß  -|-  0:3  stn  y         ' 

a;,  171  «m  «  -f-  ^^2  ^2  ^*^  i^  H~  ^3  ^73  ^^'^  y 

•^  a^i  5ma  -|-  arg  sinß  -|-  Xg  smy 

Folglich  ist: 

a:^  +  y2  =  [^1*  5m«a  (1,«  +  rj,^)  +  ^  ^m«|5  (|,«  + 17,2)  +  0^32  sin^y  {1,^  +  rj,^ 
+  2x^x^  sina  sinß  (U,  -f-  rj^rj^)  +  20-23:3  ÄmjS  5my  (I2I8  + 172173) 
+  2ar3a:i5iwy5ma(|3li4'^3^i)]  •  (-x^  1  sin a -{- X2 sinß -^ x^ siny); 

weiter  ist: 

«^_i_  A,.  —  ^1  ^^'^  «  (q^  li + ^  ??i) + ^2  sinß  (0^2  +  ^  m)  +  a?8^'wy(qg3+^^y8) 

'  a?!  s«'««  +  a?2  ^^'»p  +  x^  siny 

___  [a?igmg(g||-f-5iy^)-[-ar2gg'n|8(qgi+ftiy2)+^3^^^y(^^3+^^3)J(^i^^'^<'g+^2^^^^ 

(a?!  sm «  -|-  ar2  s/«|8  +  x^  sinyf 

=  (a?!«  «t«2a  {al^  +  ^171)  +  ^2'-*  «^'«'ß  («S2  +  &172)  +  V  «»»^7  («Is  +  H^ 
+  a?iar2  «ma  sinß  [a  (l^  +  S2)  +  ^  (171  + 172)]  +  x%x^  sinß  siny  [a  (|j  +  13)  +  *  (17«  +  %)] 
+  x^Xi  siny  sina  [a  (|g  +  li)  +  ^  (173  +  ^1)]}  •  (^1 ««'' «  +  ^2  «mjS  +  X3  5m y)«. 
Die  Konstante  c  wird: 

c  (a:t  sina-{-  X2  sinß  +  arg  sinyY  /    20-2      1       2    •201       2.-'» 

—7 : i r-^  -7 r-  \  -  =  c  (x-T  stn^a  +  x^  sin^ß  +  a:«*  «m-y 

{XiStna-]-X2Stnß-[-x^stny)  ^  *  '  r*   1     8  f 

4-  2a;ia:2  sina  sinß  -j-  2ar2^8  sinß  siny  -)-  2a:8a?i  siny  sina) 
:  (a?i  «in«  -j~  ^2  ««wjS  -}- a?3  siny)\ 


stnystna 
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Die  Gleichung  des  Kreises  in  Dreieckskoordinaten  ist  also  nach  Multipli- 
kation mit  dem  gemeinsamen  Nenner: 

+  a&  +  2n7i  +  Ö172  +  2c)  4-  ^2^8  ^^^ß  ««7  (2I2S8  +  2172173  +  a|2  +  ^  S3+  ^^2 
-j-öi73+2c)  +  a;3ariMn7Äi«a(2|3l,  +  2i78i7i  +  aS3  +  a|i  +  &i73+^'7i  +  2c)  =  0. 
Diese  Oleichnng  kann  man  schreiben: 
a?i*  ««n*  a  (Si^  +  i7i*  +  «  ^1  +  ^  ^1  +  ^)  +  ^2*  ^"^"/*  (^2^  + 172^  +  «  ^2  +  2^172  +  c) 
4-0:32  ««27  (^38  + 173*  +  0I3  +  *i78  +  c)  +  a;iir2  ffinasinß  [agj  +  «&  +  ^Vi  +  ^V^ 
+  2C  —  (li  —  S2)*  —  ^17,  — 172)*]  +  x^x^  sinß  8iny  [a^«  +  agg  +  Ä172  +  ^173  +  2  c 

—  (S2  —  I3)  —  (17J  —  173)*]  +  ^8^1  ««wy  ««'^a  [«la  +  «^1  +  ^^3  +  ^^1  +  2c 

-  (I3  -  ^1)'  -  fe  - 171)']  +  ^1^2  5//» «  ^«n|8  (S,«  +  17,«  +  I2*  + 172^ 

+  0:20:8 sin ß sin y (&'  + 1?8*  +  la^  + 178*)  +  ^^«i  «*« / «»« «  (I3*  +  ^3*  +  ^i^  +  Vi)  =  0. 
Aber  es  ist  vermöge  der  Bedeutung  von  $|,  I2,  I3,  171,  172,  173  als  der  recht- 
winkligen Koordinaten  f!Lr  die  Ecken  des  FundamentaldreieckSi  wenn  «^  $2,  s^  seine 
Seiten  und  J  sein  Inhalt  sind: 

(fc   _  1^)2  +  (ly,  —  iy.)2  =  V  =      ^"^^'"^^  , 

(h  -  Sa)»  +  (»?,  -  r?/  =  V  =    ^n/I/n"  > 

(Ss-St)*  +  ('?3-Vx)*  =  «««  =  -^*^"*'''^    • 
daher  wird  die  Gleichnng: 

x^^sin^a(^^^  +  Vi^  +  a^,  +  bfj,  +  c)  +  X2^8in^ß{^i^-{-Tji^  +  <^^i  +  ^Vi  +  ^) 
+  0:3«  Mn«  7  (Ig«  + 173«  +  a  I3  +  5 173  +  c) + 0:1 0:2  «f «  a  ^mjS  (^^^ 

+  &^H-!?«^  +  <'S*  +  *'?2  +  0  +  ^«^8^*"«ß*»»y(^2^  +  »?-*^  +  «S2  +  *'72  +  ^ 
+  is^  +  ^3^  +  «  ^8  +  ^  »73  4- 0  +  «3^1  «^''»y  «»*« « (la^  +  ^3' +  « 
+  Si^  +  ^1^+  ^'^1  +  *^i  +  ^)  —  2J{X2X^  siwa  +  orgO:|  «mjS  -|"  ^1^2  «wa)  =  0. 
Setzt  man  nun: 

?i'  +  V  +  «li  +  ^^i  +  <^  =  A. 

S«*  +  172^  +  «  ^2  +  ft  172  +  C  =  ^2, 
53'  +  ^3^  +  «^3  +  ^'?3+^  =  ^3» 

SO  wird  die  Gleichung: 

A^Xi^  sin^a  -j-  AiX^^  sin^ß  -\- A^x^  sin-y  -f-  x^x^  sina  sinß  (-^^  -}"  A^) 
-\-  X2X^  sinß  siny  (A2  +  -^s)  +  ^3^1  ^*^y  *«^«  (-^3  +  ^1) 

—  2t7  (0^20:3  sina-}-  x^x^  sinß  -\-  x^X2  siny)  =  0; 

oder: 

{A^x^  sina-\-  A2X2  sinß  -\-  A^x^  siny)  {x^  sina  +  ^2  sinß-\-  x^  siny) 

—  2J{x2X^  sina  +  x^x^  sinß  +  x^X2  siny)  =  0. 

Die  Gleichung  jedes  Kreises  lässt  sich  somit  auf  die  in  Gleichnng  13)  an- 
gegebene Form  bringen. 

Anmerkung  83.    Wenn  die  Gleichung  eines  Kreises  in  Dreieckskoordinaten  vorliegt,  so 
schreibe  man  sie: 

(-y  ^1+  "^^2+  '^^y  (^i«''*a  +  ^2^*^i'  +  ^8**»»y) 
+  (X2XQ  sina  +  x^x^  sinß -f-  ori0?2  siny)  =  0 ; 

aus  Anmerkung  82  folgt  dann,  dass  die  Grössen  -r-,    -/"f    "^"  folgende  Bedeu- 
tung  haben:  ic        ic        ic 
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^    ~"        2J       ~  2J 


ao 


2J  2J 

_  _    A^sinß    __    (la^  +  Vz^  +  ^h  +  ^Vz  +  c)  ^^^7 

k    ~~       2J  2J 

Nun  ist  aber  die  Gleichung  des  Kreises  in  rechtwinkligen  Koordinaten: 

^"  +  y^  +  ö^  +  *y  +  ^  =  0, 

setzt  man  in  diese  Gleichung  die  rechtwinkligen  Koordinaten  eines  beliebigen 
Punktes  ein,  so  bedeutet  nach  Aufgabe  23  der  linke  Teil  der  Gleichung  das  Quadrat 
der  Tangente  von  diesem  Punkte  an  den  Kreis.  Sind  daher  t^,  t^^  t^  die  Läogen 
der  Tangenten  von  den  Ecken  des  Fundamentaldreiecks  an  den  Kreis,  so  ist: 


14)  .  .  . 


k 
k 
k 


t^  sin  a 

2J 

t^sinß 

2J 

t^siny 

2J 


t^  sin  a 
$2  ^3  sin  a 

t^  sinß 
s^s^stnß 

fg^  sin  y 
«1  «2  ^' ^  7 


^* 


t  2 

H 


Anfjgabe  55.  Die  Bedingung  anzu- 
geben, unter  welcher  die  allgemeine 
homogene  Gleichung  zweiten  Grades  in 
Dreieckskoordinaten  einen  Kreis  dar- 
stellt. 


Erkl.  71.    Es  muss  sein: 
ttj  sin a  =  Ä,  daher  a^  = 


sina 
B 

sinß 

C 


also : 


a^sinß  =  B,  daher  a,  = 

a«  siny  =  C,    daher  tr.  := 
®       '^  *  *        stny 

Cj  sinß  ']-a^sina-\-k  siny  =  22), 

^2  *"*y  -\-a^sinß-\-k  sin a  =.  2E, 

ag  sin a  -^  üi  siny  -j-  k  sinß  =  2  jF, 

Äsinß     ,    Bsina     ...  ^^ 

— r-^-\ r-z-  +  ksiny  =  2D, 

stna      '      stnß      '  ' 

Bsiny    .     Csinß     ,   ,     .  «„ 

— 7—--] r—^  +  ksina  =  2E, 

stnß      '      «ny       ' 

Csina     ,     ul«iny    ,    ,    .    ^       ^„ 


«tny  sxna 

oder: 

ui  wn2/S  +  B«»n«o  —  22)«t>iostn/S 

zi^-k  sina  sinß  siny,  erhält  man  dann: 

B«i>t2y  4-  Csin^ß  —  2Esinßsiny 

=  —  Ä:  «m  a  ai » /?  «in  y, 
C«m2a  +  ^«fn2y— 2Ffiwy«ma 

=  —  k  sina  sinß  siny. 


AnflösnBg.    Es  sei: 

^Xi*  +  i?V  +  CV  +  22)a;iJr2 

die  homogene  Gleichung  zweiten  Grades. 

Diese  lässt  sich  nach  Aufgabe  54 
und  Anmerkung  82  auf  die  Form: 

{a^x^  +  a^2^2  +  «3^3)  (^1  ^'w«  +  ^2  ^ß 
-\-x^  siny)'\'k{x^x^  sina  -}-  ^^^i  ^^ß 
-^-x^x^siny)  ■=  0 

bringen. 

Entwickelt  man  die  letztere  Gleichung 
nach  Potenzen  von  x^,  Xg,  Xg,  so  erhält 
man: 

-j-  x^  x^  (a^  sinß  -f-  a^  sin  a-^h  sin  y) 

"\-x^Xy(a^8ina'\-a^sinY-\-ksinß)=0. 
Durch  Vergleichung  der  Koeffizienten 


A  =  a^  sina, 
B  =  a^sinßy 


C  =  a^siny 

und  die  Bedingungsgleichungen: 
15)  .  ,  Äsin^ß-\'Bsin^a  —  2Dsinasinß=iBsin^y'\-Csin^ß^2EsinßsinY 

=  C  sin^  a-\~Asin^y  —  2  Fsin  y  sin  a  (siehe  ErkL  71). 


Die  Gleichung  des  Kreises  in  Dreieckskoordinaten.  189 

Da  die  Seiten  des  Fundamentaldrei- 
ecks den  Sinussen  der  Gegenwinkel  pro- 
portional sind,  so  kann  man  die  Doppel- 
bedingung 15)  auch  schreiben  : 

16)  . . .  As^^-^Bb^^  —  2Ds^s^  =  Bs^^  +  C^  —  2Es^s^  =  Cs^^-^^Äs^^  —  ^Fs^s^. 

Anmerkung  84.    Denkt  man  sich  die  Gleichung  eines  Kreises  durch  k  dividiert,  so  dass 
sie  die  Form: 

(«larj  -j-  a^x^  -\-  a^iTg)  (aTj  sina  +  ^a  ««wjS  -j-  x^  siny)  +  x^x^  sina  +  x^x^  sinß 

-^-x^x^siny  =  0 
bekonunt,  so  ist  die  Gleichung  eines  zweiten  Kreises: 

(^i'^i  +  ^2^i  +  ^s^i)  (^1  **"«  +  ^2  ^^^ß  +  ^8  **wy)  -|-  x^x^  sina  +  x^Xi  stnß 

'  -^x^x^siny  =  0» 
Nun  erhält  man  nach  Erörterung  16  und  17  aus  den  auf  rechtwinklige  Koordinaten 
bezogenen  Gleichungen  iS^^  =  0  und  S^  =  0  zweier  Kreise  diejenige  eines  dritten, 
durch  ihre  Schnittpunkte  gehenden,  wenn  man  die  Gleichung  8^^X82  =  0  bildet, 
und  die  Gleichung  der  Potenzlinie  in  der  Form  S^  —  8^  =  0. 

Aus  Anmerkung  82  folgt,  dass  dieses  Resultat  ohne  weiteres  auch  für  die 
anf  Dreieckskoordinaten  bezogene  Kreisgleichung  anzuwenden  ist ;  es  ist  somit : 

[(a^  —  X  ajO  iPi  +  (<?«  —  ^  V)  ^2  +  («8  —  ^  ^t)  ^s]  •  (^1  ^«'«  «  +  ^8  *««  i*  +  ^8  ^^  7) 
oder :  +  (1  —  X)  {x^x^  sin a'{-Xf^x^  sinß  +  x^x^  siny)  =  0 

i-n  f<'i  —  ^<  ^    I    g8~^<  ^        qs  — ^<  ^"i 

^^^  •  •  •  V    i-x     ^*"^     1  — X     ^«+      1— X     V 

(ajj  5m  a  +  a?a  sinß  -f-  arj  «my)  +  «2  ^8  ^'^ «  "h  ^s^i  ^''^^  +  ^1^8  «ny  =  0 
die  Gleichung  eines  Kreises,  welcher  durch  die  Schnittpunkte  der  gegebeneu  Kreise 
hindurchgeht,  und 

18)  .  .  .  (ai  —  ai0^i  + (02  —  0^8 +  («8  — 0^8  =  0 

die  Gleichung  ihrer  Potenzlinie. 
Daraus  folgt,  dass: 

19)  .  .  .  aiOTi +  a2a?2  4**8^8  =  0 
die  Potenzlinie  zwischen  dem  gegeben  Kreis: 

+  (^2^8  ^*^«  H"  ^8^1  ***w^  +  iCia:,  5m  7)  =  0 
und  dem  Umkreis  des  Fundamentaldreiecks  ist 

Anfgabe  56.  Die  Dreieckskoordinaten  des  Mittelpunktes  von  einem  durch 
seine  Gleichung  in  Dreieckskoordinaten  gegebenen  Ereis  zu  berechnen. 

Auflösung.  Der  gegebene  Ereis  schneide  (siehe  Figur  81)  die  Seite  BC 
des  Fundamentaldreiecks,  fiir  welche  x^  =  0  ist,  in  den  Punkten  M  und  M^^ 
so  liegt  der  Mittelpunkt  auf  dem  Mittellot  von  MM^]  es  sollen  zunächst  die 
Dreieckskoordinaten  von  M  und  M^  berechnet,  sodann  die  Gleichung  des  Mittel- 
lots Ton  MM^  aufgestellt  werden. 

Setzt  man  in  der  Gleichung  des  Kreises: 
(^1^1  "h  ^2^2  "f"  ^s^a)  (^1 8ina-\-x^  sinß-^x^  siny) 

-{-  k  (x^x^  sina  -{-  x^x^  sinß-^x^x^  siny)  =  0 
die  Koordinate  x^  =  0,  so  erhält  man : 
oder:  (a,a:,  +  a3a?,)(a;,5f«/9  +  iC35twy)  +  tx,a;3sina  =  0 

20)  •  •  •  (  — ^  )  -  a^sinß-^-a^siny-] — -(a2siny-\-aQsinß-\-k8ina)  =  0. 

V  ^8  /  ^3 
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Figur  81. 


e  f 

Sind  -^  und  -^  die  Wurzeln  dieser  Gleichung,  so  sind  e^  =  0,  c^,  e^  die 

Dreieckskoordinaten  von  Jf ,  /"^  =  0,  /^ ,  /^  die  Dreieckskoordinaten  von  M^, 
Nun  folgt  aus  Gleichung  20),  dass: 


21)  .  .  . 


'3 


/■a 


f2_\t2_  ____  


8 


/ 


3 


«2  sinß 

ttg  stny  -f-  ag  »inß-^-k  sina 
a^  sinß 


Daher  werden  (siehe  Erkl.  72)  die  Dreieckskoordinaten  der  Mitte  von  MM^ : 

2  «3  sin  y  sinß       {a^  sin  y  -f-  «s  ^^^  ß-^-J^  sin  a)  sin  y 

a^  sinß 


m^  = 


a^sinß 


oder: 


m« 


m 


(a^siny-X-a3Sinß4-ks^ina)smß   ,   ^   . 

=  —  -^^-^ ^—^ — ^ ^ ^  +  2  mty 

a^sinß  '  ' 

.  siny(a2  siny  —  a^  sinß  -\-ksina) 

«2  Si^^ß  ' 


oder: 


1^  sinß  (ög  siny  —  a^  sinß  —  k  sina) 


22) 


1^8  = 


a^sinß  ' 

=  — siny(a^siny  —  a^  sin  ß-^k  sina) 

-\- sin  ß(a2  siny  —  a^sinß  —  ksina). 

Die  Gleichung  des  Mittellotes  von  MM^  wird  folglich  nach  Teil  I,  Auf- 
gabe 42  (siehe  Erkl.  73  und  74): 

^1  [ —  ^^y  ^^^ß  (^2  ^^^y  —  ^3  sinß-]- ksina)  —  cosysinß{a^  siny  —  a,  mnß  —ksina)] 
—  x^  sinß  (ttg  siny  —  a^  sinß  —  ksina)  —  x^  siny  (a^  siny  —  a^  sinß  -f-  ksina)  =  0. 

oder: 

23)  .  .  .  — (a^siny — a^sinß)(x^sina-\-X2sinß-\-x^siny) 

-f-  k  sina  [x^  sin  (/?  —  y)  -f"  x^  sinß  —  x^  siny]  =  0. 

Ebenso  wird  die  Gleichung  des  Mittellotes  für  diejenige  Sehne,  welche  der 
Kreis  auf  der  Seite  a^g  =  0  des  Fundamentaldreiecks  ausschneidet: 

23a)  .  .  .  (a^sina  —  a^siny)(x^sina'-\-X2sinß-\-XQsiny) 

-f-  k  sinß  [ —  x^  sin  a  -|-  a?2  sin  (y  —  a)  +  x^  siny]  =  0. 
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Die  Dreieckskoordinaten  des  Ereismittelpnnktes  erhält  man  nach  Teil  I, 
Aufgabe  43  aus  Gleichung  23)  und  23  a)^  nämlich  (siehe  Erkl.  75  und  7ß): 

z^  =  2ksina  sinß  »iny  •  siny  (a^  —  a^cosy  —  a^cosß-^kcosa), 

2^  =  2ksinamißsiny*siny{ — a^cosy-\'a^  —  oleosa -\-k  cos  ß)^ 

z^  •=.  2k sina sinß siny^siny ( — a^cosß  —  ögcosa-f-ag-f-icosy), 

oder  nach  Abscheidung  des  gemeinsamen  Faktors: 

z^  =  ttj^  —  «2  cosy  —  «3  cosß  -{-  k  cosa 

z^  =  —  a^  cosy-^a^  —  a^  cosa  -|-  k  cosß 

5*3  =  —  a^  cosß  —  flg  cosa  -)-  «3  -f-  ^  cosy 

(siehe  Erkl.  75). 
Setzt  man  die  Grössen: 

öj  cosy «2  "h  ^8  ^^^^  ^  ^2 

a^  cosß-^a^  cosa  —  Ö3  =  b^, 

so  haben  die  Koordinaten  des  Mittelpunktes  die  Form: 

z^  =  kcosa  —  ftj 


24) 


25)  ...  - 


26)  .  .  . 


z^  =  kcosa 


wo: 


m 


z^=i  kcosy  —  J3. 

Nun  sind  aber  nach  Teil  I,  Aufgabe  52  die  Koordinaten  eines  Punktes  x 
auf  der  Verbindungsgeraden  der  Punkte  c  und  d  gegeben  durch: 

x^  =  c^-\-md^ 

d^  &ina  -f-  d^  sinß  -\-  d^  sin  y 

und  l  das  Verhältnis  bedeutet,  in  welchem  Punkt  x  die  Strecke  cd  teilt. 

Es  liegt  also  der  Mittelpunkt  z^,  z^,  z^  des  gegebenen  Kreises  auf  der- 
jenigen Geraden,  welche  den  Punkt  mit  den  Dreieckskoordinaten  cosa^  cosß,  cosy 
und  den  Punkt  mit  den  Dreieckskoordinaten  fti,  h^,  5g  verbindet  (s.  Anmerkung  85). 

Erkl.  72.  Wenn  fe»,  5,,  hp\  c,,  Cj,  c«  die  Dreieckskoordinaten  zweier  Punkte  sind,  so 
haben  nach  Teil  I,  Aufgabe  52  die  Dreieckskoordinaten  ihrer  Mitte  folgende  Werte: 

t»j  =  Cj  (&i  sin «  +  &j sinß  -\-  h^  siny)  +  &j  (Cj  sin a-^c^ sinß  -(-  Cg sin y), 

m,  =  c,  (h^  sina  -\-  \ sinß  -\-  h^siny)  -\-  &,  (Cj  sina-\-c^ sinß  -\-  c, «my), 

m,  =  Cg  (&,  Ätn«  -|-  &g  stn/5  -|-  ftj  siny)  -\-  \  (Cj  «tn  «  +  c,  stw/9  -(-  Cg  «iny). 

Ist  nun  h^  =:  Cj  =:  0,  so  wird : 

fWj  =  0,    mg  =  c,  (&j  sin  ß-\-\  siny)  +  ^j  (c,  «»»iJ  +  Cg  s»>»y), 

»*8  =  ^^8  (^a  «» w  ß-\-\  «*w  y)  +  ^8  (<^j  »««/'  +  Cg  Ät»  y), 
oder  nach  Division  durch  \  Cg : 


N^M 


«4  =  2  ,'  *  Sin 


\Cs 


"^+(-&  +  t)"''*^'     mg  =  (^  +  -g-).«/.  +  2«>iy. 


ErkL  78.    Nach  Teil  I,  Aufgabe  42,  Gleichung  25)  und  26)  ist  die  Gleichung  einer 
Geraden,  welche  durch  den  Punkt  Wj,  w,,  w,  senkrecht  zu  aiX^  +«2^1  +  ^8*8  =  ^  geht: 

a?i  (&g  mj  —  5j  mg)  -|-  x^  {b^  tn^  — ■  h^  tn^)  -\-  x^  (h^  tn^  —  b^  m^)  =:  0, 

5i  =  —  Oi-\-(h  ^ö*y  +  ^8  ^<^^  A 
&,  =  ttj  cosy  —  <»a  +  flg  CO»  a, 
feg  =  ttj  COÄ/S  +  a^  cos  a  —  Og. 
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Erkl«  74.    Im  yorliegenden  Falle,  wo  die  gegebene  Gerade  die  Gleichmig  «1=0  hat,  ist 
a^  =  1,  O)  =  a,  =  0,  daher: 

&i  =  —  1,     ftj  =  cosyt    63  =  eo8ß\ 

daher  die  Gleichung  des  Mittellotes  von  MM^: 

a?!  (iWj  cosß  —  m,  coay)  —  a?,  w,  -|-  a?j  m,  =  0, 

wo  für  m^  nnd  mg  ihre  Werte  ans  Gleichung  22)  einzusetzen  sind. 

Erkl.  75.    Die  Gleichungen  der  beiden  Mittellote  sind: 

A.^  a?j  -p  A^  X^  -f-  ^3  X^  =  U, 

^l  ^1  +  -öj  ^«  "h  -^8  *8   =   ^» 

Ai  =  sin  a  [ —  a,  »in  y  +  «3  »»n/J  -f-  A?  «tn  (/J  —  y)], 
j4j  =  «m  ß  ( —  a,  *iny  -|-  a,  «m^  +  &  sin  a), 
^3  =  «I»  y  ( —  a,  »tn  y  -{-  a^sinß  —  k  sin  «), 
ß,  =  5tn  a  (ttj  «iny  —  03  ^na  —  Je  sin  ß)^ 
B^  =  Äin  ß  [fl,  «iny  —  a,  sin  a  -f-  A;  «m  (y  —  a)], 
Bg  =  siny{a^  siny  —  a^sina  +  Je  sin  ß), 

Erkl.  76.    Bildet  man  nach  Teil  I,   Angabe  43   die  Koordinaten  des  Schnittpunktes 
der  Mittellote,  so  wird  A^B^--  A^B^^  abgesehen  vom  gemeinsamen  Faktor  sin ß siny: 

Je  ( —  0,  siny  -|-  «s »•«/')  [sinß  —  sin  (y  —  «)]  +  *  («i  **n X  —  «g  «♦'»• «)  (««»«  +  «*•«) 

-j-  k^  sin  asinß-\-Jfi  sin  asin(y  —  a). 
Aber: 

sinß  —  sin(y  —  «)  =  sin  (y-\-o;)  —  sin(y  —  a)  =  2cosy  sina, 

sinß  4-  sin  (y  —  «)  =  sin  (/  +  «)  +  sin  (y  —  «)  =  2  Wny  cos  a, 
daher  wird  der  Ausdruck,  abgesehen  vom  gemeinsamen  Faktor  2k sin a  sinß  siny. 
—  a^siny  cosy  -|-  a,  sinß  €Osy-{-  a^  siny  —  a^  sin  a-\-k  siny  cos a 

=  «1  siny  —  a^sinycosy  —  ffj  (»tna  —  sinß  cosy)  -|-  ksinyeosa 
=  ttj  «ny  —  a, «»»y  cosy  —  a^  [sin (ß-\-y)  —  sinß  cosy]  -f-  ksiny  eosa 
=  aj  «i>iy  —  a^siny  cosy  —  a,  <?<w/J  siny  -\-ksinycosa» 
Ebenso  wird  A^B^-^  A^B^j  abgesehen  vom  gemeinsamen  Faktor  k sin a siny, 

—  ( —  a,  siny  -|-  a^  sinß)  2  sin ß  —  (a^  «»ny  —  «3  sin  a)  [sin a-^-siniß  —  y)] 

-|-  k  sinß  [sin  a  —  «in  (ß  —  y)]  =  —  (<>9  ^ny  4~  ^s  sinß) •  2  sinß 
—  (a,  sin y  —  a,  sin a) •  2  8»n ß  cosy -{-k  sinß '2  cosß «my, 
also  abgesehen  vom  Faktor  2 sinß: 

—  a,  «iny  cosy  -f-  a,  «f'ny  —  a^  {sinß  —  sina  cosy)  -|-  k  cosß  siny 

=.  —  ttj  siny  cosy  +  a,  «iny  —  (»3  co«a  «ny  -|-  k  cosß  siny. 

Ebenso  A^B^  —  ^i^i*  abgesehen  vom  gemeinsamen  Faktor  k sina  sinß: 

( —  a^8iny-\-  a^  sinß)  [sin(y  —  «)  +  sinß]  +  [üi  siny  —  a,  «in «)  [sin (ß  —  y)  —  sina] 

-f-  k  [sin  iß  —  y)  sin  (y  —  a)-\-8ina  sinß] ; 
aber : 

sin  (y  —  «)  -f-  «in  ^  =  2  «in  y  cos  a, 

sin  {ß  —  y)  —  sin  a  =  —  2  cosß  siny, 

sin(ß  —  y)  «in  (y  —  «)  +  «ino  sinß  =  «m  (/J  —  y)  «in  (y  —  «)  +  «in  (/*  +  y)  «»n(y  -|-  «) 

=  (sinß  cosy  —  cosß  siny)  (siny  cosa  —  cosy  sin  a) 

-f-  (sin  ßcosy-]-  cos  ß  sin  y)  (sin  ycosa-{-  cos  y  sin  a) 

z=  2cosa  sinß  siny  cosy  -|-  2  sina  cosß  siny  cosy  =z  2  siny  cosy  sin  (a  -|-  A)  =  ^  sin^ycosy, 

folglich: 

A^  B^  —  A^  B^ 

=  2k  sin  a  sin  ß  siny  [( —  a^  siny  -{-  a^  sinß)  cosa  —  (a^  siny  —  a,  «*»  «)  cosß  -|-  k  siny  coSy] 

=  2k  sina  sinß  «iny  ( —  aj  siny  cosß  —  er,  «iny  co«a  -f-  03  siny  -(-  k  siny  cosy) 

=z  2  k  sin asinß  sin^y  ( —  a^  cosß  —  a^cosa-\-a^-\-k  cos  y). 

Anmerkung  85.  Da  nach  Aufgabe  49  die  Gleichung  des  Umkreises  für  das  Fundamental- 
dreieck  x^x^ sina -{-x^x^ sinß -^x^x^ siny  =  0  ist,  so  giebt  die  Vergldchong  mit 
der  Gleichung  eines  beliebigen  Kreises  [Gl.  13)],  dass  für  den  Umkreis  des  Funda- 
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Vollständig  gelöste 

Aufgaben  -  Sammlung 

-  nebst  Anhängen  ungelöster  Anfgaben  fdr  den  Schnl-  &  Selbstunterricht  — 

§  mit 

ingabe  and  EntiicUnng  der  benatzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  und  Antworten 

erläutert  durch 

1  viele  Holzschnitte  &  lithograpL  Tafeln, 

I  aus  allen  Zweigen 

der  Rechenknnsty  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  n.  sphärischen 
Trigonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  u.  höheren  Mathematik  (höhere  Analysis, 
Differential-  n.  Integral-Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Kaumes  etc.);  — 
aus  allen  Zweigen  der  Physik,  Mechanik,  Graphostatlk,  Chemie,  Geodäsie,  ^üantik, 
mathemat.  Geographie,  Astronomie;  des  Maschinen-,  Strassen«,  Eisenbahn-,  Wasser«, 
Brieken-  u.  Hochban's;  der  Konstruktionslehren  als:  darstelL  Geometrie,  Polar-  u. 

Parallel-PerspeetiYe,  Schattenkonstniktionen  etc.  etc. 
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Schüler,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 

zum  einzig  richtigen  und  erfolgreichen 

Stadium,  zur  Fortliülfe  bei  Schularbeiten  und   zur  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 

herausgegeben  von 
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Matliematiker,  vereideter  königl.  preuss.  Feldmesser,  vereideter  grosBh.  hesBischer  Goometor  I.  Klasse 
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Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881, 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  ähnliches  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3 — 4 
Heften  zu  dem  billigen  Preise  von  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten  und  praktischsten  Aufgaben  aus  dem  Oesamtgebiete  der  Mathematik,  Physik, 
Mechanik,  math.  Geographie,  Astronomie,  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbahn-, 
BrUeken-  und  Hochbaues,  des  konstrnkÜTen  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  Tollständig 
gelöster  Form,  mit  Tielen  Figuren,  Erkl&rnngen  nebst  Angabe  und  Entwlokelnng  der 
benutasten  Sfttze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  anch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelösten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
aberlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  Inhaltsveraeleh- 
nis,  Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärungen  über  das  betreifende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschalen  L  und  II.  Ord«,  gleich- 
berechtigten höheren  Blirgerschnlen,  PriTatsohulen,  Gjmnasien,  Realgymnasien,  Pro- 
gjrmnasien,  Schullehrer -Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Bangewerkschulen, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  teohn.  Yorbereitungsschnlen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildungsschnlcn,  Akademien,  Universitäten,  Land-  und  Forstwissenschaftsschalen, 
MiHtärschulen,  Yorbereitnngs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  fllr  das  Einjährig-Frei- 
willige- und  Ofüziers-Examen,  etc. 

Die  Schüler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese,  Schritt  fttr  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prflfnngen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  Überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stätze  fCU*  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  zum  Anflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  an  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  Tcrwerten.  Last,  Liebe 
und  Yersständnis  für  den  Schul-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingeuieureu,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  MOitärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Keimtnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Bernft- 
zweigen  Torkonimcndcn  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendigre  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertungeu  und  weiteren  Forschangen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.,  Fischer feldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart.  Die  Yerlagshandluiig« 


Die  Oleichnng  des  Kreises  in  Dreieckskoordinaten.  I93 

nentalkreifles  a^  =s  a,  =  ag  =  0  nnd  ä;  =  1  zu  setzen  ist  Ans  Aufgabe  56,  Gl.  24) 
folgen  somit  ilr  die  Dreieckskoordinaten  des  Mittelpunktes  vom  Umkreis  des 
Fnndamentaldreiecks  die  Werte: 

27)  ...  -2-1  =  cosa ,     ^2  =  cosßf     ^g  =  cosy. 

Anmerkung  86.    Nach  Teil  I,  Aufgabe  42  ist  die  Oleichnng  der  Senkrechten  vom  Punkte 
^11  y«!  ^8  ^^^  ^^^  Gerade  aiarj-f-^2^aH~^8^8  =  ^  gegeben  durch  die  Gleichung: 

28)  .  .  .  arj  (b^^^  —  b^y^  +  -Tj  (J,yj  —  b^y^)  +  x^  (b^y^  —  b^y^)  =  0, 
wo  &i,  ^2*  ^8  ^^^  ^°  ^'*  ^^)  angegebenen  Werte  haben. 

Anderseits  stellt  nach  Teil  I,  Aufgabe  41  die  Gl.  28)  die  Verbindnngsgerade 
des  Punktes  y^,  y^  y^  mit  dem  Punkte  b^,  b^,  b^  dar.  Der  Pankt  b^,  b^,  b^  muss 
also  der  unendlich  entfernte  Punkt  der  Normalen  zur  Geraden  ai^i~f-ff2-^2~i~^3^8  =  ^ 
sein.  Dies  bestätigt  sich,  wenn  man  den  Abstand  des  Punktes  b  von  der  Geraden 
nach  Teil  I,  Aufgabe  46  berechnet  Dieser  wird  nach  Gl.  40)  von  Teil  I,  Aufgabe  46: 

2^  »1^  +  ^2*2 +  «8*8 


*l*l  +  *2*2+^3*8  -ß 


wo: 


R  =  Vd^  +  a^  +  «3^  —  2  02^3  cosa  —  20301  cosß  —  2aya^  cosy 

ist.    Aber  01*1  +  02^2  +  ^3*8  '^^  ^^^  ^^'  25): 

—  a^  —  a^  —  a^ -\-2a^a^cosa'\'2a^a^  co$ß-\-2a^a^cosy  =  —  B^^ 
und 

«1*1  +  ««*«  +  Hh  =  —  («1^1  +  «2*2  +  «8^8)  +  ^i  ih  ^O'^^y  +  ^8  ^ös/5) 

+  «2  («8  cosa-\-  «1  cosy)  -\-  a^  {s^  cosß  -|-  «g  cosa). 
Aber  nach  Kleyer,  Lehrbuch  der  ebenen  Trigonometrie,  ist: 

«2  cosy  -\-  ifg  C05a  =  s^ 

«3  C05  a  -[-  5j  COS/  =  «2 

«1  cosß  -\-  $2  cosa  =  Sg, 

folglich  ist  «1*1  +  ^2*2+^8*3  =  0)  also  ist  der  Abstand  des  Punktes  b^,  b^,  b^ 
von  der  GFeraden  ai^r^ -j- 020:2  +  «s-Tg  =  0: 

—  2J  V a^^ -\- a^ -\-  a^ —  2a^a^cosa  —  2at^a^  cosß  —  2a^a2Cosy 

=  00 . 


0 

Anmerkung  87.  Aus  den  beiden  Anmerkungen  85  und  86  und  der  Schlnssbemerkung  in 
Aufgabe  56  folgt,  dass  die  Verbindungsgerade  des  Mittelpunktes  irgend  eines  ge- 
gebenen Kreises  mit  dem  Mittelpunkt  des  Umkreises  vom  Fundamentaldreieck  auf 
der  Geraden  «12:1  +  02^2  + ^3^3  =  ^  senkrecht  steht  (siehe  auch  Anmerkung  84). 

Anmerkung  88.  Das  Quadrat  der  Entfernung  einer  Ecke  des  Fnndamentaldreiecks  vom 
Punkte  <?i,  C2,  c^  hat  nach  Teil  I,  Aufgabe  44  den  Wert: 

__     ^2  ^a  ^^^  ß  ^^'^  y  (^2^  +  ^3^  +  2  C2  gg  cos  a) 
^  (CySina^c^sinß^  c^siny)^ 

Ersetzt  man  hier  die  Grössen  q,  c^^  c^  durch  kcosa  —  i, ,  kcosß  —  ^2» 
kcosy  —  &3,  so  erhält  man  für  die  Entfernung  des  Kreismittelpunktes  von  der 
Ecke  A  des  Fnndamentaldreiecks: 

*2  *3  **^  ß  ^^^^  y  [(^  ^^^  ß  —  *2^" + (^  Cös  y — b^^ + 2  (k  cos  ß — ^2)  (^  ^^*  y — b^os  «] 
^  '     ^  \k  {sin acosa-\-  sin ß  cosß  -\-  sin y  cos y)  —  {b^  sin  a  +  *2  ^*'^ i^  +  *3  ^*^  y)]^ 

aber: 

sin  acosa'\'  sin  ß  cos  ß  -j-  sin  ycosy  =  —  {sin  2a'j-sin2ß-\- Sf'n2y)  =  2  sin  a  sin  ß  sin  y , 

(siehe  Kleyer,  Lehrbuch  der  Goniometrie).    Femer  folgt  aus  Anmerkung  86,  dass 
b^sina-j-b^sinß-l-b^siny  =  0;  der  Nenner  in  Gleichung  29)  wird  also: 

4Ä:2  sin^a  sin^ß  sin^y, 
Cr&DZ,  Analytische  Geometrie  der  Ebene.    II.  13 
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Im  Elammeraosdruck  des  Zählers  wird  das  mit  k^  multiplizierte  Glied: 

k^  (cos^ß  -f-  cos^y  -f-  2co8ß  cosy  cosa)  =  k^(l  —  cos^a)  =  ^sin^a 

(siehe  Kleyers  Lehrbach  der  Goniometrie,  Formelsammlung) ,  femer  das  mit  U 
multiplizierte  Glied: 

—  2k  (ig  cosß  -f-  fcg  cosy  -|-  h^  cosy  cosa  -\-  b^  cosß  cosa)  = 

—  2k  {b^  [cosy  cosa  —  cos  (y  -f- «)]  +  ^s  [cosß  cosa  —  cos(ß-\- a)]}  = 

—  2k{b2  sin  a  sin  y-\-bQ  sinß  sin  a)  =  —  2  k  sin  a  (ftg  **^y  +  ^s  *"*ft» 
aber  b2siny-\-bsstnß  wegen  Gleichung  25) 

=  aj  (cosy  siny  -{-  cosß  sinß)  —  ag  (siny  —  sinß  cosa)  —  a^  (sinß  —  siny  cosa) 

=  -^  a^{sin2ß  -\-  sin2y)  —  <'2[****(«  + W  —  cosa  sinß]  —  a^  [siniy-^-a)  —  siny  cosa] 

=  —  a^  (4  sin  a  sin ß  sin y  —  sin  2a)  —  a^  sin  a  cosß  —  «3  sin  a  cos y 

=  Cj  (2  sina  sinß  siny  —  sina  cosa)  —  a^  sin a  cosß  —  dg  sina  cosy 
=  sina  (a^  [2  sinß  siny  -|-  cos  (ß  +  y)]  —  a^  cosß  —  a^  cos  yj 
=  si7i a  [a^  cos  (ß  —  y)  —  a^  cosß  —  a^  cosy]. 

Das  von  k  unabhängige  Glied  des  Zählers  ist: 

b^^  +  ^8^  +  2Ä2^3  co^(x  i 
dieser  Ausdruck  wird  nach  Teil  I,  Anmerkung  56: 

sin^  a  (öj-  +  a^^  +  «t^  —  2  a^  a^  cos  y  —  2  ag  ag  cosß  —  2a^a^  cos  a. 
Folglich  ist: 

-»2^3  {F  —  2k  [aj  cos  (ß  —  y)  —  a.^  cosß  —  a^  cosy]  +  /?-} 

*  4 k'^  sinß  siny 

wo  E^  den  in  Teil  I  oft  benützten  Ausdruck: 

«i^-j-flg^  +  ^s^  —  2a2Ci^cosa  —  20301  cosß  —  2a^a2COsy 
bedeutet. 

Anmerkung  89.  Nach  Anmerkung  83  hat  die  Grösse  a^  folgende  geometrische  Bedeu- 
tung: Wenn  t^  die  Tangente  von  der  Ecke  A  des  Fundamentaldreiecks  ist,  so 
bedeutet: 

__  fi_  ^  _^!_   also  ist  <5  2  ^  —  "^'^«^^    =  —  4a^s^s^  sinß  siny 
k  s^s^*  ^  k  4k  sinß  siny 

Da  nun  nach  dem  pythagoräischen  Lehrsatz: 

ist,  wenn  r  den  Halbmesser  des  Kreises  bedeutet,  so  ist: 

^  ^        4k^  sinß  siny 

^2*3  {^^  —  2 A:  [«1  [cos  {ß  —  y)  —  2  sinß  siny]  —  a^  cosß  —  a^  cosy^  +  -^  / 


4k''  sinß  siny 
aber: 

cos  (ß  —  y)  —  2  sinß  siny  =  cosß  cosy  —  sinß  siny  =  cos  (jS  -|-  y)  =  —  cosa. 

Femer  ist  nach  Kleyer,  Ebene  Trigonometrie,  Formel  248): 


•^2  ^'3 


smß  siny  ^ 

^O'i  ^^^  Halbmesser  des  Umkreises  bedeutet;  daher  erhält  man  für  den  Halb« 
messer  des  gegebenen  Kreises  folgenden  Ausdruck: 

(2  B^\ 

1  +  7:  («1  cosa  +  ajj  cosß  +  a^  cos  y)  -f  -j^J 

YiQ  R^  =  fl(^2_|_^^2_j_Qj^2  —  2a^a^cosa  —  2aza-^^cosß  —  2a^a^cosy. 
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Dem  Elammeransdrack  in  Oleichnng  80)  lässt  sich  noch  eine  etwas  andere 
Form  geben.    Er  wird: 

31)  .  .  .  [}+- ■ — \,         )  +-^(ax-  +  ö«*  +  «3^  — Sajösrosa 

—  2a8ai  €08 ß  —  2  ffi  «2  cosy  —  a^^  cos^a  —  a^^  cos^ß  —  a^^  eos^y 

—  2^208  cosß  cosy  —  2a8a|  cosy  cosa  —  20102  cosa  cosß) 

-}-  aa*  sin^  y  +  2 02 as  [cos  (|J  +  y)  —  cosß  cosy]  +  2  «s «1  [ros  (y  -\-  a) 

—  cosß  cosa]  +  2ai<i2  [cos  (a  +  jS)  —  cosa  cosß]} 
^  ^^  _^  -.cosa^-^cosß  +  a^cosyy^^^^^^^^^^^^^^^.^^^ 

•y-  üf?  sin^y  —  2a^a^  st7tß  siny  —  2a8ai  siny  sina  —  2aia2  sina  sinß) 

(ttj  COÄ  a  -(-  ttj  cosß  -j-  as  cos y  \*      /oj  sin  «  +  «2  ^^^  /8  +  «8  ^*« y\ 
1+  ^ j  +^ -. j 

4 

p-  («2^8  sinß  siny  -|-  aaCj  «t»/  si«a  -|-  öiag  s/w  a  sinß)^. 

Anmerknng  90.  Nennt  man  d  die  Entfernung  des  Umkreismittelpunktes  von  der  Ge- 
raden a^dTi-j'^s^B  +  ^s^s  =  Ol  so  ist,  da  seine  Koordinaten  nach  Anmerkung  85: 
cosa,  cosß,  cosy  sind,  nach  Teil  I,  Aufgabe  46: 

2t7  a^  cos a -^a^  cos ß-\-ai  cosy 

8iCOsa-{-82COsß-\-8^cosy  R  * 

aber  nach  Teil  I,  üebnngsaufgabe  130  ist: 

^ 2J_ 

folgüch  ist:  *^'  ~"  *i ''''''  +  *2  ^''^^  +  ^*  "^^'^  ' 

ttj  cosa  +  a2  CO«/}  +  az  cosy  = , 

daher  ist:  p         P2  ^ 

32)  .  .  .  r«  =  ri2  +  2rfr,.-^+--p-.V. 

Aufgabe  57.     Die  Gleichung   der 

Tangente  an  einen  Ereis  aufzustellen, 

wenn  der  Berührungspunkt  gegeben  ist 

und    die   Kreisgleichung    in   Dreiecks-       Aufl»suiig.   Es  seien  y^,  y^,  y^  die 

koordinaten  vorliegt  Dreieckskoordinaten    des    Berührungs- 

punktes, x^^  x^j  x^  die  laufenden  Ko- 
ordinaten eines  Punktes  der  Tangente. 
Dann  hat  jeder  Punkt  der  Tangente 
nach  Teil  I,  Aufgabe  62  Koordinaten 
von  der  Form: 

Dieser  dritte  Punkt  fallt  mit  dem 
Berührungspunkt  zusammen,  wenn  A=0 
ist.  Man  denke  sich  nun  die  Werte 
yi-f-Xa5j,  yj-j-Aajg,  ys+^^s  statt  Xy^, 
Xg,  x^  in  die  Gleichung  des  Heises  ein- 
gesetzt und  diese  nach  Potenzen  von  l 
entwickelt,  so  wird  der  von  X  unab- 
hängige Teil  verschwinden,  weil  der 
Punkt  y  auf  dem  Kreis  liegt.   Dividiert 
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man  dann  durch  l  und  setzt  zuletzt 
^  =  0,  so  verschwindet  der  Koeffizient 
von  A^  und  die  Bedingung  dafür,  dass 
die  Gerade  Tangente  ist,  wird  durch 
das  Verschwinden  des  Koeffizienten  yod  il 
gegeben  sein.  Mit  anderen  Worten :  Ist 
§  z=  0  die  Gleichung  des  Kreises,  welche 
dui-ch  die  Substitution  t/i-\-lx^  statt  ^r^, 
yg-|"^^2  statt  x^j  ^8  +  ^373  statt  x^  in 
Si'\-JiS^-\'X^S^  =  0  übergeht,  so  ent- 
hält Si  nur  die  y^ ,  yg ,  y, ,  und  ist  =  0, 
weil  y  auf  dem  Kreise  liegt,  daher  ist 
auch  S^-^XS^  =  0.  Soll  nun  1  =  0 
sein,  damit  der  Punkt  y-^Xx  mit  y 
zusammenfallt,  so  muss  S^  =  0  werden. 
Nun  sei  die  Gleichung  des  Kreises; 
(«1  x^  "f-  0^2  -^2  H~  ^3  ^3)  (^1  ^Wö  -|-  x^  sinß'\-  r,  siny) 

-\-  k  ( jPj  x  3  sin  a  -j-  0:3  X  j  st  w  /9  -j-  a?j  iCg  sin  y)  =  0, 
so  geht  diese  durch  die  Substitution 
über  in  die  Gleichung: 

{a^y^'\-a^yi'\'a^y^{y^sina'\-y^sinß-\-y^siny) 

+  *^  (2^2  ys  ^'^  «  +  Vz  Vi  ^we/J  +  yi  ya  sin  y) 

4"  ^*  [(^1  ^1  ~f~  ^2  ^2  H"  ^3  ^s)  (^1  ^*^  « "f"  ^2  ^^/*  4"  ^3  ^*^"*  / ) 

-f-  Ä;  (ajg  .X3  sfw  a  +  iCg  a?i  5m/9  +  a^j  Xg  stny)] 

+^{(«i^i+«2'^2+«8^8)(yi^'w«+y2^«/^+y8^'w/) 
+(«iyi+«2y2+«8y3)('^i^«"*«a+^2«*'»/*+^s««/') 
+ ^i(^2  ys + ^8  ^2)  ^**« « + (^8  y  1 + «1  ya)  «*^i^ 
+ (^i  y2 + ^2  yi)  «*w  y)]}  =  0. 

SoU  daher  die  Gerade  Tangente  sein, 
so  muss  der  Koeffizient  von  l  verschwin- 
den, oder  es  ist: 
33)  .  .  .  {a^x^'\-a^x^-\-a^x^)(y^8i.na-\'y^sinß'{-y^8iny) 

+  (a^i  sfw  a  +  a:>n/J  +  0^3  sw  y)  (eil  y  1  +  «2  y2  +  «3  ys) 
+  *  [^i  (1/2  siny  +  yg  sinß)  +  x^  {y^  sina  +  y^  siny) 

+  ^8  (yi  ^'w/*  +  y2  ^-'^w«)]  =  0. 

die  Gleichung  der  Tangente  in  laufenden 
Koordinaten  x^,  a:,,  x^. 

Erörterung  44.  Sind  in  Gleichung  33)  die  Koordinaten  a?i,  a?j,  X3  ge- 
geben, so  stellt  sie  eine  Bedingungsgleichung  für  die  Koordinaten  y^,  y,,  y,  des 
Berührungspunktes  dar;  sie  ist  also  die  Gleichung  für  die  Verbindungsgerade 
der  Berührungspunkte  der  von  x  an  den  Kreis  gezogenen  Tangenten ,  d.  h.  für 
die  Polare  des  Punktes  x. 

Ordnet  man  die  Gleichung  nach  ar^,  x^,  x^,  so  lautet  sie: 

34)  .  .  .  x^[a^(:y^sina~}'y^sinß-\-y^siny)'^sina{a^y^-\-a^y^-{-a^y;) 

-f-  i  (yo  sm  y  -f-  y3  sinß)] 
+  x^[a^{y^8ina'j-y^sinß-^y^siny)'\-sinß{a^y^'^a^y^  +  a^y^) 

+  ^  (ys  sina  +  Vi  siny)] 
+  ^d<^B(l/i^^a'\-y^sinß-j-y^siny)'}-siny(a^y^^a^y^-^a^y^) 

4-  k (yi  sinß-}- y^ sina)]  =  0. 
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36) 


36)  .  .  . 


Soll  nun  eine  gegebene  Gerade: 

Polare  des  Punktes  y^,  yg,  y^  sein,  so  folgt  ans  der  Vergleichung  ihrer  Gleichung 
mit  der  Gl.  34): 

«*i  =  «1  (yi  «»•«  +  ^2  «»»»/^  +  ys  «»wy)  +  ^nof  (a^  yi  +  a^  y,  +  ag  yj) 

+  *(y2«*wy  +  y8sfn/S), 

^a  =  «2(yi«*''»a+y2«»»«/*+y8«*^y)+«'«/^(öiyi+««y«+«8y») 

«^8  =  «8(yi^»wa+yjjS«w/?4-y3Stny)  +  «ny(aiyi4-«2y«  +  «8y8) 

oder: 

i/j  =  y^»2a^sina-\'yf{aiSinß"^a^sina']-ksiny) 

4"  Vi  (^1  ^wy-{-  ttg  Ätna  -j-A;  Ä»n/J), 

Wg  =  yj^{a^sb%ß'\-a^sina-\-ksiny)'['y^'2asinß 

'\'y^{c[^siny'\-a^sinß-\-ksina), 

Wj  =  yi  (c^iSiny-^a^sina  -j-  ^^'*Ä  +  y2  («««'wy-f-aj^w/J-j-istna) 

+  y3-2a3«tny. 
Setzt  man: 

A^  =  a^stny-^-a^sina-^-ksifiß, 
Bi  =  A^:=  a^sinß-\-a2sina-\^ksiny,    B^  =  2a^sinß, 

Bg  =  a^siny-^a^sinß'^-ksinaj 

Cj  =  -ij  =  aj  siw  y  +  «s  ^'^^"  "i"  *  ^^^/^7 

Cg  =  jBj  =  a^siny-^-a^sinß-^ksina^     C^  =  2a^siny, 

80  folgt  aus  Gleichung  35)  (siehe  Teil  I,  Aufgabe  72): 

lQy,  =  u,{B,C,-B,')-i-u,{A,B,-A,C,)  +  u,(A,B,-A,B,), 

37)  ...  j  Qy,  =  u,iA,B,-A,C,)  +  u,{A,C,-A,')  +  u,{A,A,^A,B,), 

\QV,  =  ^dAS,  —  AS,)  +  u,{A,A,-A,B,)^u,{A,B,  —  A,*). 
Dies  sind  die  Koordinaten  des  Pols  für  eine  gegebene  Gerade. 

ErSrtemng  45.  Wenn  der  Pol  auf  der  Polaren  liegt,  so  ist  letztere 
Tangente;  in  diesem  Falle  muss  also  ^iyi-h^2y2  +  ^3y8  =  0  ^u^y  oder: 

38)  .  .  .  u,\B,C,-B,')  +  2u,u,{A,B,--A,C,)  +  u,\A,C,^A/) 

+  2u,u^{A^B,-A,B,)  +  2u,u,{A,A^  —  A,B,)  +  u,\A,B,  -  V)  =  0. 

Weil  dieser  Gleichung  die  Koordinaten  u^j  u^,  u^  jeder  Tangente  an  den 
Kreis  genügen  müssen,  so  ist  sie  die  Gleichung  des  Kreises  in  trimetri- 
schen  Linienkoordinaten. 

Die  Gleichung  l&sst  sich  (siehe  Anmerkung  91)  schreiben: 

39)  .  .  .  Wi*(6i*  —  ^a^a^sinß8iny)'{'U2*{b2^  —  4a^a^sinysina) 

H~*'8^(^8*  —  ^a^a^sinasinß)  —  2u^u^hyh^  —  2u^u^bJ>^  —  2ti2t«3&2&3 

-|-  4  •  (Wi  Wg  ^8  ^8  ^'Wy  "f*  ^i  «3  ÖTg  ^2  ^'^ß  "f"  ^2  ^8  ^1  ^1  ^^«)  =  0, 

6j  =  OgSiny-j-ötgS/w/J-f-iÄtwa, 
40)  .  .  .  {  h^^=  a^sina-\'a^smy-\-ksinß, 

63  =  öl  sinß  -|-  ag  ÄfW  a  -j-  Ä;  siny     ist. 


wo: 
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Axunerkung  91.    In  Gldchnng  38)  ist: 

A^B^  —  -^a  C^3  =  («8  **w  y'\'a^sinß-\-k  sin  a)  {a^  sin  a  +  «i  ä***/  +  ^  9inß) 

Ä^C^  —  J  j-  =  —  (a^  sin  «  -j-  a^  sin  y-\-k  sinßf  -f-  ^  ^8  ^i  *'^/  ***•  ^f 

A^  Bq  —  A^B2  =  («2  ^^^7  +  ^8  ^^^ß  ~k  ^  ^^^  ^)  (^1  ^^^ß  +  ^a  ^^^^  +  ^  «»'*7) 

—  2a^sinß  (ag  «tn  a  -[-  «j  «*»/  +  k  sin  ß)^ 

A^A^  —  A^B^  =  {a^sina'\-a^siny-\-ksinß)(a^sinß-\-a^8ina'\'k8iny) 

—  2  «1  sin  a  (a^  sin  y  -f-  «s  ^^^ß  4"  ^  ^^  ^)i 
A^B^  —  A^^  ==  —  (a^sinß  +  a^sina  -^ksiny)^  -^-^a^a^sina  sinß, 

oder: 
-BjCg  —  Bq^  =  —  6j*-f-4a2a3««w|S«tn)',     -^^^Cg  —  A^^  =  — J2*-{-4a8ai«i«y/f<na, 

A^B^  —  A^^  =  —  b^^ -j- ia^a^sina sinßf    A^B^  —  A^C^  =  djÄg  —  2a^b^siny, 
A^B^  —  A^B^  =  b^b^  —  2a2^2^^^^i^>  A^A^  —  A^B^=  b^b^  —  ^a^biSina* 

Anmerkung  92.    Liegt  die  Gleichung  eines  Kreises  in  der  Form  vor: 

Ax^^  +  Bx^^  +  Cx^^  -\-2DxiX^  +  2EXiX^  +  2Fx^x^  =  0, 
welche  identisch  sein  soll  mit: 

(^i  ^1  +  ^a  ^2  +  ^s  ^i)  (^1  ^^^  Ä  +  ^2  ^^^ß  +  ^8  ^^^*y) 

-}-  ^  (^2  ^8  ^^  «  +  ^8  ^1  **'*l'  "h  ^1  ^a  ^''*7)  =  0, 
so  muss  pach  Aufgabe  55: 

A  =  a^sina,    B  =  a^sinß,    C  =  a^siny^    22>  =  ^b»     2E=b^,    2F=^b^ 

sein;  daher  lässt  sich  die  Bedingung  dafür,  dass  die  Gerade: 

"i^i  +  «a^2  +  ^9^3  =  0 
Tangente  an  den  Kreis  ist,  auch  in  folgender  Form  schreiben: 

41)  .  .  .  u^^E^^BC)  +  u^^(F^-'AC)  +  u^^{D^-^AB)'\-2u^u^{DC—EF) 

'\-2u^u^{BF—DE)-^2u^Uq(AE--DF)  =  0. 

Dabei  müssen  jedoch  die  Grössen  A,  B,  C,  D,  E,  F  naeh  Aufgabe  55  den 
Bedingungsgleichungen  genügen: 

(  A  sin^ß-\-Bsin^a  —  2Dsina  sinß  = 

42)  ...  ]  B8in^y-\-Csin^ß  —  2Esinßsiny  = 


\ 


C  sin^  a-\-  A  sin^  y  —  2F  sin  y  sin  a. 


Aufgabe  85.    Die  Gleichung  des- 
jenigen Kreises   aofzostellen ,    welcher 

die  Seiten  des  Fundamentaldreiecks  be-       Auflösung.  Die  gesuchte  Gleichung 
rührt.  möge  die  Form  haben: 

Ax^^'\-Bx^^'\-Cx^^'^2Dx^x^-{'2Ex^x^'{'2Fx^x^  =  Q, 

Soll  irgend  eine  Gerade  mit  den  Ko- 
ordinaten u^  j  u^,  u^  Tangente  an  diesen 
Kreis  sein,  so  muss  die  Gleichung  41) 

Erkl.  77.   Aus  der  Planimetrie  (siehe  Kleber-  bestehen 
Sachs,  Lehrbuch  der  Planimetrie)  ist  bekannt,         ^        \  .      .        n,,      ,.     ^..      ^  —  ö 

dass  es  vier  Kreise  giebt,  welche  die  Seiten  ^    ^^  ^^^  aoer  lUr  Oie  belle  aTj  —  u 

eines  Dreiecks  berühren;  Yon  diesen  berührt  der  des  Fundamentaldreiecks : 
eine,  Inkreis,  die  Seiten  selbst,  jeder  andere  u  =u  =  0 

berührt  eine  Seite  selbst  und  die  Verlängerungen  «?         ^  '     i_ 

der  beiden  anderen  Seiten,  dies  sind  die  An-  ebenso  muss  für  x^  =  0  auch: 
kreise.  j^^  =  u^  =  0 

und  für  0:^3  =  0  auch: 

Wj  =  Wg  =  0 
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sein.  Man  erhält  daher  aus  Gleichung  41) 
Erkl.  78.    Die  positiven  Vorzeichen  in  den  für  den  gesuchten  Kreis  die  Bedingungen: 
Anflösnngen  der  Gleichnngen  43)  sind  ans^e-  (  E*  —  J3C  =  0, 

schlössen,  weil  sonst  die  linke  Seite  der  Kreis-  .  j    na        J  R n 

gleichimg  ein  vollständiges  Quadrat  bilden,  also              4o)  ,  .  .  <  V  — An  —  0, 
die  Gleichung  eine  Gerade  darstellen  würde.  1  pi ^q  __  q^ 

Es  ist  somit: 
E=±VBC,    D  =  ±VÄB,    F=±VÄC. 

^rsetzt   man   nun    VA    durch    Ä^j 

VB  durch  ^2J  VC^ durch  -ig,  so  wird 
(siehe  ErkL  78)  die  Gleichung  des  ge- 
suchten Kreises  von  der  Form: 

44)  .  .  .  A,'x,'-i-A,'x,'+A,*x,'  —  2A,A,x,x, 

Brkl.  79.     Wählt  man  in  Gleichung  45)  —2A^A^x^x^  —  2A^Aj^x^x^=:^0. 

beidemale  das  positive  Vorzeichen,  so  ist:  Um    die   Grössen    A^,    A^,    A^    oder 

A^sinß+A^  (sin  a  —  sin  y)  —  A^  sinß  =  0,      vielmehr  ihre  Verhältnisse  zu  berechnen , 

A^{8inß  —  siny)-\-A^sina-'A^sina=^0\     dienen  die  Bedingungsglcichungen  42). 

hieraus  folgt,  wenn  man  die  erste  Gleichung  Sie  werden  unter  Einfilhrung  der  neuen 

mit  «inor,  die  zweite  mit  sinß  multipliziert  und   Bezeichnung' 
subtr&hieft  * 
A,sinß{sina-sinß  +  sinY)  A^^sin^ß+A^^8in!'a-\-2A^A^s%nasinß 

oder:  =iA^sina{sinß-\-sinysintt)     =A^9in^y'\-A^^9in^ß+2A^A^sinßsinY 

A^'.A^  =  sinai—sina  +  sinß  +  siny):  =:A^^8in*a-\-A^^sin*y+2A^A^sinysina 

sin  ß  (sin  a  —  sin  ß  -f-  sin  y).  oder : 

Wenn  man  aber  die  erste  Gleichung  mit  ^  .v  t  a     '   a  \     a     *     \ 

sinß---siny,  die  zweite  mit  sinß  multipBziert,  4ö)  .  .  .  {A^Stnß-y-A^stna) 

so  giebt  die  Subtraktion:  =  +  (.4, siny  -[-  A^ sinß) 

A^:A,=:sinß(sina-~sinß  +  siny):  =  ±{A^  sin  a-^- A,  siny). 

T.-   n  .     «^''y  W««  +  *^^-*^'»y)-  Je  nachdem  man  beidemale  das  obere 

tion?l^ÄLVrf<ie^^^  ""' '"'  '''''  '''''"  oder  untere  Vorzeichen  wählt,  bekommt 
sinai^sina  +  sinß  +  sinrl  ™*^  "^^^  Verschiedene  Kreise. 

sinßlsina  — sinß  +  siny),  Man  erhält  durch  Verwendung  der 

sin  y  (sin  tt-^  sinß --siny),  positiveu  Vorzeichen  die  Gleichungen: 

Aber   nach  Kleber,    Lehrbuch   der  Gonio-  A^sinß'{-A2{sina  —  siny)—A^sinß  =  0, 

metrie,  ist :  ^  /  •    n         •     \   r     <     •  ^     •  r\ 

'  a        ß        y        A^(smß  —  siny)-\'A^sina  —  A^s%na=^0^ 

^a  +  sinß-^siny  =  4  sin -^  sin  -  cos -.      ^^^  YneTfiVLS  nach  Erkl.  79: 

Krkl.  80.    Wenn:  ^i  =  sina{- sin a  + sinß  +  siny), 

u      —  ß      —  y      —  A^  =  sinß{sina  —  sinß-^siny), 

cos^  V'^a  +COS-  i/x,  +cosZ.  y:r,  =0,       ^^  ^  siny  {sina  + sinß  -  siny), 

^  ^^'  oder  nach  Weglassung  des  gemeinsamen 


oder: 

« «        1       ^  ß  o  y 


=  —  2  COS  —  cos  -^  Y^i  ^2  » 


(«>«*y •«!  +  cos^^'X^  -  co«2 1-  xA 


46) 


—  4  fo«2  —  CO««—-  -a?!  a?,  =  0, 


a 


Ai  =  cos*j, 
A^  =  cos*^, 
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oder :  wodurch  die  Gleichung  des  Kreises  fiber- 

co«*-|-a?,«+co»*-|-:r,«+co^-|-a?,«  geht  in: 


^  a  3 


47)  . .  a?!  *  cos^  ~  4"  ^2*  ^^^*  9  "4"  ^»*  ^^^*  9 


was  die  Form  der  Gleichung  47)  ist. 


V         et 

2Xf.X.  COS^  -^  C08*-^  =  0. 

«1         2         2 


Diese  Gleichung  ist  ganz  fthnlidi  zu- 
sammengesetzt wie  Gleidiung  5)  von  Auf- 

ErU.  81.  Auf  analoge  Weise  wie  in  Erkl.  79  gäbe  50 ,   sie  lässt   sich   dsäer  auf  die 
findet  man  aus  den  Gleichungen:  Form  bringen: 

und  48)  .  .  .   yXy^C08--'\'yx^caS'^ 

Ai  (sinß  +  8tny)  -{-Ä^8ina-{' A^sina  =.  0 
aanächst :  _|_  V^  cos  -^  =  0 

A^ :  -4,  =  sin u  (sin a  —  sin ß  +  siny)  :  ^ 

«*n/9(— si>i«+«in^  +  «my)  (siehe  Erkl.  80). 

^^^  Würde    man    in    den    Bedingongs- 

^:J,  =  w>i/j(— «ma+wn^  +  my):  gleichungen  46)   die  beiden  negativen 

—  siny  {sin  tt-^r  sinß + siny).  Vorzeichen   nehmen,    so   erhielte   man 

Aber   nach   KUyer,   Lehrbuch    der  Gonio-   die  Gleichungen: 

sinu  +  »inß  +  »iny  =  ieo8-^eo,^cos-^;      A,(»inß-\-smy)^A^sina+A,sina  =  0, 
es  verhält  sich  also:  WOrauS: 

A^:A^:A^^=  Ssin-^  cos  -5-  sin  -^  cos  -~  sin  ~ : 

^  Sa  Sa  A  ^ 


Q  sin -^  COS  ■—' COS -^  sin -^  sin -^ :  49)  .  .  . 

Q  '  ß       y       «       ß       Y 

8  stn  -5-  cos  ~  CO«  —  CO«  -^  CM  -^ , 


Ä  .  o  er 


woraus  die  Gleichungen  49)  folgen.  (siehe  Erkl.  81). 

Die  Gleichung  des  betreffenden  Kreises 
wird  also: 

50)  .  .  .  a?i*  sm* --- -f- Xg*  irfw* -^ -f- iCg*  cos* -^  —  2Xia:,SfW*-r-siit*~ 

A  A  A  A  A 

et         y  S         y 

-f-  2  a?,  Xg  sin^  —  cos^  -^-j-  2  x^  x^  sin*  ^  cos^  -^  ==  0. 

oder: 
51)  .  .  .  9in^yx^^-{'Sin^Vx^'\-cos^V—x^  =  0. 

A  a  m 

Auf  ganz  analoge  Weise  erhUt  man 
dieGleichungen  der  beiden  flbrigenKreise : 


52) 


cos-|-  V— Xi  4-^'^f-  ^^2  +****  2*  ^  "==  ^' 
I  si«-^^^  —  cos -|- V— a:^ -j- sm -|- Vi^  =  0. 
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Anmerkiing  93.    Von  den  in  Aufgabe  58  erhaltenen  vier  Kreisen: 

C08Y  V—x^  +  «my  V^  +  «»y  Vxl  =  0, 

sin  --  y/xy  +  «n  y  V^a^j  +  <^ö*  2  V  — ü;,  =  0, 

stellt  der  erste  den  Inkreis  des  Dreiecks  vor,  während  die  anderen  die  Ankreise  sind. 

Um  nachzuweisen,  dass  diese  Gleichungen  wirklich  Kreise  darstellen,  hat  man 
de  auf  die  Form: 

+  A;  (a?2  a?8  wn  a  +  a?8  iP^  «/n  jS  +  a?j  ar^  smy)  =  0 
zu  bringen,  oder  entwickelt: 

x^'a^sina  +  x^*a^sinß  +  x^a^siny  -[-  a^i  0:2(01  wnjj  -f-  a^sina  -^ksiny) 

+  a?8  a?!  (ttg  51 »  a  -|-  a  1 51«  y  -|-  ^  ****  1^)  ~t"  ^2  ^s  (^2  **♦*  /  +  «b  ^^'^  P  +  ^  ****  ^'i^)  =  0. 

Man  erkennt  aus  der  Vergleichung  mit  der  Gleichung  47),  dass : 

a^  8tn  a  =  cos*  — ,     a^  stnß  =  cos*  -r- ,     a^  5tn ;»  =  cö5*  ■—. 
Daher  muss  sein: 

ft      9  «       9  /^  ^  «      ^'wjS    ,         .  j3      sina    ,    ,    . 

—  2  CO«^  -r-  C05*-r-  =  COS*  -jr  •      .         +  COS*  ~  •      .    >.  -f-kstfiy. 

2  2  2      5«na    '  2      stnß    '  ' 

—  2C05*-^CÖ5*—  =  C05*~-  •  — : \- COS* -zr  •  •4-kstnß, 

2  2  2     5««7     '  2      stna    '  ^ 

—  2  C05*  -^  CÖ5*-Jr-  =  COS*  ~-  •      .     1  +  COS*  -jr  •       .         +  A;5l«a, 

2  2  2      5mp    '  2      5my    '  ' 

oder: 

A;  5in  a  sin  ß  sin  y=  —  ( (?05*  -r-  sin^  ß  +  cos*  -^  sin^  a  +  2  cö5*  -5-  co5*  ~  «m  «  5tn  jj  1 

=  —  Icos*  Y  sin^a  +  co5*  —  sin^  y  +  2  cö5*  ~-  cos^  -^  ^**^  7  ^*** "  J 

=  —  ( (?05*  -^  sin*  y  -\-  cos*  -^  sin^ß  +  2  C05*  ~  cos*  -5-  5t«  j5  5f «  yj. 
Allen  Gleichungen  wird  genügt,  wenn  man: 

4  C05*  —  cos*  -^  C05*  —- 


5l«a5t«j3  5t«y 

setzt.    Die  Gleichung  des  Inkreises  ist  daher: 


(cos*  Y  cos*  Y  cos*  Y  \ 

*     5t«a      '      *     Sina      *      '     siny    /  ^  *  •     ■ 


4  CÖ5*  ~  t?05^  -^  C052  -^ 

: .  a    . (x^Xf^sinaA- x^XySinß-^- x^x^siny)  =  0. 

stna  stnß  siny         ^»b  i»i       riia       f/ 
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Auf  analoge  Weise  erhält  man  für  einen  der  Ankreise  die  Form  der  Oldohnng: 


la^  +  '^s     amy    /  *^'^'  **""  "  +  **  ^'"^  +  ^*  ***'''^ 


Aufgabe  59.     Die  Gleichung  des 
Inkreises   für  das  Fundamentaldreieck 

in  trimetrischen  Linienkoordinaten  aus-       Auflösung.    Wollte  man  die  Auf- 
zudrücken.  ^^^^  ^^^j^  Substitution  der  Werte: 

C  =  cos^  -^ ,    D  =  —  cos^  —  co$^^, 

^  =  —  C08*  -^  co^^  -|- , 

in  die  Gleichung  41)  lösen,  so  wurden 
alle  EoefSzienten  dieser  Gleichung  ein- 
zeln verschwinden.  Man  moss  daher  die 
Aufgabe  direkt  angreifen. 

Es  möge  die  Gleichung  des  Inkreises 
der  Kürze  wegen  geschrieben  werden: 

Ersetzt  man  hier  x^^  x^j  x^  durch 
bezw.  t/i  +  kx^ ,  y,  -f-  Xx^ ,  y^  -f-  Xz^ 
und  entwickelt  nach  Potenzen  von  ^ 
so  giebt  nach  Aufgabe  57  das  Ver- 
schwinden des  Koeffizienten  von  2il  die 
Gleichung  der  Tangente  von  y  in  lau- 
fenden Koordinaten  ^i,  a?,,  073  oder  die 
Gleichung  der  Polare  von  x  in  laufenden 
Koordinaten  y^,  y,,  y^. 

Die  Entwicklung  liefert: 

Es  sind  daher: 

„^,  _     ,  ««i  =  V(«iVi  — «2*y2  — «s'ysX 

^"'"•®^-    ^^'^  t*,  =  a/(-a/y,  +  a,«y,-a/y3), 


«*i  — 


2 


=  «i^yi  -  Oi*ya  —  «s^y» »  i^  =  Ö3*  (—  «1  Vi  —  «2*  3^2 + «3*  y») 


^  die  Koordinaten  w^,  Wg,  u^  der  Polare 

TT  =  "~  ^i^y»  +  ^«^y«  ■*"  ^8*y« '  von  y,  oder  es  sind  y^,  y^,  y,  die  Ko- 

J  ordinaten  des  Pols  von  der  Geraden: 
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erhält  man  dnrch  Addition  je  zweier  Gleichungen :        Man  erhSlt : 


-  »«•*»> = -5?  +  '^ 


«.* 


(siehe  Erkl.  82). 
Soll  der  Pol  auf  der  Polaren  liegen, 

oder  Miyi+«8yj+«8y»  =  0  sein,  so 
mass: 

sein,  oder: 
54)  .  .  .  u^u^a^'\'U^u^a^'\-u^u^a^  =  ^^ 

also  im  vorliegenden  Falle  : 


oder: 


Erkl.  88.    Die  Gleichungen: 


-^1*,  +  ^ 

«8^^    ^ 


u,  +  w,  =  0, 


Aufgabe  60.     Die  Gleichung  der 
Tangente   an  den  Intoeis   anzugeben,       Auflösung.   Die  Gleichung  der  Tan- 
wenn  die  Dreieckskoordinaten  des  Be-        ^^  ^^  Berührungspunktes  y  ist  in 
ruhmngspunktes  gegeben  sind.  laufenden  Koordinaten  x,,  x^,  x,  schon 

durch  die  Gleichung  53)  von  Aufgabe  69 
gegeben,  wenn  man  dort  die  Grössen 

«1*,  ^2^  ^3^  durch  cos*—,  cos*-^,  cos^-^ 

ersetzt;  man  kann  sie  jedoch  in  ein- 
facherer Form  auf  folgende  Weise  er- 
halten : 

Sind  y  und  z  zwei  Punkte  des  Kreises, 
so  bestehen  die  Gleichungen: 

«1  Vj^+ög  Vy^  +  aj  Vy^  —  0, 

wenn  man  der  Kürze  halber  ai,  a,,  a, 

bezw.  statt  cos-—,  cos-—,  cos-|-  schreibt. 

Irgend  ein  Punkt  der  Verbindungs- 
sehne habe  die  Koordinaten  a?i,  x,,  x^^ 
so  ist  nach  Teil  I,  Aufgabe  41: 

^1  (y2  ^3  —  ^3  ^2)  +  a:«  Og  2;i  —  yi  2:3) 

+  ^3(yi^«  — ^2^1)  =  ^- 
Aus  den  beiden  obigen  Gleichungen 
folgt  aber; 

öl : a,: Ö3  =  Vy^  —  ^y^z^\  Vy^z^  —  Vyiz^ :  VyT^—  Vy«^i 

(siehe  Erkl.  83)    • 


wo 


^«^i  +  -^t',  +  ^8  =  0, 


ist,  geben  nach 

«1   —  jv?v: 


a< 


und  —^ 


w»«?. 


a. 


M,r,  — Mar, 


au^etöst : 
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oder  : 

also: 

y«^3— ys^Ä-ys^i— yi^3-yi^— y^^i 

=  «1  (  V^^  +  VVfi^i) :  «2  (  Vya  ^1  +  Vyi^^a) :  a^  (  Vyl^  -|-  Vy^. 

Die  Gleicbang  der  Sehne  yz  ist  also: 

56)  .  .  .  Xiaj(Vy^  +  Vy^ 
Erkl.  84.  Die  Gleichung  der  Tangente  wird:  ^^  /  w ^^  ^y v 

oder :  +  ^s  «s  (  Vyi  2^2  +  Vy2^i)  =  0. 

^     ^t_    I  jjp     flj^    I  ^     <*8_  _  Q  Die  Sehne  wird  zur  Tangente,  wenn 

*  l/^i         *  Vy,         "  /ya  ^6  Punkte  y  und  2:   zusammenfallen, 

daher  ist  die  Gleichung  der  Tangente 
an  den  Inkreis  im  Punkte  y  (siehe 
Erkl.  84): 

cc  8  y 

cos—-  ^^^^  ^^^  o 

57)...  „-^^+«.^^+«.-^^  =  0. 

Anmerkung  94.    Es  ist  nachzuweisen,  dass  die  beiden  Formen  der  Tangente  an  den 
Inkreis:  Gl.  57)  in  Aufgabe  60  und  Gl.  53)  in  Aufgabe  59,  identisch  sind. 
Da  wegen  der  Gleichung  des  Inkreises: 

«1  Vy^H- «2  Vyl+<^B  Vyl  =  0 

ist,  so  erhält  man  durch  Quadrieren: 

«i^yiH-«2^y2  +  «3^y8  =  —  2aia,  Vyiyl'-2a^a^  Vy^^  —  ^a^a^  VyTvi'^ 
daher: 

a^yi~a^y^  —  az^yz  =  —  2a^aiVy^y^  —  2a^a^Vy^y^  —  2a^a^Vy^^ 

-  2 «2*  V>2 y2 -  2^3'  Vyt y^ 
=  —  2aa  Vy^((i^  Vyi  +  ag  Vy^ 
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oder  wegen  der  Gleichung  des  Inkreises: 

Vyi~<y8  — Vy3  =  +  2ö2V^-%Vy^+2o8Vi^-öiV^yI~2a3aiVl^^ 

Also  ist: 
.  Ebenso  wird: 

—  «i^yi + «2*y2  —  Vya  =  2  a,  a^  v^yTyT » 
— «i*yi— «2*y2+«3'^y8  =  20^03  i/yiy». 

Daher  wird  Gleichung  53): 

^i«i*ö««d  v^y» ya  +  ^2 ^2' «8 <»i  Vyt Vi + V «3' «1  <»2  v77y2==o 

oder  nach  Division  mit  a^a^a^  Vyiy^y^' 

a?i     / —  -p  3?2  ,/ —     r  ^8  ,/ —   ^^  0,     w.  z.  b.  w. 

vyi  Vy,  vys 

Erörtei^ng  46.   Die  Einführung  von  Dreieckskoordinaten  in  die  Gleichung 
des  Kreises  ermöglicht  die  Lösung  des  früher  (siehe  Anmerkung  49)  angeführten 
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Widerspruchs,  dass  zwei  Kreise,  trotzdem  sie  Kurven  zweiten  Grades  sind,  nur 
zwei  Schnittpunkte  besitzen. 

Liegen  nämlich  die  Gleichungen  zweier  Kreise  in  Dreieckskoordinaten  vor : 

-^k(x^x^sina'-{'X^x^sinß-]'X^x^siny)z=z  0 

-f-  k  (x^  a?3  sma  -j-  x^  x^  sinß  -f-  x^  x^  »iny)  =  0, 
so  erhält  man  durch  Subtraktion: 

58)  .  .  .  [{a^  —  bi)Xi'\-(a^-'b^)x^-\-{a^-'b^)x^](x^sina-{-x^8inß-\-x^ä^^ 

Dieser  Gleichung  müssen  die  Dreieckskoordinaten  der  Schnittpunkte  ge- 
nügen.   Sie  liegen  also  entweder  auf  der  Geraden: 

59)  .  .  .  (ai  —  fei)^i  +  K  —  *2)^2  +  («8  — ^3)^3  =  0, 

d.  h.  auf  der  Potenzlinie  der  beiden  Kreise,  oder  auf  der  Geraden: 

60)  .  .  .  x^sina-^-x^sinß-^-x^siny  =  0, 

d.  h.  auf  der  Geraden  im  Unendlichen  (siehe  Teil  I,  Erörterung  25). 

Jede  der  beiden  Geraden  schneidet  den  einen  oder  andern  der  gegebenen 
Kreise  in  zwei  Punkten,  welche  zugleich  Schnittpunkte  mit  dem  andern  Kreis 
sind;  daraus  folgt,  dass  zwei  Kreise  zwei  im  Endlichen  und  zwei  im 
Unendlichen  liegende  Schnittpunkte  gemeinsam  haben. 

Die  beiden  letzteren  Schnittpunkte  erhält  man,  wenn  man  Gleichung  60) 
mit  einer  der  gegebenen  Kreisgleichungen  verbindet.  Dadurch  verschwindet  aber 
in  dieser  das  erste  Glied  und  man  erhält  zur  Bestimmung  der  unendlich  ent- 
fernten Schnittpunkte  die  beiden  Gleichungen: 

j?j «««  -f-  X2  sinß-^  x^  sin  y  =  0, 

Xg  ÄTg  sina  -\-  x^  x^  sinß  -|-  x^  x^  siny  =  0. 

Da  diese  Gleichungen  für  alle  Kreise  dieselben  bleiben,  so  folgt  femer: 
Alle  Kreise  gehen  durch  dieselben  zwei  unendlich  entfernten 
Schnittpunkte.  Man  nennt  diese  die  imaginären  Kreispunkte  im 
Unendlichen. 

Aufgabe  61.  Die  Dreieckskoordinaten  der  imaginären  Kreispunkte  im 
Unendlichen  anzugeben. 

Auflösung.   Nach  Erörterung  46  hat  man  sie  aus  den  beiden  Gleichungen : 

x^  sina-]-  x^  sinß-]-  x^  siny  =  0, 

x^x^sina-^x^x^sinß-^-x^x^siny^:^  0 

zu  berechnen.    Dividiert  man  von  diesen  Gleichungen  die  erste  durch  x^,   die 
zweite  durch  x^^  und  setzt: 

J7.  Xq 

so  ist:  ^   ,  * 

X  sina  -|-  y  sinß  =  —  siny, 

xsinß-^-ysina  =  — xysiny\ 

hieraus  erhält  man  zunächst: 

X  {sin^a  —  sin^ß)  =  (sina-\-  sinß'Xy)  siny, 

y  (sin^a  —  sin^ß)  =  {sinß  —  sin  a^xy)  sin  y, 

{sin^a  —  sin^ßYxy  =  —  sina  sinß  sin^y 

'^(sin^a-{'Sin^ß)sin*y*xy  —  sina  sinß  sin^yx^y^ 


Daher: 
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oder  (siehe  Erkl.  85): 

Oder:  ^''«^^'^ 

ic«y«  —  2xyco8{a  —  /?)  +  1  =  0, 

oder :  xy  =  co8{a  —  ß)±  Vcos\a-ß)  —  \ 

xy  =  cos{a  —  ß)±i*sin{a  —  ß). 

— mia'\-sinßcos{a  —  ß)  +  isinßfnn(a  — ß) 

^~  sin(a  —  ß)  ' 

—  sinß  —  sina  cos  (a  —  ß)  +  i  sina8in{a  —  ß) 

,  ^  ~  sin  (a  —  ß) 

oder:  ^        ^^ 

x  =  —  cosß  +  i  sinß, 
y  =  —  cosa  ip  i  sina. 

Man  kann  daher  die  Dreieckskoordinaten  der  imaginären  Kreispunkte  setzen: 

j?!  =  —  cosß  ±  i  sinß, 
iTj  =  —  cosa  +  i  sinay 


61)  .  .  . 


a^j  =  —  1. 


Die  Gleichungen  dieser  Punkte  in  yariabeln  trimetrischen  Linienkoordinaten 
^ij  ^i)  ^3  su^d  dann  nach  Teil  I,  Erörterung  31: 

Wj  ( —  cosß  -|-  i sinß)  -f-  w,  ( —  cosa  —i  sina)  -{-  u^  =  0, 
**i  ( —  ^^^ß  —  ^  sinß)  -f-  Wg  ( —  cosa  -|-  i  »wi  a)  -f-  Wj  =  0. 
Multipliziert  man  beide  Gleichungen   miteinander,   so  erhält   man  nach 
einigen  einfachen  Beduktionen   als  Gleichung   des   imaginären  Kreis- 
punktepaares  im  Unendlichen: 

62)  .  .  .  Wi*  +  W2'"l"^3*  —  2u^UQCOsa--2u^UiCosß —  2uiU^cosy  =^0. 

ErkL  86*    Setst  man:  — : —  =  a,     .      =  6,  so  ist: 

8tny  8m  y 

ax-{-by  =  --l, 

hx^  äff  =  — xy. 

Multipliziert  man  die  erste  Gleichung  mit  a,  die  zweite  mit  b,  sowie  die  erste  mit  i, 
die  zweite  mit  a,  so  erhält  man  durch  Subtraktion: 

a?  (a*  —  6*)  =  —  a  -}-  &  J^y» 

y  (a«  —  62)  =  _|-  5  _  axy, 

daber  * 

(a«  —  62)«xy  =  ~  al>  +  (a«  +  h^)xy  —  ahx^^K 

Nun  ist  aber: 
«in» a  —  sin^ß  =z  (sin a  -}-  sinß)  (sin a  ^  sinß)  =  sin («  +  ß)  sin  («  —  ß)  =:  sin (o  —  ß)'9iny 
(siehe  Kleber,  Lehrbuch  der  Goniometrie),  also  wird  die  quadratische  Gleichung  für  xy: 

x'^y^-sina  sinß  —  xy  [sin^a  -\-  sin^ß  —  w»*(a  —  />)]  +  sina  sinß  •=:  0 
oder: 

Ä^y«  sin  a  sinß  —  xy  (sin* a  —  «m«  (a  —  ß)  +  sin* ß)  +  sin  «  sinß  =  0, 
aber : 

«in»«  —  sin*  («  —  ^)  =  sin  (2a  —  ß)'Sinß, 
daher  ist  die  Gleichung: 

ic2y2 «tn a  —  xy  [sin  {2a  —  ß)  -{-  8inß]  +  sin «  =  0, 
aber: 

sin  (2a  —  ß)-\-  sinß  =  28in 1  cos ^ ^  =  2  «t «  «  eo«  («  —  ^), 

daher: 

a?y2  — 2«y  co«(a  — Ä  +  l  =  0. 
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Anmerkang  95.    Die  Berechnung  der  Koordinaten  für  die  imaginären  Kreispunkte  läset 
sich  auch  aus  der  Gleichung  des  Kreises  in  rechtwinkligen  Koordinaten  dorchfuhren: 
Die  Gleichung  sei:    a:^  +  y*  +  ®^  +  *y  +  ^  =  0. 

Man  ersetze  die  Grössen  x  und  y  bezw.  durch  —  und  -^,  so  i¥ird  die  Kreis- 
gleichung homogen,  nämlich:  ^  ^ 

^  +  y^  +  ®^^  +  fty«  +  c^*  =  0. 
Die  Gleichung  eines  zweiten  Kreises  wird: 

Durch  Subtraktion  erhält  man: 

^[(o-Oi)a:  +  (ft  — ^)y  +  (c  — Ci)^]=0. 

Es  ist  also  entweder: 

(a  —  a  i)  a:  +  (ft  —  ft  i)  y  +  (c  —  c  i)  ^  =  0 , 

woraus  man  in  Verbindung  mit  der  Gleichung  eines  der  gegebenen  Kreise  die  im 
Endlichen  liegenden  Schnittpunkte  erhält,  oder  es  ist  ^  =  0,  und  dies  giebt,  in  die 
Gleichung  der  gegebenen  Kreise  eingesetzt,  ar^-j-y^  =  0,  also  (vergl.  Krüger, 
Lehrbuch  des  Bechnens  mit  imaginären  und  komplexen  Zahlen): 

^i*y  =  0. 
Die  beiden  auf  solche  Weise  erhaltenen  Schnittpunkte  sind  daher  imaginär 
und  liegen  im  unendlichen,  da  der  gemeinsame  Nenner  z  für  ihre  Koordinaten  =  0 
ist;  zugleich  ist  ersichtlich,  dass  alle  Kreise  der  Ebene  durch  diese  beiden  Punkte 
gehen,  weil  ihre  Koordinaten  von  den  Konstanten  a,  b,  c  der  Kreisgleichung  unab- 
hängig  sind.  

Vebungsaufigabe  146.  Die  Gleichung  eines  beliebigen  Kreises  in  trimetrischen 
Linienkoordinaten  aufzustellen,  wenn  der  Mittelpunkt  und  der  Halbmesser  gegeben  sind. 

Auflosung.  Es  seien  c^,  c^,  c^  die  Koordinaten  des  Mittelpunktes,  t^^  t^g,  t^s  die 
Koordinaten  einer  beliebigen  Tangente,  r  der  Halbmesser,  dann  muss  das  Lot  vom  Mittel- 
punkt auf  die  Tangente  gleich  dem  Halbmesser  sein.  Dieses  Lot  hat  aber  nach  Teil  I, 
Aufgabe  69  den  Wert: 

2>  =  «».^-(WjCi-j-KgCg-j-WaCs),  wo: 
Q  =  2J:(8iC^'\-8^c^-\-89r.s) 

<y  =  1 :  V^«i^  +  «2^  +  ws^  —  2u^U9C08a  —  2u9UiC08ß  —  2UiU^co8y, 

Aber  nach  bekannten  trigonometrischen  Formeln  (siehe  Kleyer,  Lehrbuch  der  ebenen 
Trigonometrie)  ist: 

Äj  =  ^8 sin a :  8iny ,     8^  =  8^  sinß :  siny ,     2 «/  =  äs*  sin a  sinß :  siny 

und  ss=:2B8iny,  wo  R  den  Halbmesser  des  Umkreises  für  das  Fundamentaldreieck 
bedeutet;  daher  ist: 

2  J:  («iC|  +  »a<?a  +  «3^3)  =  2  i?  stna  8inß  8iny :  (c^  8in  a  +  c^  8inß  -\-  C3  smy). 
Folglich  ist  die  Gleichung  des  gesuchten  Kreises: 
r*  (Cj  8in  a  -j-  Cg  8in  /3  -|-  cs  8in  y)- 
4  ^  8tn^  a  sin^ß  sin^  y 

(«iC^  +  Kaga  +  ^B^»)^ 

u^ -["  ^%  "h ^8*  —  2u^Uz  C08a  —  2uzu^ cosß  —  2u^u^  co8y 
Setzt  man  c^  8ina'\-  c^  sinß-\-  c^  siny  =  C,  2  i?  sina  sinß  siny  =  k,  so  ist : 
(i#i*  -f- 1*2*  +  **»^  —  21*2  **8  cosa  —  2m8«i  cosß  —  2ttitt2  cosy)'r^  C* 

—  (**i^i  +  **a^2  +  «^s^s)*^'*  =  0. 

üebungtau^abe  147.  Die  Gleichung  eines  durch  die  Pnnktkoordinaten  b^,  b^,  bt 
seines  Mittelpunkts  und  seinen  Halbmesser  r  gegebenen  Bj^ises  in  trimetrischen  Punkt- 
koordinaten aufzustellen. 
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AnflSsimg.    Ist : 

[^  a?!  +  -^  ar^  +  -^  XqJ  (x^  sina  +  x^  sinß  -f  Xs  siny) 

+  (aTa^Js  sina  +  XbX^^  sinß  -|-  x^x^  siny)  =  0 
die  Gleichung  des  gegebenen  Kreises,  so  ist  nach  Anmerkung  83,  Gl.  14): 

k  s^s^s^  *  k  «iSjÄs  *  k  s^s^s^  ' 

wo  t^,  t^,  h  die  Längen  der  Tangenten  von  den  Ecken  des  Fnndamentaldreiecks  an  den 
gegebenen  Kreis  bedeuten.  Nennt  man  2>p  D^,  D^  die  Entfernungen  des  Mittelpunktes 
von  den  Ecken  des  Fnndamentaldreiecks,  so  ist: 

daher  wird  die  Gleichung: 

X.  sin a-\-Xtk  sinß  -4-  a?»  sin y 

*1  ^2  *8 

+  (^2  ^8  ^^'^ «  +  ^8  aTi  sin  ß-^x^x^  sin  y)  =  0. 
Aber  nach   bekannten  Sätzen   der  Trigonometrie    (siehe  Kleyer,   Lehrbuch  der 
ebenen  Trigonometrie)  ist: 

Si  =  2Rsinai     s^  =  2Rsinß,     ss  =  2Bsiny; 

folglich  wird  der  zweite  Posten  der  obigen  Gleichung: 

(x,  sin  a4-x^  sin  ß-i-Xz  sin  y)^. 

Nach  Teil  I,  Aufgabe  44  ist  femer: 

gg  gs  sin  ß  sin  y  {h^^  +  ^»'^  "j"  ^  ^2  ^8  cos  a) 

^  {l>iSina'\-b2sinß'{'bssiny,^  '    '     '' 

daher  hat  D^^x^s^-^-D^^x^s^^Di^x^s^  den  gemeinsamen  Faktor: 

Si  s^  Ss :  (&!  sina  +  ^2 ^^^ i^  +  ^8  s/w/)^ ; 
der  restierende  Faktor  ist: 

sinß sinyx^  {b^  -(-  Äs^  4"  2 ^2 ^8 coscl)  +  «m y  sinax^  (b^^  -j-  ftj^  +  2 ^8 ^1  cö«/J) 

-|-  sina  sinß  x^  (Jb^  +  ^2^  4"  2  ^1  ^2  cosy). 
Die  ganze  Gleichung  lautet  also: 

{x^sina  +  x^sinß  +  x^ sin y) sina  sin ß sin y  (   x,     ,.2^h2ioh  h  ^r^it^\ 
{b,sina  +  b,sinßTh^r)'     "~  '  \^^  ^'  +  ^8^  +  2  *,  ^8  cosa) 


4^ 


•     iR^stnastnßstny  ^  ^  1     a       r   1  ^/ 

-|-  (a^a  a:3  sin  a-^-xzX^  sin  jJ  +  ar^  arg  s/n  y)  =  0. 


Tlebungsau^abe  148.  Es  seien  x^  =  0,  a:,  =  0,  ara  =  0,  a:^  =  0  die  Gleichnngen 
von  vier  Geraden,  bezogen  auf  irgend  ein  rechtwinkliges  System  in  der  Normalfonn,  so 
dass  a^i,  a:^,  ars,  x^  proportional  den  Abständen  eines  Punktes  von  den  vier  Geraden  sind. 
Unter  welcher  Bedingung  stellt  die  Gleichung: 

a:^a;3  —  kx^x^  =  0 
einen  Kreis  dar? 

AnflösUBg.    Schreibt  man  die  Gleichung  ausführlich: 
(xcosai-\-ysinai — Pi)  (x  cosas-\- 1/  sina^ — pi) 

—  k(x  cos «2  +  y  ^^^  «2  —  P2)  (^  ^^^ <*4  +  y  sina^  — 1^4)  =  0 


in  Frankfurt  a.  M.  1881, 
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Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  und  gat  hrocbiert,  um  den  sofortigen  und  dauern- 
den Gebrauch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  Sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
und  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreise  von  25  Pfg.  pro  Heft. 

5).  Die  Seihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  aus  dem  Prospekt  ersichtlich,  ohne  jede  Bedeutung 
für  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  Alles,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Kegeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  für  Schüler  aller  Schulen,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vorzüglichste  Lehrbuch 
zum  Selbststudium,  das  Tortretflichste  Nachschlagebuch  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 
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Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M,  1881, 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  ähnliches  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3—4 
Heften  zu  dem  billigen  Preise  von  25  /^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik,  Physik, 
Mechanik,  math.  Geographie,  Astronomie,  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbahn-, 
Brücken-  nnd  Hochbaues,  des  konstraktiren  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  Tollstindi^ 
gelöster  Form,  mit  yielen  Figuren,  Erklärungen  nebst  Angabe  und  Entwickelnng  der 
benutzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelösten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  Inhaltsrerzeieh- 
nis,  Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärungen  Aber  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch*naturwissen- 
schaftlichen  Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Bealschnlen  L  und  II*  Ord»,  gleich- 
berechtigten höheren  Bürgerschulen,  Privatschnlen ,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro- 
gjmnasien,  Schullehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Baugewerkschulen, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn.  Yorbereltungsschnlen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  Universitäten,  Land-  nnd  ForstwissenschaftssehnleD, 
Militärschulen,  Yorbereitungs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  fttr  das  Eii^ährig-Frei- 
willige-  und  Offlziers-Examen,  etc. 

Die  Schüler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese.  Schritt  fflr  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  überaus  grosse  Fruclitbarkoit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeftlhrt 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  TeUes  der  mathematischen 
Disziplinen  —  zum  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  su  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  Terwerten.  Lust,  Liebe 
und  Verständnis  für  den  Schul-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Teciinikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Bernfs- 
zweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Verwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.,  Fischerfeldstrasse  IG,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart.  Die  Ycrlägshandlniig.  ^ 
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und  mnltfpliziert  ans,  so  müssen  die  Koeffizienten  von  a^  nnd  y^  einander  gleich  werden 
und  der  KoSfifizient  von  xy  verschwinden.    Es  muss  also  sein: 

cos  «1  cos  «3  —  k  cos  «2  cos  «4  =  sin  a^  sin  as  —  k  sin  «^  sin  «4 
oder: 

und 

oder: 


cos  (tti  •■\-at)  =  k  cos  («2  +  «4) 
cos  cti  sin  as  +  ^*^  « 1  ^^^  «3  —  ^  (co5 a^  sin  a^  -f-  m«  «2  ^^^  «4)  =  0 


sin  («1  -|-  «s)  =  A:  «n  (a,  +  aj. 

Quadriert  nnd  addiert  man  beide  Oleichnngen,  so  erhält  man  k^  =  ly  d.h.  k  =  ±1. 
Im  ersten  FaUe  ist :  ^^^  („^  ^  ^^^  ^  ^„,  ^^^  _^  ^^^^ 

sm  («1  -f-  as)  =  ^»»  («a  +  «4), 

d.  h.  Äi  +  as  =  «2 +  0^4  oder  «i  —  «2  =  «4  —  a%,  d.  h.  der  Winkel  zwischen  den  Nor- 
malen anf  zwei  benachbarte  Geraden  ist  gleich  dem  negativen  Winkel  zwischen  den 
Normalen  anf  die  beiden  anderen  Geraden.    Ist  X:  =  —  1,  so  ist: 

cos  («1  -j-  «s)  =  —  cos  (ffg  -f-  «4),     sin  («^  -j-  «3)  =  —  sin  («j  +  «4)1 

d.  h.:  «i  +  as  =  180®4-a2  +  «4>  «1  — «a  =  180<*  — («s  — «4); 
d.  h.  der  Winkel  zwischen  den  beiden  ersten  Geraden  ergänzt  den  Winkel  zwischen  den 
beiden  anderen  Geraden  zn  180^,  oder  je  zwei  Gegenwinkel  bilden  zusammen  180^.  Dies 
ist  aber  nach  bekannten  Sätzen  der  ebenen  Geometrie  (siehe  Kleyer-Sachs^  Lehrbach  der 
Planimetrie)  die  Bedingung  dafür,  dass  das  von  den  vier  Geraden  gebildete  Viereck  ein 
Kreisviereck  ist.  

Vebungsau^abe  149.    unter  welcher  Bedingung  stellt  die  Gleichung: 

a^i^s  —  kx^  =  0 
einen  E[reis  dar? 

Auflösung.    Ausführlich  geschrieben  lautet  die  Gleichung: 
{xcosai-\-ysinai — p^  {x  cos  as-\-  y  sina^ — pzi  —  kix^cosa^-^ysina^ — p^^  =  0. 

Soll  sie  einen  Kreis  darstellen,  so  müssen  die  Koeffizienten  von  a^  und  y^  gleich 
sein  und  der  von  xy  verschwinden,  also: 

cos  «1  cos  a%  —  k  COS'  a^  ==  sin  a^  sin  a$  —  k  sin*  a^  1 
cosui  ^^^^i  +  sinui  cosaz  —  2  k  cos  a^  sina^  =  0, 
COS  («1  +  «3)  =  kcos2a^,     sin  («i  +  «s)  =  ksin2a^. 
Daraus  folgt:   ä:  =  1  und  «i-l-ag  =  2^2 1   d«  ^«  «1  —  «2  =  ^2  —  "s* 
Das  von  den  drei  Geraden  gebildete  Dreieck  muss  somit  gleich- 
sehenklig  sein,  dann  stellt  x^x^  —  0:2^  =  0  einen  Kreis  dar. 


irebiiiigsau%abe  149a.  Die  Gleichung  des  Kreises  x^x^  —  0^2^  =  0  unter  der 
Voraussetzung,  dass  im  Fundamentaldreieok  ^a  =  <^/  ist,  auf  eine  andere  Form  zu 
brin^^en. 

Auflosung.    Multipliziert  man  die  Gleichung  mit  sinß^  so  ist,  wenn  a  =7: 

x^ arg  sin ß  —  x^* sin ß  z=,  x^x^  sin a-\-x^x^  sin ß-\-x^x^  sin y 

—  x^  (x^  sina  +  Xz  sinß  -\-  x^  siny)  =  0. 

Aus  Anmerkung  83  folgt,  dass  die  Quadrate  der  Tangenten  an  diesen  Kreis  von 
den  Eck^  des  Fundamentaldreiecks  aus  die  Werte  0,  s^s^^  0  haben;  da  aber  im  gleich- 
schenkligen Dreieck  s^=^sz  ist,  so  folgt,  dass  der  fragliche  Kreis  die  Schenkel  des 
gleichschenkligen  Fundamentaldreiecks  in  den  Endpunkten  der  Grundlinie  berührt. 

Anmerkung  96.  Da  die  Dreieckskoordinaten  proportional  den  Abständen  eines  Punktes 
von  den  Seiten  des  Fundamentaldreiecks  sind,  so  folgt  aus  dem  Satze  von  üebungs- 
aufgäbe  149: 
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Wenn  man  von  einem  Pankte  eines  Kreises  Lote  anf  zwei 
Tangenten  and  ihre  Berührungssehne  fällt,  so  ist  das  letztere 
Lot  gleich  der  mittleren  Proportionale  ans  den  beiden  ersten. 

TTebnngsaufgabe  150.     Die  Gleichung  desjenigen  Kreises  in  Dreieckskoordinaten 
aufzusteÜeUi  welcher  durch  die  Mitten  der  Seiten  des  Fundamentaldreiecks  geht. 

Auflöflung.    Lrgend  ein  Kreis  hat  nach  Aufgabe  50  eine  Gleichung  von  der  Fonn: 
{m^x^m^x^-\-m^Xz){x^sina-\-x^sinß-\-x^siny)-\-x^x^$iny-\-x^X'^8inß-\^ 

Nun  sind  nach  Teil  I,  XTebungsaufgabe  123  die  Koordinaten  der  Seitenmitten: 

0,  siny^  sinß, 
sin  y,  0,  sin  a, 
sinß,  sinuy     0; 

daher  müssen,  wenn  diese  drei  Punkte  auf  dem  Kreise  liegen,  die  Gleichungen  bestehen: 

(mg  sin y  -f"  *^*3  s^^ß) '  2  sinß  siny  -j-  sina  sinß  siny  =  0, 
(ms  5/« a-\-in^  sin  y)  •  2 sin a  sin  y  +  sin  a  sinß  sin y  =  0, 

(m^  sinß  -\-  m^  sin  a)  •  2  sin  a  sinß  -)-  sin  a  sin  ß  sin  y  =  0, 
oder:  , 

m^siny  -\-  mzsinß-\-  -^sina  =  0, 

mssma-j-  m^siny  -|-  -^sinß  =  0, 

»»1  sinß  -|-  m^  sin a  +  -ö"  sin  y  =  0. 

Multipliziert  man  die  erste  Gleichung  mit  sina,  die  zweite  mit  sinß,  so  erhiüt 
man  durch  Subtraktion  die  Gleichung: 

.    .  .  sin^a  —  sin-ß 

welche  zur  dritten  addiert: 

sin^ß  -j-  sin-y  —  sin^a 

^  4:8tnßsiny 

giebt;  aber  nach  Kleyer^  Lehrbuch  der  Goniometrie,  ist: 

sin'ß'\-sin^y  —  sin'^a  =  2sinß  siny  cos a^ 
daher  wird: 


j«  1  =  —  —  cos  «, 


\ 

2 
ebenso:  «  1 

Wg  =  —  —  cosßj     ms  =  —  —  cosy. 

Folglich  wird  die  Gleichung  des  gesachten  Kreises: 

(x^  cosa  -\-  x^  cosß  -f-  iPa  cosy)  {x^  sin  a  -\-  x^  sinß  -[-  x%  sin y) 

—  2  (a?!  OTg  sin  y-j-x^x^i  sin  a-j-XsXi  sinß)  =  0. 


üebungpiaufgabe  15L     Die  Gleichung  desjenigen  Kreises  in  Dreieckskoordinaten 
aufzustellen,  welcher  durch  die  Fusspunkte  der  Höhen  des  Fundamentaldreiecks  geht 

Auflösung.    Nach  Teil  I,  XTebungsaufgabe  123  sind  die  Dreieckskoordinaten  tnr 
die  Fusspunkte  der  Höhen: 

0,         cosyj      cosßf 

cosy^        0,        cosa, 

cosßj     cosa^       0; 


wii  =  — -^rcosa 
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daher  müssen  nach  Analogie  mit  der  vorigen  Uebnngsanfgabe  folgende  Gleichungen  bestehen: 

(m, cosy  4^  mz  cosß)  {sinß  cosy  -|-  cosß  stny)  -|-  sina  cosß  cosy  =  0, 

(f»3 cosa -\-  m^ cosy)  (sinycosa  -\--  cosy  sina)  +  sinß cosa  cosy  =  0, 

{tn^cosß  -j-  mg  cosa)  {sin  a  cosß  -\-  cos  a  sinß)  -j-  siny  cosa  cosß  =  0, 

oder,  da  nach  Kleyer,  Lehrbach  der  Goniometrie: 

sinß  cosy  -f-  cosß  siny  =^  sin(ß'^y)  =  sina  ist ; 

m^cosy  -\-  »i8  cosß  -|-  cosß  cosy  =  0, 

mzcosa'\-  fn^cosy  -\-  cos a  cosy  =  0, 

mj  cosß  -}-  w%  cosa  -f-  cosa  cosß  =  0. 

Mnltlpliziert  man  die  erste  Gleichung  mit  cosa,  die  zweite  mit  cosß^  so  erhält  man 
darch  Subtraktion  die  Gleichung: 

m^  cosß  cosy  —  m^  cosa  cosy  s=  0, 
oder: 

m^  cosß  —  f«2  cosa  =  0, 

welche  zur  dritten  Gleichung  addiert: 

2 
giebt    Ebenso  wird:  ^ 

«4  =  — ycos^, 

1 

fws  =  —  —cosy, 

also  die  Gleichung  des  Kreises: 

{x^  cosa  -\-  Xj  cosß  -\-  Xi  cosy)  (x^  sin  a-^x^  sinß  -|-  ^Ts  siny) 

—  2  (a^i  rr,  «my  -|"  ^a  ^8  ^^^«  +  ^3  a?!  5mß)  =  0. 

Anmerkung  97.    Da  die  Kreise  der  beiden  letzten  Uebungsaufgaben  dieselbe  Gleichung 
haben,  so  folgt  daraus  der  Satz: 

Die  Mitten  der  Seiten  und  die  Fusspunkte  der  Höhen  in  einem 
Dreieck  liegen  auf  demselben  Kreis  (FeuerbachsiiheT  Kreis). 

(Siehe  Teil  I,  Anmerkung  60.) 

Vebungsani^abe  162.    Zu  beweisen,  dass  der  Feuerbachsche  Kreis  auch  durch  die 
Mitten  der  oberen  Höhenabschnitte  geht  (siehe  Teil  I,  Uebungsaufgabe  140). 

Auflösung.    Die  Dreieckskoordinaten  des  oberen  Abschnittes  der  Höhe  ÄH^  sind 
nach  Teil  I,  uebungsaufgabe  140: 

cos(ß  —  y),     cosa  cos y^     cosa  cos ß. 
Es  muss  also  sein: 

[cosa  cos  (ß  —  y)-\'2cosa  cosß  cosy]  [sina  cos  (ß  —  y)  -|-  cosa  cosy  sinß  -j-  cosa  cosß  siny] 

—  2  [cosa  cos  (ß  —  y)  siny  cosy  -j-  cosa  cos  (ß  —  y)  sinß  cosß  -\-  sina  cos^a  cosß  cosy]  =  0. 

Der  zweite  Klammerausdruck  wird  nach  Kleyei'j  Lehrbuch  der  Goniometrie: 

sin  a  cos  (ß  —  y)-\-cosa  (sinß  cosy-^  cosß  siny)  =  sina  cos  (ß  —  y)-\-cosa  sin  (ß'\-y) 

=  sin  a  cos  (ß  —  y)  -j-  cos  a  sin  a  =  sin  a  [cos  (ß  —  y)  —  cos  (ß  -j-  y)]  =  2  sin  a  sinß  sin  y. 

Die  ganze  linke  Seite  wird  somit  nach  Weglassung  des  Faktors  cosa: 

2  sin  a  sinß  siny  cos  (ß  —  y)  +  4  sin a  sinß  siny  cosß  cosy 

—  2  (sinß  cosß  -f-  siny  cosy)  cos(ß  —  y)  —  2 sina  cosa  cosß  cosy] 

aber  nach  KUyer,  Lehrbuch  der  Goniometrie,  ist: 

2sinß  cosß  =  sin2ß  etc.,     2sina  sinß  siny  =  —  (sin2a  +  sin2ß  -j-  5tn2y), 

daher  der  Ausdruck: 

cos(ß — y)  (sin2a  —  sin2ß  —  sin2/)  -{-i  sina  sinß  siny  cosß  cosy  —  2stna  cosa  cosß  cosy^ 

aber :  sin 2a  —  sin2ß  —  sin2y  =  —  4  cosß  cos y  sin a, 
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daher  wird  der  Anedraek: 

—  2coB(ß  —  y)  sinaco8ßco8y-\-^8inß8inY'Sinacosß  co8y  —  2co8a'8ina  C08ßc08y, 
oder  nach  Weglassang  des  Faktors  28tnaco8ßco8y: 

—  co8(ß —  7)  +  28inß8iny  —  C08a  =  —  C08(ß  —  y)  +  C08(ß'\'y)  ^28tnß8iny 

=  —  28inß  8iny  -{-  28inß  8iny  =  0. 

Die  Koordinaten  der  Mitte  eines  oberen  Höhenabschnittes  befriedigen  somit  die 
Oleichong  des  ^i^u^r^acAschen  Kreises. 


TTebnngsaii^abe  158.    Die  Koordinaten  des  Mittelpanktes  fBr  den  Feuerbachatbm 
Kreis  anzugeben  nnd  seinen  Halbmesser  zu  berechnen« 

Auflösung.    Unter  Anwendung  der  Formeln  24)  von  Aufgabe  56  erhält  man  Üt 
die  Koordinaten  des  Mittelpunktes: 

z^  =  cosa  —  cosßcosy  —  cosycosß — 2co8at 

^2  =  —  co8a  cosy  -|-  cosß  —  cosy  C08a  —  2cos/J, 

Z9  =  —  co8a  co8ß  —  cosß  cosa  +  cosy  —  2co8y^ 


oder: 


oder: 


^1  =  —  cosa  —  2  cosß  cosy  =  cos(ß-^y)  —  2  cosß  cosy, 
0,  =  —  cosß  —  2  cosa  cosy  =  cos  (a  +  y)  —  2co8a  cosy, 
^8  =  —  cosy  —  2cosa  cosß  =  cos(a  -j-ß)  —  2cosa  cosß. 


Zi  =  —  {sinß siny  -j-  cosß  cosy),    oder :  z^  =  cos  (ß  —  y), 
«2  =  —  {sin  y  sin  a-\-cosy  cos  a),        „       ^^  =  cos  (y  —  «), 
Zi  =  —  {sina  sinß  -\-  cosa  cosß),       „      zq  =  cos  («  —  ß). 
Ffir  den  Halbmesser  q  erhalt  man  nach  Anmerkung  89,  Ol.  30)  den  Ansdrack: 

(2  i2*\ 

1  +  -^  («1  cosa  +  ag  cosß  +  as  cosy)  +  -^j, 

wobei:  J?  =  «1*4"^* +  ^8*  —  2a^a^cosa  —  2azu^co8ß  —  2a^a^co8y, 

Also  ist  hier,  wo  a^  =  cosa,  a^  =  cosß,  a^  s=s  cosy,  A;  =  — 2  ist: 

2 

-r-ia^cosa-j-a^cosß'l'a^cosy)  =  — (cos^a-^cos^ß-^-eos^y), 

B^         1 
-Tj-  =  -7-  (cos^a  +  co«*j8  +  ^o«*y  —  6  co^a  co«  j3  co«/) ; 

aber  nach  Kleyer,  Lehrbuch  der  Goniometrie,  ist: 

^cosa  cosß  cosy  =  3  —  ^{cos^a  -[-  cos^ß  -{-  cos^y), 
daher:        ^         . 

-Tj-  =  -j-  [cos^a  +  COÄ^/J  -f-  cös*y  —  3  +  3  (cos^a  +  C05*/J  +  cos^y)] 

3 

folglich : 

^2  --.  ^2  /  ^  —  ^cos^a  -[-  cos^ß  -j-  cos^y)  -\-  (cos^a  +  co^^/J  +  cos^y)  —  -r  j  =  -r-r'. 

Es  ist  somit  ^  =  y  r,  wo  r  den  Halbmesser  des  Umkreises  vom  Fandamental- 
dreieck  bedeutet.  

Vebungsau^be  154.    Die  Potenzlinie  zwischen  dem  FeuerbachBehen  Kreis  nnd 
dem  Inkreis  anzugeben. 

Auflösung.    Nach  Anmerkung  84  ist  die  Gleichung  der  Potenzlinie: 

(«1 — «/)  ^1  +  (*i  —  W)  ^2  +  (^1  —  <^iO  a^8  =  0. 
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Ffir  den  FeuerhachHc^eai  ExeiH  ist: 

«1  =  —  Y  COÄ«,      a,  =  —  y  COSßj      09  =  — Y  ^^^7' 

Für  den  Inkreis  ist  nach  Anmerkung  95: 

cos*  ~  sin  a  sinß  sin  y  2  cos^  -^  sin  ~  sin  -^ 


a/  = 


4  sin  a  cos^  -r-  cos^  —  co«^  ^  2  cos  —  cos  -^  cos  -^ 


(siehe  Kleyer,  Lehrbnch  der  Ooniometrie),  daher: 


Öj  —  öj    = 


,  a         fl         y  a        8         y 

2cos^—  sin  g-  5»n  ~  —  co»a  coä-öt  ^o«  T  ^^* "o" 


a        ß         y 

2  CO»  -r-  (?05  -^  CO»  -^ 


CO^ 


^  fo      i^    '    ß    '    7  ß         7\ 

-r- 12 CO»*  —  »in  Y  ^^'^  Q  -^  ^^^«  ^<>*  "o"  ^^^  o"/ 


2  CO»  Y  ^^^  "o"  ^^^  9 
der  Klammeransdrack  wird  aber  = 
n     9^    '    ß    '    7  «»«        ß        7    i     '  9^        ß        7 

2C0»*  -r-  «*^-|-  5*»  Y  —  <^0S^  —  CO»  -^  CO»  -5-  +  »m*  Y  <^^*  g   ^^*  g 


=  co»^  —  »tn  "o"  ****  9  "1"  ^^^  T  ^^*  9  ^^^  2  —  ^^     9"  ^^*      o      » 


aber : 

j«       /J+y  «    .   jS+y    .   « 

cos*—  cos      '      =  ^o^"S"  ^''^     Q      »in  — 

i2  iS  ^  ia  A 


(z         €L        ß         y  a         cc         ß         y 

=  »in y  co»y  »tn  Y  co»^  +  »in~  co» y  cos-^^^^Y' 


daher  wird  der  ganze  Zähler  von  a^  —  a^' : 


a 

cos- 


(€c        ß         y  f^  CL         ß         y  n        CL         ß         y 

cos^  -^  sin  —  sin  -^  -\-  sin^  —  cos  —  cos  ~ —  »in  —  cos  —  sin  —  cos  -^ 

.    «         «         ß    ,    y\  aT       a    ,    ß  f       a    .    y         ,    a         y\ 

—  stn  -r-  cos  —  cos  -r-  »in  -^  j  =  <^ö»  ^  1  ^0»  ^  **^  "ö"  l  ^0»  "k  ^^^"o ****  o"  ^^*  27 

-  »in  -  CO»  Y  ^^co»  g.  »in  -  -  *m- CO»  yJJ 

Vi  (       Q.         ß  cc         ß\    f       €c         y  (X         y\ 

=  cosY[cosjsinY--sinjcosj).[cosjsinj---sinjcosj) 

a    .    a — ß     .    a  —  y  a    .    a  — jS     .    y  — a 

=  cos  Y  ^^ ö ^^^ o""^  ^^  —  COSy  ^^ o""^  ^*^  "g ^• 


Es  wird  somit: 


«i-<^— — 


.    «  —  /}     .    y  — «         a 

2  «         /J         y 

cos  —  CO»  —  cos  -^ 
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und  dementspf echend : 

.  ß—y   .   a-ß       ß 

h-h  =-j ^ ß 

COS  ~  cos  —  cos  -^ 

.    y— -g    .    ß  —  y         r 

1    sin-^^stn-^cos^ 


Ci  —  t?i'  =  — 


2  a         ß         r 

cos  —  cos  —  cos  — 


.    «  — jJ     .    ß  —  y     .    y  — « 
sin — - —  sitn  — g-^  Sin  ^—z — 

folglich  I  wenn  man  mit ^— —- -  dividiert,  die  Gleichung  der 

2  cos  -^  cos  ^  cos  -|-  Potenzlinie : 

u  t*  iL 

cos  —  a  cos  —  p  cos  —  y 

i^l j 1-^2 \ 1-^8 J =0. 

«»>»-2-(iS  — y)  ^in  —  {y  —  ^  smj(a—ß) 

Anmerkung  98.  Die  Gleichung  der  Potenzlinie  zwischen  FeuerbachBchem  Kreis  und 
Inkreis  hat  die  in  Aufgabe  60  entwickelte  Form  der  Gleichung  für  die  Tangente 
an  den  Inkreis,  wenn  die  Koordinaten  y«,  ^2*  ^s  ^^  Beruhrongspunktes  gegeben 
sind.    Die  Potenzlinie  berührt  also  den  Inkreis,  wenn  die  Grössen: 

^«^»  2" 0*  — /)  =yyl»   »^*»  2-(y— «)  =  VViy  siuYicc  —  ß)  =  v^y» 

an  Stelle  von  Vx^,  Vx^,  Vxi  in  die  Gleichung  des  Inkreises  eingesetzt,  diese 
beMedigen.   Nun  lautet  aber  nach  Aufgabe  58,  GL  48)  die  Gleichung  des  Inkreises: 

Vx[cOS—  +  Vx^  COSy  4"  Vxs  COSy  =  0, 

es  müsste  also: 

a     .    ß—y    ,          ß     .    y—a    .  y     .    a—ß        ^ 

cos  —  stn  — y^  +  ^^*  ~ö  ^'**      2 1"  ^^^  9  *^**  — 2"  ^^ 

sein.    Dies  ist  der  Fall,  denn  nach  Khyer^  Lehrbuch  der  Goniometrie,  ist: 

«       .  ß+y   .  ß—y 

cos  —  =  stn      '      s?n  , 

^  i9  A 

daher: 

«    .   i?  — y        .  /3+y    .   /?  — y        .  o  jS        .  o  y 

CO«  —  5m     Q      =  stn      '  '  sin  -^— r-^  =  sin^  -^ sin*  -^. 

Folglich  ist: 

«    .    1^  — y  ,        /3    .   y  — «  ,        y    .    a  —  ß 
—  stn  — 2"^  4-  co5-|-  stn  ^ \-  cos  -^  stn  —^ 

=  sin^  -~  —  sin^  -^  -\-  stn^  -^  —  sin^  —  +  sin*  —  —  «in* "^  —  ^* 

a  b  £i  b  A  U 

Es  ist  also  der  Satz  gewonnen: 

Der  i^cMcr&acAsche  Kreis  und  der  Inkreis  berühren  einander. 
Die  Dreieckskoordinaten  des  Berührungspunktes  sind: 

.  ß'-y      .  r  — «      .   a—ß 

stn     ^\    **^     2 — •    ^^^ — 2     ' 

Ebenso  lässt  sich  beweisen,  dass  der  Feuerhach^^Yi^  Kreis  auch  jeden 
der  drei  Ankreise  berührt. 


cos 
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K.  Die  Parabel. 

Erörterung  47.  Da  nach  Erörterung  46  die  allgemeine  Gleichung 
zweiten  Grades  in  Punktkoordinaten  nur  unter  besonderen  Bedingungen  ein 
Geradenpaar  oder  einen  Kreis  darstellt,  so  sind  diese  beiden  Kurven  nicht  die 
einzigen  Linien  zweiter  Ordnung.  Es  entsteht  daher  die  Aufgabe,  noch  weitere 
Arten  von  Kurven  zweiten  Grades  aufzusuchen  und  ihre  Eigenschaften  zu  stu- 
dieren.   Eine  solche  Linie  ist  die  Parabel.    Ihre  Definition  lautet: 

Die  Parabel  ist  der  geometrische  Ort  für  alle  Punkte,  deren 
Abstände  von  einem  festen  Punkte,  dem  Brennpunkte  (Focus),  und 
von  einer  festen  Geraden, 

der    Leitlinie    (Direktrix),  Figur  82. 

einander  gleich  sind  (vergl. 
Vonderlmn,  Lehrbuch  des  Pro- 
jektionszeichnens, in.  Teil).  Y 

Zur  Aufstellung  der  Glei- 
chung in  rechtwinkligen  Koor- 
dinaten lege  man  (siehe  Fig.  82) 
ein  rechtwinkliges  Koordinaten- 
system zu  Grunde,  dessen  X- 
Achse  die  Leitlinie  und  dessen 
r-Achse  die  Senkrechte  durch 
den  Brennpunkt  zur  Leitlinie 
ist  Es  sei  P  ein  Punkt  der 
Parabel,  F  der  Brennpunkt,  der 
Abstand  FO  des  Brennpunktes 
von  der  Leitlinie  =  p.  Von  P 
sei  auf  die  Leitlinie  das  Lot  PR 
gefällt  und  durch  F  zur  Leit- 
linie die  Parallele  FQ  gezogen, 
dann  ist  PR  =  y,  QR  =p,  daher  PQ=i  y  —p,  FQ  =  x\  der  pythagoräische 
Lehrsatz  liefert  also  in  dem  Dreieck  PFQ  die  Gleichung  PF^  =  PQ^'\'FQ^ 
(siehe  Kleyer,  Lehrbuch  der  Planimetrie),  oder  PF^  =  x^-^(j/—py.  Aber 
nach  der  Definition  soll  FP=  y  sein,  folglich  ist  die  Gleichung  der  Parabel: 

y^^x^J^{y-py=Q 
oder: 

1)  .  .  .  x^  —  2py'\-p^  =  Q. 

Wählt  man  dagegen  die  Leitlinie  als  F-Achse  und  die  Senkrechte  dazu 
durch  den  Brennpunkt  als  XAchse,  was  im  folgenden  stets  angenommen  werden 
soll,  wo  nichts  besonderes  bemerkt  ist,  so  ist  die  Parabelgleichung: 

2)  .  .  .  y*  — 22}a;  +  p2  =  0. 

Transformiert  man  diese  Gleichung  auf  ein  anderes  rechtwinkliges  System, 
dessen  Ursprung  die  Koordinaten  a,  6  in  Bezug  auf  das  alte  System  hat,  und 
dessen  X-Achse  gegen  die  frühere  XAchse  um  den  Winkel  a  gedreht  ist,  so 
sind  die  neuen  Koordinaten  -Y,  Y  mit  den  alten  durch  die  Relation  verbunden: 

X  =  Xcosa —  Ysina  -\-  a, 

y  =  Xsüia-]-  Ycosa'{-b\ 

es  wird  also  die  Gleichung  der  Parabel: 

{Xsina  +  Ycosa  +  by  —  2p  {Xcosa  —  Ysina)  -f  i?«  =  o, 
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oder  aufgelöst: 

3)  .  .  .  X^ sin^a -\-  2XY8inacosa-{-  Y^ cös^a-^ X(2b sinß  —  2pcosa) 

4- r(26  etwa  +  2p  si«a)  +  6«  —  2  ap -f  y  =  0. 

Vergleicht  man  die  Koeffizienten  in  dieser  Gleichung  mit  deiyenigen  der 
allgemeinen  Gleichung  zweiten  Grades,  so  sieht  man,  dass  letztere  eine  Parabel 
darstellt,  wenn: 

A  =  sin^a,     2  sina  cosa  =  J8,     cos^a  =  C,     2bsina  — .  2p  cosa  =  D, 

2b  C08a-{-2p  sina  =  JE?,     b*  —  2ap  -f-jp*  =  I] 
oder: 


4)  .  .  . 


j    A_ sin^a  tt     ^  cos^a 


F        6«  — 2ap+p«  i?  —  ft«  — 2ap4-jp«' 

jyy    i^ 2b sina  —  2p  cosa       ttt    ^  2bco8a-{-2psma 

X~     b^  —  2ap  +  p^     '    ^^'T""     J«-2a|?+p*    ' 


wozu  noch  die  Bedingungsgleichung: 


_v  B  2  sina  cosa 

b)  .  .  .  -^  = 


F         b^^2ap-\-p^ 
kommt 

Quadriert  man  die  Gleichung  5),  so  stellt  ihr  rechter  Teil  das  Produkt 
der  rechten  Seiten  yon  L  und  II.  dar,  es  muss  also,  wenn  die  allgemeine 
Gleichung  zweiten  Grades  in  rechtwinkligen  Koordinaten  eine 
Parabel  darstellen  soll,  die  Gleichung: 

6)  .  .  .  J5*~4-4C=0 
bestehen. 

Um  diese  Bedingungsgleichung  auch  für  ein  schiefwinkliges  Koordinaten- 
system angeben  zu  können,  setzt  man  nach  Teil  I,  Aufgabe  5:  X=  -X*4~  5^'<^o«w, 
Y=  Y'sino),  dann  wird  die  Parabelgleichung: 

X*^  8tn*a  -f-  2  -X'  F'  sino)  (sin^a  -f-  cosa  sina) 

-f-  Y'^  sin^ü)  {sin^a  -f-  2siwa  cosa  -{-  cos^ a)  -|-  ^  (2 6  siwa  —  2p  cosa) 

-{-Ysinto  [2b{sina  -f-  cosa)  +  2p  {sina  —  cosa)]  -|-  &*  —  2ap  +!>*  =  0. 

Setzt  man  b*  —  2ap-\-p^  zur  Abkürzung  =  Q,  so  muss  sein: 

sin*a  A        2sin^a    ^^  2  cosa  sina  B 

~Q^  —  'F'    ~Q        '  Q  ~  Fsino) ' 

sin^a  j^  2  sina  cosa    ^^  cos^a  C 

~Q       '  Q  '      Q~~  Fsin'o)' 

durch  Addition  der  ersten  und  dritten  Gleichung  und  Subtraktion  der  zweiten 
findet  man: 

cos^a  A  B        .         C 

Q     ~  "F^Ts^cT""^'  Fsin^'co  ' 

Während  aus  der  ersten  und  zweiten: 

2  cosa  sina  B  2A 

Q  ~  Fsinw  F" 

folgt.    Die  letztere  Gleichung  giebt  quadriert: 

Acos^'asin^a  _       B^ 4AB      ,    4^» 

(?*  ~  F^sin'o)        F^sino)  "^  F^   ' 

das  Produkt  von      ^      und      ^      wird  aber  =  -^^ — =5^-: h  ^  ,  ,    . 
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Es  masa  also  sein: 

B*  4 AB         4:A'  _  4Ä*         AAB  AAC 

F*sin'(o        F* smo)  ~^  F'   ~   F*        F'Hno)'^  F^sin'to' 

oder:  B'  —  4AC  =  0, 

gerade  me  im  rechtwinkligen  Koordinatensystem.    £s  folgt  also: 

Wenn  die  allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades  in  rechtwink- 
ligen oder  schiefwinkligen  Koordinaten  eine  Parabel  darstellen  soll, 
so  müssen  die  quadratischen  Glieder  ein  vollständiges  Quadrat 
bilden. 

Erörtemn^  48.  Setzt  man  ein  rechtwinkliges  Koordinatensystem  voraus, 
80  erhftlt  man  die  Werte  fOr  die  Grössen  a,  b,  a,  p  aus  den  Gleichungen  4); 
Die  Addition  der  beiden  ersten  Gleichungen  liefert: 

1  _  A-^C 

b*—2ap-\-p*  ~      F     ' 

dies  in  die  erste  und  dritte  Gleichung  eingesetzt,  giebt: 

sing  _  V2VT+C  cosa VC  VXfC 

b*  —  2ap+p'  ~  F  '     b*  —  2ap-{-p*  ~  I 

dies  in  die  dritte  und  vierte  Gleichung  von  4)  eingesetzt,  liefert: 

b  VÄ—p  VC=  — ^R , 

bVc-[-pV2=      ^ 


woraus : 


2V2+C  ' 
_  dVI-^-eVc        _  eVI—dYc 


wobei  das  Vorzeichen  der  Wurzeln  so  zu  bestimmen  ist,  dass  p  eine  positive 
Grösse  wird.   Dies  in  die  Gleichung  b*  —  2ap-\-p*  =   4  \  r  ®"^&®8etzt,  giebt: 

^     I>'-\-E*  —  AF(A-{-C) 

"  ~  4{EVÄ—  D  VC)  VJ-fC  ' 
Endlich  liefert  die  Division  der  beiden  Gleichungen  für  8m*a  und  cos'a: 


tg 


«=y4; 


die  Grösse  2p^  d.  h.  das  doppelte  des  Abstandes  zwischen  Brennpunkt  und  Leit- 
linie, nennt  man  den  Parameter  der  Parabel  Durch  die  vorhergehenden 
Gleichungen  sind  die  Elemente,  welche  Lage  und  Gestalt  der  Parabel  bestimmen, 
nämlich  die  Koordinaten  des  Fusspunktes  der  Senkrechten  vom  Brennpunkt  auf 
die  Leitlinie,  der  Winkel  zwischen  dieser  Senkrechten  und  der  X-Achse,  sowie 
der  Parameter  bestimmt 

Erörterung  49.     Wenn  in  der  allgemeinen  Gleichung  zweiten  Grades 
nicht  nur  5*  —  4-4C  =  0,  sondern  auch: 

Äli?'^CD^-\'FB^—BDE—^ÄCF=^Q 

ist,  so  zerfällt  nach  Erörterung  5  die  Kurve  in  ein  Geradenpaar.  Die  eben 
angef&hrte  Bedingung  lässt  sich  auch  schreiben: 


218  Analytische  Geometrie  der  Ebene. 

ist  also  auch  5*  —  4^C  =  0,  so  ist  BE=  2 CD,  ebenso  würde  nach  Erörterung  5, 
Gl.  3)  auch  BD  —  2AE=0  sein.    Daraus  folgt  aber: 

D:E=  VAiVC. 
Die  Gleichung  zweiten  Grades  hat  also  die  Form: 

Diese  Gleichung  last  sich  als  Produkt  zweier  Gleichungen  schreiben,  sie  ist: 

(ax  +  /Jy  +  2i)(a^+/Jy  +  32)  =  0; 
sie  stellt  also  zwei  Geraden  dar,  deren  Gleichungen  sich  nur  durch  eine  Eonstante 
unterscheiden,  welche  somit  nach  Teil  I,  Aufgabe  26  zu  einander  parallel  sind. 

Aufgabe  62.     Unter   welcher  Be- 
dingung drückt  die  allgemeine  Gleichung       Auflösung.    Nach  Aufgabe  16  und 
zweiten  Grades  in  Linienkoordinaten:     Erörterung  13   ist  die  Km-ve  zweiter 
aw«  +  6wt;  +  ct?«+rfw+et?+/'=0      Klasse,  welche  durch: 
eine  Parabel  aus?  ati^_]l6ui;-f-ct?*  +  rfu-|-er+/*=  0 

dargestellt  wird,  identisch  mit  der  Kurve 
zweiter  Ordnung: 

wenn  bis  auf  einen  konstanten  Faktor: 

a  =  J^  —  4CFj  6  =  —  2  (Z)  jE—  2BF), 

c=^D^  —  4:AF,  d  =  —  2(J5£—  2CD), 

e  =  —  2{BD  —  2AE),  f=B^  —  4tAC  ist. 

Da  nun  die  Gleichung  zweiten  Grades 
in  Punktkoordinaten  eine  Parabel  dar- 
stellt, wenn  B^  —  4AC=  0  ist,  so  ist 
die  Bedingung  dafür,  dass: 

a  M* -|- 6  wt? -|- et?* -|- rfu -j- et? -}~  /  =  ^ 
in  Linienkoordinaten  eine  Parabel  dar- 
stellt: 

7)  .  .  .  f=0. 

In  diesem  Falle  wird  der  Tangential- 
gleichung  durch  das  Koordinateupaar 
w  =  0,  f;  =  0  einer  Geraden  genügt, 
d.  h.  diese  Gerade,  welche  nach  der 
Definition  von  Teil  I,  Erörterung  26, 
die  unendlich  entfernte  Gerade  ist,  be- 
rührt die  Parabel 

Da  für  jedes  von  0  verschiedene  u 
die  Gleichung: 

8)  .  .  .  au*-|-6wt?-|-ct?*-|-rfu-}-«r  =  0 

zwei  Werte  von  v  liefert,  so  folgt,  dass 
durch  jeden  im  Endlichen  liegenden  Punkt 
zwei  Tangenten  an  die  Parabel  gehen. 


Aufgabe  63.     Die   Gleichung   der 
Tangente  an  die  Parabel  zu  bilden,  wenn 

die  Koordinaten  des  Berührungspunktes       Auflösung.  Die  Gleichung  der  Tan- 
gegeben sind.  gente  an  einen  beliebigen  Kegelschnitt 
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erhält  man  aus  Aufgabe  7,  Gl.  23).  Die 
Gleichung  der  Parabel  erhält  man,  wenn 
man  dort  B=2VAC  setzt;  dann  ist  sie: 

-2V2Cyi  +  D)  +  y(2VGiCx,  -^2Cy,-^E) 

+  Da;j  +  ^yj  +  2i^  =  0. 

Nach  Erörterung  12  ist  dies  zugleich 
die  Gleichung  der  Polare  von  rrj,  y^, 
wenn  dieser  Punkt  nicht  auf  der  Pa- 
rabel liegt. 


Aufgabe  64.     Die  Gleichung   des 
Tangentenpaares  von  x„  y^  an  die  Pa-       Auflösung.    Setzt  man  in  der  Lö- 
rabel  zu  bilden.  sung  der  allgemeineren  Aufgabe  [Auf- 

gabe 8,  Gl.  29)  und  30)]  J5»  —  4^C=  0, 
so  wird  die  Gleichung  des  Tangenten- 
paaies : 

10)  .  .  .  A{x^  x,f  +  B(x-x,){y-y,)J^r{if-y,y=:0, 

WO: 
iA  =  2y,{BD—2AE)^{p^  —  ^AF), 

11)  .  .  .  \B=—2x,{BD  —  2ÄE)'^2y^{BE'-2CD)^2{pE--'2BF), 

I  r=2x,{BE—2CD)^{E^  —  A:CF). 


Aufgabe  66.    Die  Koordinaten  der 
Schnittpunkte  einer  Parabel  und  einer       Auflösung.   Die  Gleichung  der  Ge- 
Geraden  zu  berechnen.  raden  sei: 

Setzt  man  daher  y  =  waj-j-w  in  die 
Erkl.  86.    Weü  B«  =  4^C  ist,  so  wird:  Gleichung  der  Parabel: 

Ä  +  Bm  +  Cm^=zÄ-\^J}/ÄCm  +  Cna      Ax^ '\'Bxy^Cy^'\'DX'^Ey-\-F=Q, 

=  (\/-4  +  m  \/^)^  (wo  B^  =  4.AC  ist)  ein,  so  erhält  man 

^»H-2Cmn  =  2n(\/^c+wc)  für  x  die  Gleichung: 

=  2n\/c(v^3  +  m\/c).       Ax^ '\- Bx(mx-^n)'\-G(mx-\-ny 

Die  Summe  der  beiden  Wurzeln  ist  gleich  JL^Dx-i^  E(mX'-\-n)'V-F  ^=  0, 

dem  negativen  Koeffizienten  von  x  (siehe  Blind,  Q^g^. 

Lehibnch    der  Gleichungen    zweiten  Grades),  *       „ ,      .    _  ^    «v 

also:  12)...x«(^  +  £w  +  Cm«) 

^,  +  «1=    _      _  _  -f-a;(J5n*4"2Cmn+JE;m4-Z)) 

~2n\/c  {VA-{-mVc)-{Em  +  D)  JL^Qn^^EnA-F  =  0. 

\yA-\-myc)  Diß  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind 

die   Absdssen   der   gesuchten   Schnitt- 
punkte (siehe  Erkl.  86). 

Erörterung  50.  Die  Koordinaten  des  Mittelpunktes  der  Schnittsehne 
sind  5  =  ^7"  ^  ,  ij  =  ^^"^^^  ,  wenn  x^^  y^\  x^,  y^  die  Schnittpunkte  der 
Geraden  y^mx-^-n  mit  der  Parabel  sind  (siehe  Teil  I,  Uebungsaufgabe  16). 
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also: 


Daher  ist  nach  ErkL  86): 

£  = ^    ,    '  ^f=r^ ' — —  und  17  =  mf -f-n, 

_  —  imnVCiVl-\-mVC)  —  m  (Em  +  D)  +  2«(V2+fflVC)* 


V  = 


oder: 


2{VA-\-tnVC) 


s 


oder: 


_   2«(V^+inVC)(V^4-mVC— mVC)  — ffl(gm+Z>) 
''"  2(V2+»»VC)' 

_  2«VJ(V2+i«VC)  — in(^m4-Z>) 

''-  2(V2+«»Vc)*  ' 


bildet  man  daher  die  Grösse  §VÄ-\-iiVC,  so  wird: 

"^^  2(V2+i»Vc)»  2(V3+»iyc)' 

Die  Koordinaten  |,  i]  des  Mittelpunktes  der  Sehne  s^enügen  daher  der 
Gleichung : 

Dies  ist  die  Gleicbung  eüier 
Geraden,  sie  enthält  die  Grössen 
nicht  mehr,  die  Lage  der  Geraden 
ist  also  von  der  Bichtong  der  schnei- 
denden Geraden  y  =z  mx  -{-n 
unabhängig.  Der  Winkel,  weldien 
sie  mit  der  XAchse  bildet,  ist 
nach  Teil  I,  Aufgabe  15  gegeben 
dnrch: 


Figur  83. 


i9ß 


=v?^ 


dies  ist  aber  nach  Erörterung  48 
der  Winkel,  welchen  die  Parabel- 
achse gegen  die  ^- Achse  bildet 
Man  hat  daher  den  Satz  (siehe 
Figur  83): 

Die  Mittelpunkte  aller  par- 
allelen Sehnen  liegen  auf 
einer  Geraden,  welche  zur 
Parabelachse  parallel  geht 
und  Durchmesser  der  Parabel 
genannt  wird. 

Die  Bichtung  der  Schnittsehne 
und  der  Durchmesser,  welcher  die 
Sehne  halbiert,  heissen  zu  einander 
konjugiert. 
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Anfj^abe  66.  Die  Gleichung  der 
Parabel  aaf  verschiedene  Koordinaten- 
systeme zu  transfonnieren. 


Figwt  84. 


Figur  85. 


Auflösung.  1)  Die  Gleichung  der 
Parabel,  bezogen  auf  ein  rechtwink- 
liges System,  dessen  Z-Achse 
parallel  der  Parabelachse  ist 
(siehe  Figur  84)  erhält  mau,  wenn  man 
nach  Teil  I,  Aufgabe  I  in  der  GL  2): 

setzt    Dann  erhält  man: 

14)  .  .  y*  +  26/+2^a:'4.j  =  0 
wo: 

15)  .  .  .  q  =  b*  —  2ap-\'p^, 

2)  Fällt   die   Z-Achse   mit   der 


Parabelachse 
6  =  0,  daher : 


zusammen,    so   ist 


wo: 


16) 
17) 


y2  —  2pX^q=:  0 


2=_p*  — 2ap. 


3)  Ist  insbesondere  a  = 


yP' 


d.  h. 


fällt  der  Koordinatenursprung 
in  die  Mitte  zwischen  Brennpunkt 
und  Leitlinie  (siehe  Figur  85),  so 
wird  q  =  0  und  die  Gleichung  der  Pa- 
rabel reduziert  sich  auf: 


18) 


y*  —  2px  =  0. 


Der  Koordinatenursprung  a? = 0,  y =0 
ist  also  ein  Punkt  der  Kurve,  man  nennt 
ihn  den  Scheitel  der  Parabel.  Die 
Ordinatenachse  wird  zur  Tangente,  der 
Scheiteltangente  (siehe  Erkl.  87). 
Die  Gleichung  18)  heisst  Scheitel- 
gleichung der  Parabel. 

4)  Ist  die  Parabelachse  X-Achse, 
die  Leitlinie  T-Achse,  so  ist  die  Glei- 
chung der  Parabel  nach  Erörterung  47 : 


19) 


y*  — 2jpx+j?*  =  0. 


5)  Ist  die  Parabelachse  X-Achse, 
der  Brennpunkt  Ursprung  (siehe 
Figur  86),  so  ist  in  Gleichung  19)  x 
durch  it/  -4-  p  zu  ersetzen.  Die  Parabel- 
gleichung wird  dann: 


20) 


y*  —  2px  — p^  =  0. 


6)  Führt  man  Polarkoordinaten 
ein,  mit  dem  Prennpunkt  als  Pol 
(siehe  Figur  86),  so  hat  man  in  Gl.  20) 
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Erkl.  87.    Wenn  man  in  Gleichung  9)  der 
Tangente 

^  =  0,      B  =  0,      C  =  1,  .   D  =  —  2^, 

setzt,  80  wird  die  Gleichung  der  Tangente: 

—  2i?x  +  2yyi-2i»arj  =0, 
oder: 

yyi— !>('*  + «i)  =  0, 

daher  wird  für  den  Eoordinatenursprung  als 
Berührungspunkt  die  Gleichung  der  Tangente: 
X  =  Oj  d.  h.  die  Ordinatenachse  ist  Tangente. 


Figur  86. 


y  durch  Qmnq>,  x  durch  QCOsq>  zu  er- 
setzen und  erhält  dann  (siehe  ErkL  88): 

21)  .  .  .  ^(1  —  cos(p)  =  p. 

7)  Führt  man  Polarkoordinaten 
mit  dem  Scheitel  als  Pol  ein^  so  wird 
aus  Gleichung  18)  nach  Division  mit  q\ 

22)  .  .  .  ö  =  2p     .  / 
^  ^  strrq) 

8)  Legt  man  ein  schiefwinkliges 
Achsensystem  zu  Grunde,  dessen 
X-Achse  parallel  der  Parabelachse 
ist,  und  dessen  Ursprung  in  Bezug  auf 
Parabelachse  und  Leitlinie  die  recht- 
winkligen Koordinaten  a,  h  hat,  so  sind 
nach  Teil  I,  Aufgabe  1  und  5  in  Glei- 
chung 19)  die  Koordinaten  x  und  // 
durch : 

a?  =  x' -)- y  cos  Cd -f- a 

ZU  ersetzen.    Man  erhält  dann  als  Glei- 
chung der  Parabel  (siehe  Erkl.  89): 

23)  .  .  .  y'*Äm*w-f-2y'(6smGi — pcosto) 

—  2px^'{'b^  —  2ap  +1>*  =  0. 

9)  Bestimmt  man  (siehe  Figur  87)^ 
den  Winkel  des  schiefwinkligen  Achsen- 
systems so,  dass: 

b  sinu)  — pcos(O'-=0, 

und  den  Abstand  des  Ursprungs  von 
der  Leitlinie  so,  dass: 

b*  —  2ap'j-p*  =  0 
wird,  d.  L: 


Erkl«  88.    Wenn  man  in  der  Gleichung: 

y«  — 2i?a7— 1?2  =  0 

statt  |f  bezw.  x  die  Grössen  gsintp  bezw.  QC08(p 
setzt,  so  wird  die  Gleichung: 

g^  8in^  (p  —  2pQC08(p  —  p^  =  0 
oder: 

^2  _  (^2  C08^(p  'i-2pQ  C08(p  +i?*)  =  0 

oder: 

p*  —  (g  C08(p  -\-py  =  0 
oder: 

(g  4"  9<^^^  +1>)  (fi  —  gco8(p'-p)  =z  0. 
Da  g  als   Radiusvektor   stets    positiv    ist, 
ebenso  wie  p,  so  kann  die  Grösse  g-\-gco8(p  -^-p 
nicht  verschwinden,  es  muss  also  g  ^gco8(p=p 
sein. 


24)  . 


P 


a 


Dann  wird  (siehe  Erkl.  90)  die  Pa- 
rabelgleichung : 

25)  .  :  .  y*  —  4arr  =  0. 

Der  Koordinatenursprung  ist  also 
Punkt  der  Kurve,  und  da  die  Gleich.  9) 
der  Tangente  auch  für  schiefwinklige 
Koordinaten  gilt,  so  folgt  analog  wie 
bei  der  Scheitelgleichung,  dass  die  Or- 
dinatenachse Tangente  der  Parabel  ist 
Da  aus  Gleichung  25)  zugleich  hervor- 
geht, dass  jede  Parallele  zur  Ordinaten- 
achse die  Parabel  in  zwei  Punkten 
schneidet,  deren  Ordinaten  gleiche  und 
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Erkl«  89«    Setzt  man  in  Gleichung  19): 
a?  =  «'  +  y'  co«(ö  -|-  a, 

80  wird  sie: 

jf*^  sin^ta  -f-  2y'  (6  sinon  — p  eosto)  —  2px' 
+  &*  — 2ai?+/)«  =  0. 


0, 


entgegengesetzte  Werte  haben,  so  sind 
(vergl.  Erörterung  50)  die  beiden  Koor- 
dinatenachsen, d.  h.  ein  Durchmesser 
und  die  Tangente  in  seinem  End- 
punkte zu  einander  konjugiert. 

Die  Grösse  2p'  =  4a,  welche  dem  Pa- 
rameter p  der  Scheitelgleichung  in  diesem 
Falle  entspricht,  nennt  man  den  Para- 
meter des  Durchmessers,  im  Gegen- 
satz zum  Hauptparameter  2p. 

Figur  87. 


ErkL  90«    Nach  Kleber,  Lehrbuch  der  Go- 
niometrie, ist: 


il.i'ier  hier: 


1  +  tg^o) 


sin^to  = 


p2 


^2  -I-  52  ' 

folglich  die  Parabelgleichnng: 

y^2—      ^\P     -r^  )      ^1    _   Q^ 

oder,  da: 

^^         =  2a  ist;  y'^^Aax'  =  0. 


Aufgabe  67.  Die  Gleichung  der 
Tangente  in  einem  gegebenen  Berüh- 
rungspunkte für  die  verschiedenen  For- 
men der  Parabelgleichung  aufzustellen. 

Erkl.  91.    Es  ist  im  Fall: 

1)^  =  0,     C=l,    D  =  — 2i),    ^=+2&, 

F  =zq. 

2)  ^  =  0,     C  =  1,    D  —  ^2p,    JF  =  0, 

F=q. 

8)  ^  =  0,    C  =  1,    D  =  — 2p,     ^  =  0, 

F=0. 

4)^  =  0.     C=l,    />  =  — 2i>,     JS7  =  0, 

2?'  =  p2. 

5)  u4  =  0,     C  =  1,     D  =  —  2i>,     ^  =  0, 

2^"  =  — 1)2. 

8)  -4  =  0,     C  =  8m*cü,     D  =  —  2^7, 

E  =  2(h8ina—pco8to),  F=  &«  — 2ap+j?2, 

9)  u4  =  0,     C  =  1,    2>  =  —  4a,     jE?  =  0, 

i^'^O. 

6)  Man  setze  in  Gleichung  89): 
X  ^=^  Q  eo8(p,    |f  =  ^  sirnpf 
a?j  =r  r  cos  tt,  y,  =  Qsinaj 


Anflösung.  Wenn  man  in  Gl.  9) 
die  Grössen  -4,  C,  D,  ^,  F  durch  die 
Koeffizienten  der  entsprechenden  Glieder 
in  den  verschiedenen  Formen  der  Pa- 
rabelgleichung (siehe  Aufgabe  66)  er- 
setzt, so  erhält  man  als  Gleichung  der 
Tangente  : 

1)  für  die  Parabelgleichung: 
y*-|-26y  —  2px-\-q  =  0: 

+*(y+yi)+?  =  o, 

2)  für  die  Parabelgleichung: 
y^  —  2pX'\-q=^  0: 

•  •  yyi— P(^+^i)+?  =  0, 

3)  für  die  Parabelgleichung: 
y*  —  2px  =  0: 

!/!/i—p{^  +  ^i)  =  0, 


26) 


27) 


28) 


•  .  • 
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dann  ist  wegen  Gleichung  der  Parabel: 

P 

also: 


1  —  C08a 

»1  = 

pcosa         _  psina 

1  —  C08a  '     *^*         1  —  coaa 

«1  = 

pcasa         _  psina 

1  —  cosa  '    "^  ^  i  —  cosa  * 

29) 


30) 


folglich  die  Gleichung  der  Tangente  nach  Di- 
vision mit  p  und  Mmtiplikation  mit  l  —  cosa: 


oder: 


Q  (stntp  sina  —  eostp-^-  costp  cosa)  =  p^ 


oder: 


Q  [cos  (tp  —  «)  —  C08<p]  =  p, 


2(p 


2^«« — ^ «n~=|>. 

7)  Setzt  man  in  Gleichung  28): 
0?  =  p  eo8<p,  y  =  ^  sintpf 

jf  1  =  r  «in«,  a?j  =  r  co««, 

so  wird  wegen  der  Gleichung  22): 

cosa 


rz=i2p 


also: 


x^  =  2p 


cos^a 


sitfi  a  * 


ifi  =  ^P 


cosa 


4)  f&r  die  Parabelgleichung: 
y*  —  22?a?-|-p*  =  0: 

5)  fttr  die  Parabelgleichung: 
y*  —  2px — jp*  =  0: 

8)  für  die  Parabel^leichung: 

y*  5m*ct;-}-  2y  (6  sinto  — p  cosw)  —  2px 
4-  ft*  —  2ap  +i>*  =  0: 

— (bsincD — p  cos(o)(f/'}-y^ 

9)  fttr  die  Parabelgleichung: 
y*  —  4aa:  =  0: 

.  .  yy'  — 2a(x4-Xi)  =  0, 

6)  für  die  Parabelgleichung: 
q{1  —  C08q>)  =j?: 


31) 


32) 


33) 


sin'^a '       "         ~   stna 
daher  die  Gleichung  der  Tangente: 


2p  Q 


stn<pcosa 
sina 


—pC 


QC0S<p-\-2p 


cos^a 
sin'^a 


)- 


34).  ß  = 


^  .     2flp  —  a       .    a 

2stn  — -^ •  sin—- 

2  2 

(siehe  ErkL  91), 
7)  für  die  Parabelgleichung: 

€08  CD 

Q  =  2p     .  ^  i 

2  p  cos^a 

^       sina  {2sin(p  cosa  —  coscp  sina)' 


Erorternng  51.  Aus  der  Scheitelgleichung  y^  =  2px  ergiebt  sich,  dass 
die  Parabel  ganz  auf  der  einen  Seite  der  Scheiteltangente  liegt,  weil  für  ne- 
gative X  die  Ordinaten  imaginär  werden.  Ferner  ist  die  Parabel  symmetrisch 
gegen  die  Achse,  weü  zu  jedem  Werte  von  x  zwei  gleichgrosse,  entgegengesetzt 
gerichtete  Ordinaten  gehören.  Sie  hat  auf  jeder  Seite  der  Achse  einen  ins 
Unendliche  sich  erstreckenden  Ast,  weil  mit  wachsenden  Abscissen  auch  die 
Ordinaten  wachsen ;  dem  Werte  a?  =  «  entspricht  y  =  ±  « . 

Jeder  Durchmesser,  z.  B.  y  =  0,  hat  mit  der  Parabel  einen  im  Endlichen 
liegenden  Punkt  gemein,  für  welchen  die  zugehörige  Abscisse  -^   ist     Wenn 

2p 

man  jedoch  die  Gleichung  der  Parabel  in  der  Form:  0-a?*  —  2jpa?-py*  =  0 
schreibt  und  nach  x  auflöst,  so  folgt: 

a?=^~    ^Q ^,  also  ^i  =  -^j  x^  =  cx>. 

0  c* 

Der  unbestimmte  Wert  —  ergiebt  sich  aus  c*  =  2p  x^  zu  -^,  aus  x^  =  (x>  folgt 

aber,  dass  jeder  Durchmesser  die  Parabel  noch  in  einem  zweiten,  im  Unend- 
lichen liegenden  Punkte  trifft,  welcher  in  der  Sichtung  der  Achse  gelegen  ist. 
Setzt  man  in  der  Polargleichung  der  Tangente,  bezogen  auf  den  Brennpunkt 
als  Pol  [siehe  Aufgabe  67,  Gleichung  33)]  «  =  0 ,  so  erhält  man  die  Tangente 
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Dfts  volMändige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 
durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Preisgekrönt  in  Frankfort  a.  M.  1881, 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  ähnliches  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3—4 
Heften  zu  dem  bilUgen  Preise  von  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten nnd  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik,  Physik, 
Mechanik y  math.  Geographie ,  Astronomie,  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbahn-, 
Brttcken-  nnd  Hochbaues,  des  konstruktiTon  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  ToUstftndig: 
gelöster  Form,  mit  Tielen  Figuren,  Erklärungen  nebst  Angabe  und  Entwiekelnng  der 
benutzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösaog 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelösten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezaglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benatzt 
werden  können.  —  Di^  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltSTerzeieh- 
nis,  Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärungen  über  das  betrelTende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch^naturwissen- 
schaftlichen  Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  1«  und  IL  Ord.,  gleich- 
berechtigten höheren  Bttrgerschulen,  Privatschulen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro« 
gymnasien,  Schnllehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Baugewerkschnlen, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn.  Torbereitungsschulen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildungsschnlen,  Akademien,  üniTersitäten,  Land-  und  Forstwissenseliaftaschnleii, 
Militärsohulen ,  Yorbereitungs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Ei^iährig-Frei- 
willige-  nnd  Offiziers-Examen,  etc. 

Die  Schaler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  nnd 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese.  Schritt  für  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung inunerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prfifbngen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  flberaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stfitse  für  den  Schal- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernang  des  praktischen  TellfS  der  mathematischen 
Disziplinen  —  zum  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  Terwerten.  Lust,  IJebe 
und  Terständnis  für  den  Schul-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  nnd  belebt  werden. 

Den  Ingenienren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenosaen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergesseneii 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Bernfs- 
zweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lel»endige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Kamen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.,  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart.  Die  Yerlägsliandlnng. 
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in  dem  im  Unendlichen  liegenden  Punkt  der  Achse  (oder  eines  beliebigen  Durch- 
messers) ;  da  in  diesem  Falle  sin—  =  0  ist,  also  der  Nenner  von  q  verschwindet, 

so  wird  die  Gleichung  der  Tangente :  ^  =  « ;  d.  h.  die  Parabel  wird  von  der 
im  Unendlichen  liegenden  Geraden  berflhrt,  die  beiden  Zweige  der  Parabel 
hängen  also  nicht  nur  im  Scheitel,  sondern  auch  im  Unendlichen  zusammen. 

Anmerkung  99.  Unter  Normale  einer  Kurve  versteht  man  die  Senkrechte  zur  Tan- 
gente durch  den  Berührangspnnkt.  Länge  der  Tangeute  heisst  das  Stück 
der  Tangente  zwischen  Berührangspnnkt  und  Achse,  Länge  der  Normale  heisst 
das  Stück  der  Normale  zwischen  ihren  Schnittpunkten  mit  der  Kurve  und  der  Achse. 
Subtangente  heisst  die  ProjekÜon  der  Normale,  Snbnormale  heisst  die  Pro- 
jektion der  Normale  anf  die  Achse. 


Aufgabe  68.  Die  Länge  der  Tan- 
gente, der  Normale,  der  Subtangente, 
der  Subnormale  für  einen  gegebenen 
Parabelpunkt  zu  berechnen. 


Figur  88. 


Anflösimg.  Es  sei  (siehe  Fig.  88) 
F  der  Brennpunkt,  BB^  die  Leitlinie, 
Bt  die  Achse  der  Parabel,  wobei 
nach  Aufgabe  66,  3)  FB  durch  die 
Scheiteltangente  halbiert  wird,  femer 
P  ein  Punkt  der  Parabel,  PTdie  Tan- 
gente, PN  die  Normale  und  PQ  senk- 
recht zur  Achse  gezogen,  so  ist  ()  T  die 
Subtangente,  ^iV  die  Subnormale. 

Die  Gleichung  der  Parabel  sei,' [be- 
zogen auf  den  Scheitel  als  Ursprung: 

y*  =  2px. 
Die    Koordinaten   von   P   seien   x^^ 
bezw.  yj. 

Dann  ist  die  Gleichung  der  Tangente 
nach  Aufgabe  67: 

Setzt  man  hier  y  =  0,  so  wird : 

x-|-iCj  =  0,  also  x  =  — x^, 

d.  h.  die  Abscisse  des  Schnittpunktes  T 
von  Tangente  und  Achse  ist  entgegen- 
gesetzt gleich  der  Abscisse  des  Berüh- 
rungspunktes, oder  die  Subtangente 
wird  im  Scheitel  halbiert. 

Die  Länge  der  Tangente  PT  ist 

PT=  VP^^+^T«, 
. — -     oder  nach  Teil  I,  Aufgabe  10: 


EfU.  92.    Da: 


so  ist  -^  P r mittlere  Proportionale  ans  ÄQ^w^ 
und  QT^zx^  —  ^p, 
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(siehe  Erkl.  92). 

Die  Länge  der  Subtangente  ist 
nach  dem  oben  angeführten  Satze  =  2x^. 

Die  Gleichung  der  Normale  er- 
hält man  aus  derjenigen  der  Tangente 
nach  Teil  I,  Aufgabe  26,  nämlich: 

35)  .  .  .  yi(i»  — a^i)+P(y  — yi)  =  0. 

16 
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Für  ihren  Schnittpunkt  N  mit  der 
Achse  ist  y  =  0,  also:  x  =  a^i+p.  Es 
ist  somit  AN  z=z  AQ-^p^  d.  L  die 
Snbnormale  ist  gleich  dem  hal- 
ben Parameter. 

Die  Länge  der  Normale  ergiebt 
sich  nach  dem  Eathetensatz  (s.  Erkl  93). 

PN^-==NT'NQ, 

Erkl.  98.     Der   Eathetensatz    (vergleiche  aber: 
Kleyer,  Lehrbuch  der  Planimetrie),  lautet:  NT=  NQ-^-QTj 

Das   Quadrat   der  Kathete  ist  gleich   dem  ^fn ^    qji Qx 

Rechteck  aus  der  ganzen  Hypotenuse  und  dem  j.  ^xf       -^'  ^  ^' 

anliegenden  Abschnitt.  daher  die  Normale: 


PN=  Vp{p  +  2x,)=  V>«+y,*. 

Um  den  Neigungswinkel  PTQ  der 
Tangente  zu  bestimmen,  beachte  man, 
dass  wegen  des  rechtwinkligen  Dreiecks 
TPN  dieser  Winkel  =  ^  NPQ  ist 
Daher  ist: 


QN              p  p 

sina  ==  4rr7  = — ^ 


5=V? 


PN        V^*  +  yi«         VpÖ>  +  2a:i)         V  P  +  2r,' 

ferner : 

*9«  =  -577  = 


Anmerkung  100.  Da  nach  Aufgabe  66  der  Parameter  2p*  eines  Durchmessers  die  vier- 
fache Entfernung  seines  Endpunktes  von  der  Leitlinie,  also  gleich  2X'\'p^  und  der 
Neigungswinkel  einer  Tangente  gegen  die  Achse  nichts  anderes  ist,  als  ihr  Neignngs- 
winkd  gegen  den  zu  ihr  konjugierten  Durchmesser,  so  folgt,  dass  der  Parameter 
2p'  eines  Durchmessers  mit  dem  Hauptparameter  2p  und  dem  Neigungswinkel  der 
konjugierten  Sehnen  durch  die  Gleichung  verknüpft  ist: 

Aufgabe  69.   Den  Winkel  des  von 
einem  gegebenen  Punkte  an  die  Parabel 

gelegten  Tangentenpaares  zn  bestimmen.       Auflösung.      Es   sei   die  Parabel 

durch  ihre  Scheitelgleichung: 

£rkl.   94.     Man  dividiere    Gleichung  36)  2       n  /x 

durch  (y  -  y,)^  so  iBt :  ^  y^-2px  =  0 

p  (a?  —  «1)2           a:  —  «1            _  gegeben,  die  Koordinaten  des  gegebenen 

(y  —  yj)2       ^y»  y  — yi  "^     *  ~  *      Punktes  seien  x^^,  y^\  dann  wird  die 

also;                              Gleichung  des  Tangentenpaares  aus  Auf- 

x  —  x^  _  yi±  -y/yig— 2pa?t  gäbe  64  erhalten,  wenn  man  dort: 

woraus  man  erhält:  j.  ^^         jp       n        tp      (\ 

setzt,  also: 
36)  .  .  ,p(x  —  x,y  —  2y,{x  —  x,)(j/  —  y,)+2x,(t/^y,y  =  0. 

Diese  Gleichung  lässt  sich  in  die  zwei 
Faktoren  zerlegen: 
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37)  .  .  .  /.P  (^  —  ^i)  —  (y  -  Vi)  (üfi  -  Vyi*  -  2j>a?i)  =  0 
l  p  (x  —  a-j)  —  (y  —  y,)  (yi  +  Vy^*  —  2i)aTi)  =  0 
(siehe  ErkL  94),  oder: 

pa:  —  y  (y  1  —  Vy/ -  2j)  ar,)  4- Ci  =  0, 
daher  ist  nach  Erkl.  96  der  Winkel  v  zwischen  den  beiden  Tangenten  gegeben 

£rkl.  95.  Nach  Teil  I,  Aa%abe  16  ist  der  Winkel  swischen  zwei  Geraden  bestimmt  dnrdh: 

A=p,  B=i'^(y,+  /y^2-.2^ajj), 


Daher: 


-^i  =  P,  ^1  =  —  (yi  -  V^yi«  —  2i>a:J. 
AB,  -  J,J5  =  i> Ol  +  l/yi« -  2i?»,  - |fj  +  V^yj2 -  2p"^0  =  2p  /y?=^2^, 

^^,  +  J5j9j  =  i?2  +  [y^8  -  (yj2  _  2p«,)]  =P»  +  2px,=p  (2x,  +p), 


daher:  tgv  =  — ^-^ — ; — ^—^. 

2«!  +p 

Aufgabe  70.     Den   geometrischen 
Ort  füi"  die  Schnittpunkte  rechtwinkliger       Anflösung.     Sollen  die  beiden  von 
Tangentenpaare  anzugeben.  ^u  Vi   ausgehenden  Tangenten   recht- 

winklig zu  einander  stehen,   so  muss 

tgv  :=  CO  f  also  der  Nenner  ajj  +  q  =  ^ 

sein,  es  ist  daher  die  Gerade:  a?i  =  —  -^, 

d.  h.  nach  Aufgabe  66,  3)  die  Leit- 
linie, der  gesuchte  geometrische  Ort. 

Anmerkung  101.    Aus  der  vorhergehenden  Aufgabe  folgt  der  Satz: 

Die  Leitlinie  einer  Parabel  ist  der  geometrische  Ort  für  die 
Schnittpunkte  rechtwinkliger  Tangentenpaare. 

Aufgabe  71.    Die  Länge  des  Lots 
vom  Brennpunkte  auf  die  Tangente  eines       Anflösimg.    Da  nach  Aufgabe  67 
gegebenen  Punktes  zu  berechnen.  die  Gleichung  der  Parabeltangente  für 

den  Berührungspunkt  x^,  y^\ 

Erkl.  M.   Nach  Teil  I,  Au&abe  21  ist  das  —  px-{'yy.  — px.  =  0 

Lot  vom  Punkte  a,  h  auf  die  Gerade  ..  «xj-t«  j       ta         -. 

ist,    SO  ist  die  Länge  des  Lots  vom 

Ax-{-By  +  C=zQi  '  1  ^ 

Aa  +  Bh-\-C  Brennpunkte  — jp,  0  aus  nach  Teil  I, 

y/j%  +  B^'  Aufgabe  21  (vergl.  Erkl.  96): 

hier  ist;  - - 

^=p,  B  =  -y„  c=px,,  i_v^V7T2^  =  4v5Hry?- 


1 


2    'x-    'x-    I   -   1        2 


a  -  y i>,   6-0,  jg^.  ^  ^^^  Winkel,  welchen  die  Tan- 

^*^^| gente  mit  der  Achse  bildet,  so  ist  nach 

Vil«H-^  =  l/?T7?  =  V>*  +  2i>a?i.      Erkl.  90 : 


228  Analytische  Geometrie  der  Ebene, 

daher  das  Lot: 

2  ist  a  der  Winkel,  welchen  dieses  Lot  mit 

-qP  (p  +  2ar,)         ^      _     fler  Achse  bildet,  so  ist  «n w  =  —  co/sa, 

.-     , =  —  l/^   Vl^  +  2iri.  p 

Ki>  Vi»  +  2a?i       -*  also  die  Länge  des  Lotes  =  — — ^--. 

°  2co.9a 

Aufgabe  72.     Den  Ort  der  Fuss- 
punkte  der  Lote  vom  Brennpunkte  auf      Auflösung.     Da  die  Gleichung  der 
die  Tangenten  der  Parabel  zu  bestimmen.  Tangente  : 

Erkl.  97.    Die  EUmination  von  x^  und  y,   .  .^^~/^i.i7-^^^  "^^  ^ 

ans  den  drei  Gleichungen :  ist,  SO  ist  nach  Teil  I,  Aufgabe  26: 

y,« — 2j>3!,  =  0  die   Gleichving    der    Senkrechten  vom 

geschieht  so:  man  maltipliziert  die  erste  Olei-  Brennpunkt  auf  die  Tangente. 

chui^  mit  y,,  die  zweite  mit  «,  und  addiert,       Eliminiert  man  aus  beiden  Gleichungen 

'^  "^vxn  -  V* « -4- 2«x  V  +  2t,.,«  -  0         ^1  ^"^  y^  ™*  ™*'®  ^^^  Parabelgleichung, 
i'*y.     yy.  +^«x.y.+2j,y*._o  j^^^  (vergleiche  ErkL  97): 

aber  da  2i>a:,  =  yX  so  wird:  2 

a?     4-2««?      =0  a?  =  0 

oder:  -P^^i  "t"  ^^i^i  —  »  jjg   Gleichung    des    gesuchten    geome- 

px  +  Qxxi  =  0,  also  a:  =  0.  trischen  Ortes. 

Anmerkung  102.    Ans  der  vorhergehenden  Aufgabe  folgt  der  Satz: 

Die  Scheiteltangente  ist  der  geometrische  Ort  für  die  Fass- 
pnnkte  der  Lote  vom  Brennpunkte  auf  alle  Tangenten  der  Parabel 

Aufgabe  73.    Die  Koordinaten  der 
Berührungspunkte  der  von  einem  gege-       Auflösung.     Nach  Erörterung  12 
benen  Punkte  an  die  Parabel  gezogenen  stellt  die  Gleichung  der  Tangente,  wenn 
Tangenten  zu  finden.  man  darin  die  Koordinaten  des  Berüh- 

rungspunktes durch  diejenigen  eines  be- 
liebigen  Punktes   ersetzt,    die   Polare 
Erid.  98.  Vermöge  derParabelgleichnngist:  ^eses  Punktes  dar.  Nun  sei  die  Parabel- 
2^a?  =  y2  +  26y  +  g',  gleichuug  iu  der  Form  gegeben: 

dies  in  die  Polarengleichnng:  y*JL2by 2px-\-q  =  0, 

2y  (yx  +  &)  -  2px  -  2px,  +  2hif,  +  2q  =  0       jy^^^^  jg^  ^^ch  Aufgabe  67 ,  Gl.  26) 
eingesetzt^  g,ebt:  m-p(^  +  ^.)  +  iQf +  yd  +  i=^0 

Oder  nach  Är^  '  die  Gleichung  der  Polare  vou 

'     "*, Berechnet  man  aus  beiden  Gleichungen 

y  =  y.  ±  vy,*+2Jy,-2p«,  +  {.        ^^  zusammengehörigen  Werte  von  x 

und  y  (siehe  Erkl.  98),  so  erhält  man: 

Ijr  =  y^  ±  yfy*  -|-  2  6y,  —  2fX^  +  ?, 
__  /  +  26y4-g 

Anmerkung  103.    Aus  Oleichnng  39)  folgt  : 

y  —  yi  =  ±  Vyi^+2ftyi  — 2pa?i  +  y 

d.  h.:  Setzt  man  in  die  Gleichung  der  Parabel  an  Stelle  der  laufenden  Koordi- 
naten diejenigen  eines  gegebenen  Pnnktes,  so  bedeutet  die  linke  Seite  das  Quadrat 
der  Differenz   zwischen  den  Ordinaten  des  gegebenen  Punktes  und  eines  der  6e- 
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rübrongspnnkte  der  Tangenten,  welche  man  vom  gegebenen  Ponkte  an  die  Parabel 
ziehen  kann. 

Sind  y'  nnd  y"  die  beiden  Wurzeln  in  OL  89)  8o  ist: 

y*  —  y"  , y*  -l-  y** 


Nun  ist 


die  Ordinate   des  Uittelpnnktes   der  Berfihmngssehne,    durch 


welchen  der  zur  Berfihrongssehne  koigagierte  Dnrchmesser  geht  (Erörterung  50), 
man  erhält  somit  folgende  Sätze: 

Ist  die  Oleichnng  einer  Parabel  auf  ein  rechtwinkliges  System  bezogen, 
dessen  X-Achse  der  Parabelachse  parallel  geht,  nnd  ersetzt  man  die  laufenden 
Koordinaten    durch    diejenigen 

eines  beliebig  gegebenen  Punktes,  Figur  89. 

80  stellt  die  linke  Seite  der  Pa- 
rabelgleichung das  Quadrat  der 
halben  Differenz  der  Ordinaten 
für  die  Berührungspunkte  des 
Tom  gegebenen  Punkt  ausgehen- 
den Tangentenpaares  dar,  d.  h.: 

DerzurPolare  eines 
gegebenen  Punktes  kon- 
jugierteDurchmesser  der 
Parabel  geht  durch  diesen 
Punkt;  oder: 

Der  Schnittpunkt  der 
Tangenten  in  den  End- 
punkten einer  Parabel- 
sehne liegt  auf  dem  zur 
Sehne  konjugiertdn  Durch- 
messer (siehe  Figur  89). 

Anmerkung  104.  Fällt  der  Koordüiatenursprung  in  den  Brennpunkt,  so  ist  in  OL  39) 
5  =  0  und  ^  =  — ^'  zu  setzen,  dann  werden  die  Koordinaten  der  Berührungs- 
punkte:    

y'  =  yi  +  Vy^  —  ^px^  —  p«,    y''  =  yi— 1/^1*  — 2i?a:i— i?* 


a^  = 


y2_^2 


a:"  = 


y"2-^« 


2p      '  ^P 

Fällt  der  Eoordinatenursprung  mit  dem  Scheitel  zusammen,  so  sind  die  Koor- 
dinaten der  Berührungspunkte: 

y'  =  yi+  VyT^—^p^v         y"  =  yi  —  VyT^^^Tp^ 


a?"  = 


«'S 


r"a 


a:"  = 


2p'  '^  2p' 

Anmerkung  106.    Ist  s  die  Länge  der  Berührungssehne,  so  ist  nach  Teil  I,  Aufgabe  10: 

««  =  (rc'-.a:'0*  +  (y~yT, 
2px'  =  y'2^25y'  +  g,      2px"  =  y"^  +  2hy"  +  q, 


aber: 


daher  * 

2i>  («'-«")  =  y'*-y"*+2i(y'-y")  =  (y'-y")(y'+y"  4-«*). 

oder  wegen  Anmerkong  103: 

(y'-y'0(yi+6) 


ai'  —  x"  = 


p 
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daher: 


=  (a,'  _  a/'f  +  (y  _  yoy  =  (y'  -y'y  (i  +  -^^^^^ 


«2 


oder  wegen  Anmerkung  103: 

für  die  Scheitelgleichnng  reduziert  sich  dieser  Ausdruck  auf: 

und  für  die  Brennpunktsgleichung  auf: 

Aufgabe  74.  Den  Winkel  zu  be- 
rechnen, unter  welchem  vom  Brennpunkt 
aus  die  Berührungssehne  eines  yon  einem 

gegebenen  Punkte  ausgehenden  Tangen-       Auflösung.   Es  seien  (s.  Figur  90) 
tenpaares  gesehen  wird.  ^j  rj   die  Koordinaten   des   gegebenen 

Punktes,  ar^ ,  y ^ ;  x^ ,  y,  die  Koordinaten 
Figur  90.  ^®r  Berührungspunkte,  a^  und  a^  die 

Winkel,  welche  die  Eadienvek- 
toren  vom  Brennpunkte  nach  den 
Berührungspunkten  mit  der  posi- 
tiven X-Achse  bilden.  Dann  sind 
y,  und  y,  nach  Aufgabe  73  die 
Wurzeln  der  quadratischen  Glei- 
chung : 

y^  —  2yri  +  2p^--2bri  —  q  =  0, 

daher  ist  (vergL  Blind  y  quadra- 
tische Gleichungen,  und  Erkl.  99): 

^1  +  ^2  =  2^, 

^1^2  =  2;?^— 26i2  — }; 
femer  wird  (s.  Anmerkung  103): 

Vi  —  y^    ^ 

=  2  V^*— 26ij  — 2p|4-?. 

Die  Koordinaten  x^^  und  x^  sind  mit 
y^  und  1/2  durch  die  Gleichungen  ver- 

«:•  ■_!   AA     TTT         o  .        .         «     .  bunden: 

Erkl.  99.     Wenn  x^+px  +  q  =  0   eine  q        —  ^y»J-9Ä,y  O- /i 

quadratische   Gleichung  mit   den  Wurzeln  x^  ^P^t  —  Vi  'T^^ifi'T'Jf 

und  a?j  ist,  so  ist:  ^px^  =  y2*-|-2^y2~l"?* 

^1 + *«  =  —  P»   *i  *«  =  2-  Ist  nun  V  der  Winkel,  unter  welchem 

(Vergl.  B««d,  Lehrbuch  der  quadratischen  yom  Brennpunkte  aus  die  Berührungs- 
Gleichungen.)  ^^^^^  ^^^^^^^  ^.^^^  ^^  j^^. 

«^  =  «1  —  «2  > 

Erkl.  100,    Vermöge  der  nebenstehenden  aJso  nach  Kleyer,  Lehrbuch  der  Gonio- 

Werte  yon  x^  und  x^  ist  für  den  FaU,  dass  Tnetrie* 
der  Eoordinatenursprung  in  den  Brennpunkt 

föllt,  dass  also  6  =  0  und  g  =  — p«  wird :  /^  J^  _  .^  ^1  —  ^2   _  «»»««i  —  ^^^«2 

^2  ^2 


2p J?i  =  yi^  -  JP^    2px^  =  y,«  -  p«, 


COSöj-j-COSCg* 
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daher:  Wählt  man  nan  den  Brennpunkt  als 

x,2 + y,2  =  nblz:^y+  y2  Koordinatenursprung,  so  ist : 


also: 


daher: 


^2 


^J"  +  y^'  =  —4^2— '  ^         Va:,«+  y,«  ' 


y^2  -1-^2 '  =  yi^+f*"'        ^^^^  ^^^  ^^^'  ^^^ ' 


_      2p  Vi  .          __^PV2_. 

o»r»ui  jj— I s-  •     StHCC^  » — j «  I 

^1* — p*  y»* — p* 

Es  ist  also: 


2  -  (yi»-i>')(y,'+i>»)+(y«'-i'*)(yi*+i'') 

Erkl.  101.    Der  Zähler  von  tg^  wird,  ab-  0^«'^  "»»^h  ErkL  101: 

gesehen  Tom  Faktor  2p :  ^  ta—  =  —2v      ^^  ~ ^'^  ^  ~  ^' ^"^ 

y.  y,"  -  y.yi* + p*  (y.  -  y,)  ^2  2  (p* + y,  y,)  (p*  -  y,  y^) 

=  —  yi  y«  (yi  —  y») + p*  Ol  —  y«)  «  —  v 

=  (y.-y,)(P«-y.yJ.  =--P]ftHÄr' 

Der  Nenner  wird:  ^     '   »'ii'2 

2y,»„,«  -  2j,i  =  2  (y,  y,  +/)«)  (y,  y,  -j)*),  «der  nach  Erkl.  101 : 


»Iso  wird:  t)  2pVij*  — 2|>| — p* 

2  l'*  +  yiy,  7  vr  n^  b^ 

yi— yt  =  2  V.j«-2j){— p«,  -'        "2  v-\-S 

y.  •y.  =  2i>{+P*,  -^^^ 

also: 

Anmerknng^  106.   Die  Berechnung  des  Winkels  v  lässt  sich  auch  noch  auf  andere  Weise 
dorchfohren.    Es  ist: 

aber  ans  ErkL  100  folgt: 

2j?y^  2j?yg 

^9^1=   ^2  ^y  2    »       ^^«2=^2_y^2    » 

daher: 

^  2i>yi  (/>^  -  ya^)  —  2 j?ya  fj)^  —  y^')  ^  2 j?  (y^  —  y,)  ( j?^  +  y^  y^) 

^        (i»^ — Vi^)  (p^  —  ya^)  +  ^p^yiy%       p*—p^  (y^^ + y»^) + yi'-^y^^ + 4i?Viy2 

2p  Q/i  —  ya)  (p^  +  t/i  yd 2j?(y|--y2)(y  +  yiy2) 

i>*-i>"(y,*+y2'-2y,y,)+yiV2*  +  2p3yiya       (i?^  +  yiy2)'-i>Myi~ya)' 

2p'2p{M'\-p)'2Vf  —  2p^-':^  2(|  +  j?)  l/^— 2j?g— j?^ 

^  4pMI+i>)*-*4i>2(^'-2i?S— i?«)    ""        |2-i?«  +  4i/|  +  2i?2      • 
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Aufgabe  75.  Die  Richtung  der 
Halbierungslinie  des  Winkels  zu  be- 
stimmen,  unter  dem  vom  Brennpuidct 

aus  die  Berfihrungssehne  des  yon  einem        .    -,,.  t>  i^^ix  j-     t% 

gegebenen   Punkte    ausgehenden   Tan-       Auflösimg.     Behält   man   die  Be- 

ffentPTiDaarps  ireKPhpn  wird  zeichnungsweise   der   vongen    Aufgabe 

gentenpaares  gesehen  wird.  j^^.   ^^^^^^  ^^  ^^^^  ^^  ^^  ^  ^^ 

Neigungswinkel  der  Halbierungsgo^den 
gegen  die  positive  X-Achse,  so  ist: 

ErkL  102«    Der  Zähler  yon  tgw  wird:  daher* 

=  2i)  (y»  +  yO  (yi  yt + P^)'  ^  "^        * 

Da  yjyj  =  Qp^+p^^  so  it*  {siehe  EJey er,  Lehrbuch  der  Gtoniometrie), 

j)«~y,y,  =^2  — 2i)f— i)«  =  — 22>|.  *^^<>  ^^t  wegeu  der  in  Erkl.  100  ange- 
gebenen Werte  von  sinau  ^^«2»  ^^«i> 
€08  a^: 

2(p*+yiy«)(i>*  — y,yj) 

(siehe  Erkl.  101  and  102),  also: 

oder  wegen  ErkL  101  und  102: 

^  2i??         ^  ' 

41)  .  .  .  tgo)  =  -^. 

s 

Anmerkung  107.  Da  rj  und  |  die  Koordinaten  des  Schnittpunktes  der  Tangenten  sindi 
bezogen  auf  den  Brennpunkt  als  Ursprang,  so  ist  4-  der  Tangens  des  Neigungs- 
winkels für  die  Verbindungsgerade  des  Brennpunktes  mit  jenem  Schnittpunkt  Han 
erhält  somit  den  Satz: 

Die  Verbindungsgerade  des  Schnittpunktes  zweier  Tangenten 
mit  dem  Brennpunkt  halbiert  den  Winkel,  welchen  die  Bertthrungs- 
sehne  am  Brennpunkt  spannt. 

Anmerkung  108.  Nach  Aufgabe  69  ist  der  Tangens  des  Winkels  zwischen  den  vom 
Punkte  I,  rj  ausgehenden  Tangenten  unter  Zugrundelegung  der  Scheitelgleichniig: 

2  Yffi  —  2i?S 

Qfi  ,       — ;    da   aber   durch  Verschiebung  des  Koordinatensystems   anf  den 

Brennpunkt  als  ürspnmg  der  Wert  von  tj  bleibt  und  |  in  l-f-^i'  übergeht,  so 
ist  unter  Zagrondelegong  der  Brennpunktsgleichung  der  Tangens  jenes  Winkels 
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oder: 


2Vtl'-  —  2p^-p*        >/,,«  — 2j>g—y« 


V 

=  —  ^^  g-  (siehe  Aufgabe  74). 


2l  +  2p  -  S  +  p 

Der  Winkel  des  Tangentenpaares  und  der  halbe  Winkel  über  der  Berahmngs- 
sehne  am  Brennpunkt  ergänzen  daher  einander  zu  180^  oder  man  erhält  den  Satz: 

Derjenige  Winkel  eines  Tangentenpaares,  welcher  den  Brenn- 
punkt nicht  einschliesst,  ist  halb  so  gross  als  der  Winkel,  welchen 
die  Bertthrungssehne  am  Brennpunkt  spannt 

Anmerkung  109.  Setzt  man  in  der  zur  Brennpunktsgleichung  gehörigen  Tangenten- 
gleichung, welche  zugleich  die  Polare  irgend  eines  Punktes  x^^  y^  der  Ebene  dar- 
stellt, o?!  =  y^  =  0,  so  erhält  man  die  Polare  des  Brennpunktes,  ihre  Oleichung 
ist  nach  Aufgabe  67,  5):  — px  —  p^  =  0  oder  a:4-|}  =  0,  x  =  — p;  da  nun 
der  Abstand  der  lieitlinie  vom  Brennpunkt  =  p  ist  (siehe  Erörterung  47),  so  stellt 
die  Oleichung  a?  =  — jp  die  Leitlinie  dar:  die  Polare  des  Brennpunktes  ist 
die  Leitlinie. 

Figur  91. 
Anmerkung  110.  Da  (siehe  Figur  91)  die  Leit- 
linie rolare  des  Brennpunktes  ist,  so  sind 
der  Brennpunkt  und  irgend  ein  Punkt  P 
der  Leitlüiie  nach  Aufgabe  10  harmo- 
nische Punkte  zu  den  beiden  Schnitt- 
punkten der  Verbindnngsgeraden  mit  der 
Parabel,  d.  1l  es  ist  umgekehrt  auch  der 
Brennpunkt  ein  Punkt  der  Polare  von  P, 
und  man  hat  den  Satz: 

Die  Polaren  aller  Punkte 
der  Leitlinie  gehen  durch  den 
Brennpunkt. 


«...- 


Anmerkung  IIL  Zieht  man  (siehe  Figur  91) 
von  einem  Punkt  P  der  Leitlinie  ^e  Tan- 
genten PTf  PTy  an  die  Parabel,  so  geht 
nach  Anmerkung  110  die  Berührungs- 
sehne TT^  durch  den  Brennpunkt  F,  nach 
Anmerkung  107  halbiert  die  Gerade  FP 
den  Winkel  TPT^,  da  aber  dieser  ein 
gestreckter  Winkel  ist,  so  steht  FP  senk- 
recht auf  TT^,  oder  man  erhält  den  Saytz : 

Der  Winkel,  unter  welchem  das  Stück  einer  Parabeltangente 
zwischen  Berührungspunkt  und  Leitlinie  vom  Brennpunkt  aus  ge- 
sehen wird,  ist  ein  Bechter. 

Anmerkung  112.  Verlängert  man  (siehe  Figur  91)  TT,  bis  zum  Schnitt  mit  der  Leit- 
linie in  Pj,  so  sind  nach  Anmerkung  110  die  Punkte  F  und  P^  harmonisch  kon- 
jugiert zu  T  und  T^,  daher  ist  das  Strahlenbüschel  P{P^TFT^  ein  harmonisches. 
Nun  ist  aber  sowohl  nach  Anmerkung  108  als  nach  Anmerkui^  101  der  Winkel 
TPTi  ein  Eechter,  daher  wird  nach  Teil  I,  Erörterung  50  der  Winkel  Pj  PF  von 
PT  halbiert,  oder: 

Die  Tangente  von  einem  Punkte  der  Leitlinie  an  die  Parabel 
halbiert  den  Winkel  zwischen  der  Leitlinie  und  der  Verbindungs- 
geraden des  Punktes  mit  dem  Brennpunkt 

Anmerkung  US.  Zieht  man  (siehe  Figur  91)  im  Punkte  T  die  Normale  TN  der  Parabel 
(siehe  Anm.  99),  so  ist  dieselbe  parallel  mit  PT^,  da  nach  Anm.  101  PT^  auf  PT 
senkrecht  steht;  zieht  man  femer  den  Durchmesser  TC  des  Punktes  T,  so  ist  der- 
selbe parallel  zur  Achse;  daher  ist  <^NTC  gleich  dem  Neigungswinkel  von  P7\ 
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Figur  92. 


gegen  die  Achse,  oder  gleich  dem  Neigangs- 
Winkel  von  FT  gegen  die  Leitlinie,  d.  h. 
gleich  -^  TPB;  andererseits  ist,  weil 
TN±  PT  und  FF1,FT  ist: 

'^FTN  =  <iFFT. 

Da  nun  nach  Anmerknog  112  die  Winkel 
FFT  und  TFB  gleich  sind,  so  erh&lt  man 
den  Satz: 

Tangente   und  Normale   eines 
Parabelpunktes  halbieren  die  Win- 
kel zwischen  dem  Durchmesser  und 
C dem  Badinsvektor  dieses  Punktes. 


Anmerkung  114.  Gehen  vom  Punkte  P 
(siehe  Figur  92)  die  zwei  Tangenten  PT 
und  PT^  an  die  Parabel  und  man  legt 
zwischen  beiden  noch  eine  dritte  Tangente 
an  die  Parabel,  welche  die  beiden  ersten 
Tangenten  in  Q  und  R  schneidet  und  die 
Parabel  in  T^  berührt,  und  verbindet  man 
die  Berührungspunkte  T,  7\,  T,,  sowie 
die  Punkte  Q  und  R  mit  dem  Brennpunkt  F^  so  halbiert  nach  Anmerkung  107 
FQ  den  Winkel  TFT^  und  FR  den  Winkel  T^FT^,  daher  ist  Winkel  QFR  oder 

QFT^  +  RFT^  =  y  TFT^\  nach  Anmerkung  108  ist  aber  der  Supplementwinkel 


von  <^  TPTi  =  2"  ^  TFT^ ;    also 


ist    der    Supplementwinkel    von    <^  TPr, 


=  ^QFR,  oder: 

Derjenige  Winkel  zwischen  zwei  Parabeltangenten,  welcher 
den  Brennpunkt  nicht  enthält,  ist  gleich  dem  Winkel,  unter  welchem 
das  zwischen  den  beiden  ersten  liegende  Stück  einer  dritten 
Tangente  vom  Brennpunkt  aus  gesehen  wird. 

Anmerkung  116.  Da  -^RPQ-^-^RFQ  =  180<*  ist  (s.  Anm.  114),  so  ist  das  Viereck 
RPQF  ein  Kreis  Viereck  (siehe  Kleyer,  Lehrbuch  der  elementaren  Planimetrie); 
man  erhält  somit  den  Satz: 

Der  Umkreis  eines  von  drei  Parabeltangenten  gebildeten 
Dreiecks  geht  durch  den  Brennpunkt. 


Vebungsanfgabe  166.    Nachzuweisen,  dass  die  Gleichungen: 


a) 
b) 
c) 
d) 


3a:2-j_6a?y  +  3y«  +  5a:«  — 4y+7  =  0, 

a^  +  t/'  —  Ux+lOy  —  ll  =  (a:--l)«— l  +  2a?, 

x^  +  16y  —  18a?  +  145  =  0, 

or^  +  löy  — 3a:+10  =  0 


Parabeln  darstellen. 


AnflSsung.    Gleichung  a)  ist: 


oder: 


5  4  7 

«*  +  2a:y  +  y2_j^  jo?  — yy  + j  =  0. 
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OleichuDg  b)  wird: 

^  +  y*— 12a:+ lOy  — 11  =  a:*  — 2a:+ 1  —  1 +  2a:, 

oder : 

y2_i2;c+10y-ll  =  0. 

In  alleii  vier  Gleichungen  bilden  daher  die  quadratischen  Glieder  ein  yollBtftndigea 
Quadrat.  

Vebnngaan^be  166.  Die  vier  Parabeln  der  vorigen  Uebongsanfgabe  anf  ein 
rechtwinkliges  Koordinatensystem  zu  transformieren,  dessen  eine  Achse  der  Parabel« 
achse  parallel  geht. 

Auflösung.    Transformiert  man  die  Gleichung: 

durch  die  Snbstitutionsformeln: 

X  =  Xcosa  —  Y 8ina,    y  ^  Xsina-{-  Ycos a 

auf  ein  anderes  rechtwinkliges  System  mit  dem  gleichen  Ursprung,  so  erhftlt  man: 

{X8ina-\'Yco8af'\'m{Xco8a  —  Y8ina)'\-n{X8ina'\'Ycosd)-\-q  =  0 
oder: 

X^sin^a  -}-  2  XYsina  cosa  -\-  F*  C08'^a  -{-(mcosa-^-n  sina)  X 

—  (m  sin a-\-n  cosa) F  +  q  ^  0» 
Soll  diese  Gleichung  identisch  sein  mit: 

AX^'^BXY-\-CY^  +  DX+EY+F=0, 

so  muss  sein: 

A         sin^a        C         cos^a       ,  ,  A  . 

^  =  -y-,    ^  =  —^,    daher:    -^^tg^a. 

Diese  Gleichung  liefert  den  Winkel  a,  dessen  Vorzeichen  dadurch  bestimmt  wird, 

2 sina  cosa         B  Bq 

^g __        lg^^    Wenn  also  — ^  positiv  ist,  so  liegt  a  im  ersten  oder 

dritten  Quadranten. 

Aus  den  beiden  ersten  Gleichongen  erhält  man  durch  Addition: 

das  Vorzeichen  wird  durch  die  oben  angegebene  Regel  bestinunt.    Femer  hat  man: 

mco8a-\-nsina         D         _  —  ,._  D 
^ =  -^.     also:       mVC+nVÄ  =  y=^, 

—  msina-^-ncosa         E        _  ,,—  ,       ,,—  E 
! =  -r?,     also:  — my  A  +  nyC  =^ — ,  ; 

hieraus:  _  _  _  _ 

___  dVc^e  VA        _  dVa  +  eVc 

*"■"     {A+cyi*      '    ^^     (^+c)»/t 

Es  ist  daher  fSr  die  Kurve  a): 

5  VJ+  4  Vs  5  V3  —  4  1/3  _7^ 

d.  h.: 

31/2  1/2 

Die  Gleichung  lautet  also:       __  _ 

,  ,    31/2        ,     V2        ,7 

y*+-r"'^+"T2"^+6"  =  ^- 

Da  die  Gleichung  b)  entwickelt:  y' — 12a;'4'^0y  — 11  =  0  lautet,  so  geht  die 
X-Achse  der  Parabelachse  parallel;  in  den  Fällen  c)  und  d)  geht  die  Parabelachse  parallel 
der  y-Achse. 
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Anmerkung  116.  Ans  Erörterung:  47  nnd  der  vorigen  üebongsanfgabe  geht  hervor,  dau 
die  Bichtung  der  Parabelachse  nnr  von  den  Koeffizienten  der 
quadratischen  Glieder  abhängt 

Vebungsau^abe  167.   Die  Gleichungen  von  üebungsaufgabe  155  in  die  Form  der 
Scheitelgleichung  zu  bringen. 

Auflösung.    Setzt  man  in  der  Gleichung  y^ — 3^)0;  =  0: 

80  erhält  man: 

r«  —  2i?  X+ 2^>  r+ ft«  —  2ai?  =  0. 

Die  Vergleiehung  mit: 
giebt: 

oder: 

-w2  +  am  =  e,    a  =  —^ — . 
Daher  ist  in  Gleichung  a): 

14  2 


3  ,/«      r         1    ,/o  3         144  335   , . 

die  Gleiehung  ¥ird:  » 

Die  Parabel  liegt  auf  der  negativen  Seite  der  F-Achse. 
Die  Gleichung  b):  y^— 12a:+10y  — 11  =0  liefert: 

^  =  6,    6  =  5,    a  =  3; 
sie  wird  also:  y*  —  12a;  =  0. 

In  Gleichung  e):  x^ —  18a;-]-  16y-^  ^^^  ^^  ^  ^^^  unter  Vertauschung  von  m  und  h: 

i>  =  — 8,    a  =  — 9,    6  =  4; 
sie  wird  also :  a;«  -|-  8y  =  0. 

Die  Parabel  liegt  daher  auf  der  negativen  Seite  der  Z-Aehse. 
In  Gleichung  d):  a:*  +  16y  — 3a?+10  =  0  wird: 

3      ,  151 


i>  =  — 7,5,    a  =  — -r-,    6  =  — 


2  '  30 

die  Gleichung  wird:  a:*4"  ^5y  =  0. 

Die  Parabel  liegt  auf  der  negativen  Seite  der  X-Achse. 


Vebungiau^be  158.    Den  Halbparameter  für  folgende  Parabehi  zu  bestimmen: 

Auflösung. 
3\/5 


25 


1)    4«*  +  4ary  +  y24-8a;+7y  +  9  =  0 


3)    ar2  +  6ary  +  9y«  +  ir  — 6y— 9  =  0 


91/10 
200 
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AnflSvong. 

4)  y  =  a  +  6a?  +  ^^* ■^— . 

A  C 

5)  a:2  +  4^y  +  4y^+la;  +  ly  +  l,5  =  0     •    •    •  •^. 

6)  49«*+14a:y  +  y«  +  8  =  0 0  (imag:.  Geradenpaar). 

7)  y*— 18a;  +  3  =  0 9. 

8)  4a:*+16a:y  +  4y*  +  6  =  0 0  (imag.  Qeradenpaar). 

Andeütaiig  rar  AuflSvong.    Nach  ErörteniDg  48  ist: 

üebiingsaiii^be  169.  Der  Pankt  1,4  ist  ein  Pankt  der  Parabel  y^  — 16a;  =  0. 
Man  soll  die  Länge  des  Lotes  vom  Brennpunkt  auf  die  Tangente  in  diesem  Pu^,  den 
Winkel,  welchen  diese  Senkrechte  mit  der  Achse  bildet,  und  die  Koordinaten  des  Fnss- 
Punktes  bestimmen. 

AuflSsong.  Der  Halbparameter  ist  8;  daher  ist  nach  Aufgabe  71  die  Länge  des  Lotes: 

1        __  Q  2  t/s" 

-5"  V8«  +  4«  =  2  Vb,  also  cosa  = ^  = ^--; 

2  '  4 1/5  ö 

die  Gleichung  der  Tangente  ist: 

i>a:  — yyi 4-1^^1  =  0,  oder:  2a:  — y  +  2  =  0; 
die  Gleichung  der  Senkrechten  ist: 

^yi+i?y  — yi^yi  =  0,  oder:  a:  +  2y  — 4  =  0; 
daraas  findet  man  als  Koordinaten  des  Fnsspanktes:  8,  — 2. 

Velmngsaiifgabe  160.  Man  soll  die  Gleichung  der  Parabel  y^  —  2^70;  ==  0  anf 
ein  schiefwinkliges  Koordinatensystem  vom  Achsenwinkel  =  60^  beziehen,  dessen  Achsen 
Durchmesser  nnd  konjugierte  Tangente  sind. 

AnflOsong.  Nach  Aufgabe  66,  9)  muss  ^^60^  =  y,  also  5  =jp  ctg^^  sein,  dann  ist: 

aber  nach  Kleyer,  Lehrbuch  der  Goniometrie,  ist: 

1      —  3  2 

«f'nGO*^  =  -^r  VS,  also:  5m*60®  =  -7-,  daher:  a  =  -r-p\ 

folglich  die  Parabelgleichung:  0 


y*— ■s-i'^^o. 


üebnngsanfgabe  161.  Welchen  Winkel  bildet  die  Tangente  im  Punkte  1,5  der 
Parabel  y^  —  26^  =3  0  mit  dem  Radiusvektor  und  der  Achse? 

Aufl5sung.    (Siehe  Figur  91.)    Nach  Aufgabe  68  ist: 

25 

^^^  =  "2:5"  =  ^'^- 

Nach  Anmerkung  113  halbiert  die  Tangente  PT  den  äusseren  Winkel  zwischen 
Radinsyektor  FT  und  Durchmesser  TC,  also  ist  <^  FTF  gleich  dem  Winkel  zwischen 
Tangente  und  Durchmesser.    Beide  gesuchten  Winkel  sind  also  einander  gleich. 
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Vebungiaiifgabe  162«    Die  Oleichnng  der  Sehne  zwischen  den  Punkten  x^^  y^\ 
^21  y«  ^^^  Parabel  y*  —  2pz  ^0  anzugeben. 

AüflSsnng.    Nach  Teil  I,  Erörterung  8  ist  die  Gleichung  der  Sehne: 

«(yi— y»)— y(a?i— iP2)+«iy«— i«?2yi  =  o; 

wegen  der  Parabelgleichong  ist: 


—  yi 


2 


daher  Gleichung  der  Sehne: 


^^^  2p'    ^*  "■ 


y2^ 


2p  • 


oder: 


oder: 


^(yi-y2)--^(yi*-y2^  +  ^ 


yiy2' 

2p 


=  0 


yiy2 


2i>a?— y(yi+y2)+yiy2  =  o. 


Vebungsan^abe  163.    Die  Bedingung  anzugeben,  unter  welcher  die  Gerade: 

«rp  +  ^y  +  l  =  0 
Tangente  an  die  Parabel  y'  —  2px  =  0  ist. 

y- 
Aüflosnng.    Setzt  man  in  der  Gleichung  der  Geraden:  x  =  -^ ,  so  ist: 


also  y  =■ 


«y*  +  2i>ry  +  2j?  =  0, 
—  pv-iz  Vp^v*  —  2up 


2p 


u 


die  Ordinate  des  Schnittpunktes.   Die  beiden  Schnitt- 


punkte fallen  zusammen,   d.  h.  die  Gerade  ist  Tangente,  wenn  p^v^  —  2t^jp  =  0  oder 
pv^  —  2u  =  0. 

Anmerkung  117.    Die  Gleichung  einer  Parabel  in  Linienkoordinaten,  bezogen  auf  die 
Achse  und  den  Scheitel,  ist:  pv^  —  2u  =  0. 

TTebnngsanfgabe  164.  Den  Satz  zu  beweisen:  Das  Stück  eines  Durchmessers, 
welches  zwischen  einer  zu  ihm  konjugierten  Sehne  und  deren  Pol  li^,  wird  von  der 
Parabel  halbiert 


Figur  93. 


Auflösung.  Die  Gleichung  der  Parabel 
in  -schiefwinkligen  Koordinaten,  bezogen  auf 
den  Durchmesser  ^Xund  die  koiy  agierte 
Tangente  A  F,  ist  nach  Aufgabe  66 :  y*  —  4  ax 
=  0.  Die  Tangente  im  Punkte  P,  dessen 
schiefe  Koordinaten  AQ  und  PQ^  x^  undy^ 
sind,  hat  die  Gleichung  yy|  —  2a{x-\-x^ 
=  0  [siehe  Aufgabe  67,  9)].  Daher  ist  fSr 
y  =  0  die  Abscisse  AT  ^  Punktes  T,  wo 
^  der  Durchmesser  AX  von  der  Tangente  ge- 
schnitten  wird  =  — x^,  daher  wird  ^Tvon 
A  halbiert.  Aber  nach  Anmerkung  103  und 
Erörterung  50  ist  PQ  die  Hälfte  der  Be- 
rühmngssehne  für  das  Ton  T  ausgehende 
Tangentenpaar,  d.  h.  der  Polare  von  T,  es 
wird  also  das  Stück  TQ  des  Durdunessers 
zwischen  Pol  und  Polare  von  der  Parabel 
halbiert.  

TTebungsaufjgabe  166.  Den  Satz  zu  be- 
weisen: Der  Abschnitt,  welchen  die  Polaren 
zweier  Punkte  auf  der  Achse  bflden,  ist  gldch 
der  Differenz  der  Abscissen  dieser  Punkte. 
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AuflSfung.    Die  Polaren  von  Xi,  y^;  äTj,  y%  haben  die  Oleichnngen : 

Setzt  man  darin  y  =  0,  so  erhält  man  ihre  Achsenabschnitte  — x^  nnd 
Differenz  ist  der  Abschnitt  der  Achse,  welcher  zwischen  den  Polaren  liegt  =  —  («i  —  x^> 


—  x^.   Die 


TTebimgfanfgabel66.  Es  soll  zwischen 
den  Längen  zweier  rechtwinklig  zu  einander 
stehenden  Tangenten  nnd  dem  Parameter  der 
Parabel  eine  Beziehung  anfgefonden  werden, 
welche  von  der  Lage  des  Schnittpunktes  an- 
abhängig ist 

AnflSsnng.  Der  geometrische  Ort 
für  den  Schnittpunkt  F  des  rechtwinkligen 
Tangentenpaares  ist  nach  Anmerkung  101 
die  Leitlinie.  Nach  Anmerkung  110  geht  die 
Berührungssehne  TT^  durch  den  Brennponkt 
F,  nach  Anmerkung  107  steht  PF  sen^echt 
auf  TT^,  und  nach  Anmerkung  112  ist 
-<i  ^  PjP  =  2  T^PF.  Wenn  man  nun  den 
Winkel  AFP  mit  a  bezeichnet,  so  ist: 

<^^PjF'=90®  — a, 
daher: 

<^TiPi?'=45<^— 1«, 

ebenso  <^  PTF,  Nun  giebt  nach  Kleyer^  Lehr- 
buch der  ebenen  Trigonometrie,  das  Dreieck 
ÄPF,  in  welchem  AF  =  p  ist,  die  Glei- 

chung  FP  = ,    femer   die   Dreiecke 

**  cosa 

PFT^  und  PTF  die  Gleichungen : 

PI 
PT  = 


Figur  94. 


PT^  = 


PF 


sin  [45^ — Y  V  ^^*  G^^  ""  Y  V 

wenn  man  also  die  Längen  der  Tangenten  mit  a  und  b  bezeichnet,  so  ist: 


a  = 


oder: 


08  a  sin  (45®  —  -^a)  cos  a  cos  (45® — y  a  ) 

cos a  sin ( 4!>® — — « J  ^  — ,       cosa  cos (45®  — o"  V  "^  "f"* 


Dividiert  man  einerseits  beide  Gleichungen,  quadriert  man  sie  andererseits  und 
addiert  sie,  so  erhält  man: 


daher  ist: 


also: 


'^«•-i«)  =  T' 


cos^a  = 


j>2  (^2  ^  ^2) 


.  sin 


^      __  jp8(a2-j-ft2)    ^     a2  52_y2(^2^^2) 


cosa  ^ 


p  Va^  +  b^ 


ab 


sma 


y(ab+pVa^  +  b^(ab—pVa^  +  b^) 
""  ab 


Nach  Kleyer,  Lehrbuch  der  Goniometrie,  ist  aber: 
.,(45«-j«)=\AI 


sma 


'\-sina  * 


daher 


1  — sina 


l-\-sina 


b^ 
a 
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also  nach  dem  Satz  von  der  korrespondierenden  Addition  ond  Sabtraktion  (siehe  Staudaeher, 
Lehrbach  der  Orondrechnonifsarten  mit  Bachstabengrössen)  sina  =  — htFi  folglich: 

oder  nach  dem  Satz  von  der  korrespondierenden  Addition  nnd  Sabtraktion: 

TTebongsan^abe  167.  Von  einem  Pankt  x^^  y^  ist  an  die  Parabel  eine  Normale 
gezogen.    Die  Koordinaten  ihres  Schnittpunktes  mit  der  Parabel  zu  berechnen. 

AnflSsnng.  Die  Gleichang  der  Tangente  im  Punkte  |,  17  ist  yij — 1^(«  +  D  =0. 
Die  Senkrechte  za  dieser  Geraden  durch  den  Punkt  |p  r]  hat  die  Gleichung  (siehe  Teil  I, 
Aufgabe  26  und  Teil  II,  Aufgabe  68)  17(0;  — |)+i)(y  — 1?)  =  0.  Soll  diese  Gerade 
durch  a?!,  y^  hindurchgehen,  so  muss  auch  71  (x^  —  l)+JP(yi  —  ^)  =  0  sein. 

Da  aber  |,  17  ein  Punkt  der  Parabel  ist,  so  ist  |  =  -g^— ,  daher: 

i?(«i  — -^)+-P(yi  — 17)  =  0,  oder  i?yi  + 17(0:1 —i?)  —  —  =  0. 

Dies  ist  eine  Gleichung  dritten  Grades  für  17,  es  giebt  also  von  einem  gegebenen 
Punkte  aus  drei  Normalen  an  die  Parabel.  Die  Gleichung  dritten  Grades  für  die  Ordinate 
des  Schnittpunktes  lautet  geordnet: 

178  =  2pfi{x^  — i?)  +  2i?2y,. 
Ihre  Wurzeln  sind  nach  Metger,  Lehrbuch  der  Gleichungen  dritten  und  vierten  Grades: 


Setzt  man  die  reellen  Werte  der  beiden  Kubikwurzeln  =  u  bezw.  r,  so  ist: 

i7i  =  t*  +  t^,    17,  = X_.^ ö-V^-3|     ^3  = ? ^— V^-3. 


2 


«j2 

Aus  17  erhält  man  |f  durch  die  Formel  |  = 


2 


2i>- 
Die  trigonometrische  Lösung  für  den  Fall  von  drei  reellen  Wurzeln,  d.  h.  wenn: 

32 

-2^jp»(a:i— ^)»>4i?ViS  oder  ^{p^x'-'Pf>21py^ 

ist,  erhält  man,  wenn  man  den  Winkel  3gp  aus  der  Gleichung: 

5m3g)  = ^^^^=== 

2p{po^  —  V)\J-^P{^x—p) 
bestimmt,  dann  ist: 


Vi  =  —  V  3-i'  (^1  —P)  «*>^gp I       ^%  =  —y-^P  iPi  —P)  8in{%{fi  —  g)) , 

178  = +y  |-p(a:i  — i>)  5m(600+ qp). 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  Bl  1881. 


Der  ansfttlirliche  Prospekt  und  das  ansftUirliche  In- 

haltsyerzeielmis  der  ^^yoUstäiidig  gelösten  Aufgabensammlung 
von  Dt,  Ad.  Kleyer*^  kann  von  jeder  Buchhandlung,  sowie  von 
der  Yerlagshandlung  gratis  nnd  portofirei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aafgeschoitten  nnd  gut  brochiert,  um  den  sofortigen  und  dauern- 
den Gebranch  zn  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
und  Erkl&rongen  am  Schlüsse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreise  von  25  Pfg.  pro  Heft. 

5).  Die  Beihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  aus  dem  Prospekt  ersichtlich,  ohne  jede  Bedeutung 
für  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  Alles,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  für  Schüler  aller  Schiden,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  Torzügliohste  Lehrbuch 
cum  Selbststudium»  das  Tortreffliohste  Nachschlagebuch  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


Das  vollständige 

InhaltsYerzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  Über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Druck  von  Carl  Hammer  in  Stuttgart. 
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Vollständig  gelöste 

Aufgaben  -  Sammlung 

-  nebst  MäDgen  ungelöster  Anfgaben,  für  den  Schnl-  &  Selbstonterricht  — 

mit 

in^be  nod  Entwicklung  der  benntzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  nnd  Antworten 

erl&atert  durch 

viele  Holzschnitte  &  lithograph.  Tafeln, 

ans  allen  Zweigen 
der  Reehenkansti  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  n.  sphärischen 
Trigonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  n.  höheren  Mathematik  (höhere  Analysis, 
Differential-  n.  Integral -Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Raumes  etc.);  — 
ans  allen  Zweigen  der  Physik,  Heehanik,  Graphoatatik,  Chemie,  (j^eodEsle,  Nautik, 
mathemat.  Geographie,  A^tronomte;  des  MaBchJnen-,  Strassen-,  Eisenbahn-,  Wasser-, 
Brfieken-  n.  Hoehbaa's;  der  Konstraktionslehren  als:  darstelL  Geometrie,  Polar-  u. 

Parallel-Perspeetire,  Sehattenkonstmktionen  etc.  etc. 

für 

Schüler,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 

zum  einzig  richtigen  und  erfolgreichen 

Stadium     zur  Forthülfe  bei  Schalarbeiten  und  zar  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 
herausgegeben  von 

Dr.  Adolph  Kleyer, 

ICathematiker,  Tereideter  kOaigl.  pxeuBB.  FeldmoBser,  yereldeter  grossh.  hessiflcher  Geometer  I.  KlasM 

in  Frankfurt  a.  M. 

unter  Mitwirkung  der  bewährtesten  Er&fte. 


Analytische  Geometrie  der  Ebene. 

Zweiter  Teil. 

Die  einzelnen  Linien  zweiten  Grads. 

Nach  System  Kleyer  bearbeitet  von  Professor  H.  Cranz. 

Fortsetzung  von  Heft  1321.  —  Seite  241—256.     Mit  8  Figuren. 

Inhal  t: 

Die  Parabel.  —  Planimetrische  Koastruktioneu  an  der  Parabel. 


?=»»=t  ^iCj^»J5  f^-F=i  tS»-€?  «=i 


Stuttgart  1894, 

Verlag  von  Julius  Maier. 

Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 
durch  iede  Buchhandluna  bezoaen  werden. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  ähnliches  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3—4 
Heften  zu  dem  billigen  Preise  von  25  ^  pro  Heft  and  bringt  eine  Sammlang  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik,  Physik, 
Mechanik,  math.  Geographie,  Astronomie,  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbahn-, 
Brttcken-  nnd  Hochbaues,  des  konstroktiTon  Zeichnens  etc.  etc.  and  zwar  in  TOllstAndi^ 
gelöster  Form',  mit  yielen  Figuren,  Erklärungen  nebst  Angabe  und  Entwickeinng  der 
benutzten  Sätae,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  yerst&ndlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  gprSssere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelösten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltSTerzeicb- 
nis,  Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärungen  über  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  h  nnd  IL  Ord«,  gleich- 
berechtigten höheren  Bflrgerschulen,  Priyatschulen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro- 
gymnasien, Schullehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Baugewerkschnleo, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn,  Torbereitungsschulen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  UniTorsitäten,  Land-  und  ForstwissenschaftsschnieD, 
Militärschulen,  Yorbereitungs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  fttr  das  Eiijährig-Frei- 
willige-  nnd  Offiziers-Examen,  etc. 

Die  Schiller,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  nnd 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese.  Schritt  fflr  Sehritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernang  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  zum  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  verwerten*  Lust,  Liebe 
und  Yerstündnis  für  den  Schul-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Faehgenossen  aller  Art,  Militurs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Berufs- 
zweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Verwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.,  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erlediguug 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart.  Die  Yerlägsliandliuig, 
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XTebnngsaiifig^abe  168.  Die  Beziehnngen  zwischen  den  Koordinaten  für  den  Sclinitt- 
punkt  des  Tangentenpaares  nnd  denjenigen  des  Normalenpaares  in  den  Endpunkten  der 
gleichen  Sehne  anfzosnchen. 

Anflofung.  Es  seien  a,  b  die  Koordinaten  für  den  Schnittpunkt  des  Tangenten- 
paares, 0?,  y  diejenigen  för  den  Schnittpunkt  des  Normalenpaares,  x^,  y^]  x^^  y^  die 
Koordinaten  der  Parabelpunkte.  Nach  Aufgabe  73  erhält  man,  wenn  die  Koordinaten  a,  h 
des  Schnittpunktes  der  Tangenten  gegeben  sind,  die  Ordinaten  y^  und  y^  der  Berührungs- 
punkte als  Wurzeln  der  Gleichung  y^  —  2y6--|-2pa  =  0,  falls  die  Parabel  auf  den 
Scheitel  bezogen  ist.  

Daraus  folgt,  dass  y^-f-y^ss  26,  ^1^»  =  2aj>  und  ^j  — y,  ==  2  Vb^  —  2ajp  ist 
(siehe  Blind ,  quadratische  Gleichungen).    Da  die  x^  und  x^  mit  y^  und  y^  durch  die 

Gleichungen  x^  =  -~— ,  x^  =  —^  verbunden  sind,  so  ist: 

^^"~     4i)2     ""     4i)2     —  "• 
Nun  sind  nach  Aufgabe  68  die  Gleichungen  der  beiden  Normalen: 

^yi+py  =  ^\yi+pyi^  ^y%+py=^^2y%+py2^ 

oder: 

2pxy^  +  2/?2y  =  yj3  _^  2i?2yi , 

2i?icy2  +  2i?^y  =  y^  +  2i>2y2; 
diese  Gleichungen  geben  addiert  und  subtrahiert: 

2i?a;(yi  +  y2)  +  4;>2y  ^y^8^y^s_|_2i?«(yi  +  y2)i 
oder: 

2i>a:(yi  +  y^  +  4i>2y  =  (yi  +  y2)[(^i4-y2)'-3yiy2  +  2i?T 
und 

2  p  a:(y  1  —  ya)  =  yi»  —  y^»  +  2i)2  (y  ^  —  yj^) , 

oder  nach  Division  mit  y^  —  y^,  • 

2pa:  =  yi2  4-yjy2  +  yj2  +  2i>2, 
oder: 

2^a:  =  (y  1  +  yjj)«  —  ^i  y»  +  2i?^. 

Nach  Einsetzen  der  Werte  für  yi  +  y2  ^^^  ^1^2  erhält  man: 

2px  =  Ab'^  —  2ap-{'2p^,    x  =  —{2b'^—ap']-p^). 


oder: 
also: 


4  ^'i^a:  +  4i?2y  =  2  6  (4  62  —  6  aj?  +  2/>2), 
^b^ -'  ^abp -{-  Abp^ -{-  ^p'^y  =  %¥  —  I2abp  -^ ^bp^ , 

2ab 


TTebungsaitflgabe  169.  Folgenden  Satz  zu  beweisen:  Der  Inhalt  des  von  drei 
Parabeltangenten  gebildeten  Dreiecks  ist  die  Hälfte  vom  Inhalt  des  Dreiecks  aus  den 
drei  Berührungspunkten. 

AuflSiung.  Der  doppelte  Inhalt  des  aus  den  drei  Berührungspunkten  ar^,  y^; 
^2t  y2>  ^8>  yz  gehildeten  Ih-eiecks  ist  nach  Teil  I,  Aufgabe  14: 

2  J- =  (^2  —  a:i)  (yg  —  yi)  —  (a?3  —  Xi)  (y^  —  yi) , 
Cranz,  Analytische  Geometrie  der  Ebene.    II.  16 
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oder  wegen  der  Parabelglelcliong  y-  —  2|>a?  =  0: 

2  ^  =  ^  [(^2-  -  ^1^  (^3  -  y  i)  -  W  -  vx^)  (^2  -  yi)] 

=  "2^  [(^2  +  //i)  (^2  —  y i)  (^3  —  y,)  —  (ys  +  ^i)  {yz  —  y i)  Ü^a  —  .Vi)] 

=    2^(y2  — yi)(y8  — yi)(y2  +  i^l  — //3  — ^l) 

(yi  —  y«)  (^2 — .ys)  0/8  —  y  i). 


2i? 

Die  Sclinittpnnkte  der  Tangenten  mögen  die  Koordinaten  a^^h^\  a^,  ^s;  as,  ^s 
haben,  dann  iBt  der  doppelte  Inhalt  des  Dreiecks  aas  den  Tangenten: 

2  Ji  =  (a^  —  ttj)  (fts  —  ^i)  — {«3  —  flf  i)  (^2  —  ^i). 
Aber  nach  der  vorhergehenden  Aufgabe  ist: 

^3  = 2 ,     *2  = 2 '     ^'^ 2 ' 

daher  ist  der  doppelte  Inhalt  des  Tangentendreiecks: 

oT      (yi — y»)  /^     ^^     (yi  —  y»)  /^     ^x 

2^1  = 2 («2  —  «i) 2 ^^  "  ^^' 

Aber  nach  üebnngsanigabe  168  ist: 

y2y3      ^       yeyi      ^       yiy2 


^^~    2i?    '     "^^  2i>    '     "'^-    2i?    ' 
daher:                       • 

ysCyi  — y2)  ^      ^       Myi  —  ^fd 

Ö2  —  Ot  = Z ,  ÖS  —  Ö,  = 


2i>         '       '      ^  2p 

folglich: 

2Ji  =  -^  [ys{yi  —  ys)  (^i  —  ^2)  —  y2(^i  —  ^2)  (^i  —  ^3)] 

=  +  -4^  (ys  —  y  i)  Cvi — y2)  O/2  —  ys). 

Es  ist  also  Jj  =  -^  J.    Der  Unterschied  im  Vorzeichen  rtlhrt  davon  her,  dass  die 

Dreiecke,   wenn  man  sie  im  Sinne  der  wachsenden  Indices  nmffthrt,  entgegengesetzt« 
UmlaoMchtong  haben.  

Uebnngsan^abe  170.    Den  Halbmesser  des  Umkreises  für  das  ans  drei  Parabel- 
tangenten bestehende  Dreieck  zu  bestimmen. 

Auflösung.    Nach  einer  bekannten  trigonometrischen  Formel  gilt  für  den  Umkreis- 
halbmeser  eines  Dreiecks  die  Gleichung: 

JJ 

t    = 

^sinasinßsiny  * 
wo  J  der  Inhalt  und  a,  ßj  y  die  Winkel  des  Dreiecks  smd. 
Nun  sind  die  Gleichungen  zweier  Tangenten: 

i^^  — yiy+JP^i  =  0,    jpa;  — ^2y+jpar2  =  0, 
daher  ist  nach  Teil  I,  Aufgabe  18,  f[ir  den  Winkel  y  zwischen  denselben: 

entsprechende  Werte  gelten  fBr  sinß  und  ainy;  folglich  ist: 

4i»'  O/i — Vi)  {y*  —  //«)  (.y»  —  yi) 
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Aber  nach  der  yorigen  üebnngsanfgabe  ist: 

2«^  =  ^  (yi — ^2)  (y2  —  ys)  0^8  —  ;/i) , 

daher  ist: 

Aafflerknng  117  a.   Der  Ansdrack  für  r^  in  der  vorigen  Qleichnng  lässt  sichaach  schreiben: 

-=w('+f)(-+f)(-+f-). 

oder,  da  •^—  =  x  ist: 

^  =  3ß^  (i>  +  2a;,)  (i>  +  20:2)  (i?  +  20:3). 

Nun  sind  aber  die  Grössen jp-j-2rr,,  jp-{-2a:2,i>-{-2ar8  nach  Anmerkung  100 
nichts  anderes  als  die  Halbparameter  ^/,  jpt'y  ps  der  zu  den  Tangenten  koigngierten 
Durchmesser.    Daher  ist: 

Das  Quadrat  des  Umkreishalbmessers  um  ein  Tangentendreieck 
einer  Parabel  ist  gleich  dem  Produkt  der  Halbparameter  der  drei 
zu  den  Tangenten  konjugierten  Durchmesser,  dividiert  durch  den 
achtfachen  Hauptparameter. 

Uebnngsanfigabe  171.    Den  Inkreishalbmesser  eines  Tangentendreiecks  der  Parabel 
KU  berechnen. 

AnflSsong.    Sind  8^^  82 ,  ss  die  Seiten  eines  Dreiecks,  q  der  Inkreishalbmesser, 
80  ist  nach  einem  bekannten  geometrischen  Satz  (siehe  Teil  I,  üebnngsaufgabe  131) 

2J 

Q  = i i 1  aher  s,  =  2r8t'na,  «2  =  2r«mÄ,  s^  =  2rsiny,  wo  r  der  Radius 

des  Umkreises  ist  (siehe  TeU  I,  Anmerkung  59),  daher: 

^ 2J 

^         2  r  {sin  a  +  sinß-^-  siny)  * 
Nun  ist  nach  Uebungsaufgabe  169: 

2J=—  (yi  —  yj)  iVt  —  Vt)  (y«  —  ^i)» 
nach  Uebungsaufgabe  170: 

i^  [(yi  -  y2)  Vp' + ys^  +  (^2  -  ^b)  Vp^ + Vi^  +  O^s  -  Vi)  Vv" + ^2"] 


-  ^      y/jßij^  y^  Vp^ '+  y»*  Vp^ +yi' 

=  (yi  -  y2)  Vp^'  +  (ya  7-  yd  VpI+  (i/i  -  ys)  Vpi 

yPxP^Pf! 
Also: 

^ (yi  —  y2)  (y2 — ys)  (yaj^  yp ^ 

^      21/]^  [(^1  -  y^)  v^K + (y2  -  ys)  /K  +  (ys — yi)  V^] ' 


TTebnngsaii^abe  172.    Den  Umkreishalbmesser  eines  der  Parabel  einbeschriebenen 
Dreiecks  zu  berechinen. 
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Aiifl5siing.    Nach  einer  bekannten  g^eometiischen  Formel  (Biehe  Kleyer,  Lehrbneh 
der  Trigonometrie)  ist  r  =    ^^j  . 

Nun  seien  x^^  y^\  x^^  y^\  xs,  ys  die  Koordinaten  der  Eckpunkte  des  Dreiecks,  so 
ist  8^^  =  (a?2  —  arsr  +  Cy,  —  !/b)^i  oder  wegen  der  Parabelgleichnng: 

oder: 

4i?2  5^2  =  (^2  —  ^3)2  (^2  -}-  ^3)2  ^  4^2  (^^  _  yg)2  ^ 

oder: 


P^*.*  =  (..-ya)^[(-^)+4 


Sei  nun  ^^   die   Ordinate  des  Endpmiktes  von  dem  zur  Sehne  23   koiyngierten 

Vs  ~f~  ys 
Durchmesser,  so  ist  ^^  =  -=-^-~ ,  weil  dieser  Durchmesser  die  Sehne  halbiert,  also: 

i>'V  =  (y2-y3)^(V+i>^ 

oder: 

P^ffi^  =  (j/i  —  ^^'PPii 
Wenn  p^  der  Halbparameter  des  zur  Sehne  28  koigugierten  Durchmessers  ist,  folglich  ist: 

daher:  

___  Vpi  P9Pi  (.ya  —  ysHys  —  //i)  (yi  —  yg) 

Nun  ist  aber  nach  üebungsaufgabe  169  der  Inhalt  des  Seitendreiecks  gegeben  durch: 

2  «^  =  27  (yi  —  ya)  (!/i  —  //s)  (ys  —  y,) , 

also:  

^  ^   VJ^P^i     ^   V  P1P2PB  . 

daraus  folgt  der  Satz: 

Anmerkung  118.  Das  Quadrat  des  Umkreishalbmessers  um  das  von  drei 
Sehnen  einer  Parabel  gebildete  Dreieck  ist  gleich  dem  Produkt 
der  Halbparameter  für  die  drei  zu  den  Sehnen  konjugierten  Durch- 
messer, dividiert  durch  den  halben  Hauptparameter. 

ITebungsanfigabe  173.  Die  Koordinaten  des  Berfibrungspunktes  einer  Tangent« 
und  die  Länge  der  parallel  zur  Tangente  durch  den  Brennpunkt  gehenden  Sehne  durch 
den  Winkel  auszudrücken,  welchen  die  Normale  gegen  die  Achse  macht. 

Auflösung.  Ist  a  der  Winkel,  welchen  die  Normale  gegen  die  positive  X-Achse 
macht,  so  ist  nach  Aufgabe  71  die  Länge  des  Lotes  vom  Brennpunkt  auf  die  Tangente 

gleich r;-^^ — ;   daher  ist  nach  Teil  I,  Erörterung  12  die  Gleichung  einer  Parabel- 

tangente,  bezogen  auf  den  Brennpunkt  als  Ursprung: 


oder: 


P 
X  cosa  +  y  sin  a  +  -z =  0, 


P 
X  cos^a  +  y  cos  asina-\--^  =  0. 
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Verbindet  man  diese  Gleichung  mit  der  auf  den  Brennpunkt  bezogenen  Parabel- 
gleichung 2jpa:  =  y* — 2?S  so  ist: 

y*  —  P^       o  P 

'    g   —  co8^ « -j- y  CO« «  »m«  4"  "g"  =  0, 

oder: 

1/^  cos^a-^p^ — p^cos^a-\-2pi/co8asina  =  0, 
oder: 

j/^  cos^  a-{'2p^  eo8asina-{-  p^  sin^a  =  0 , 
oder: 

(t/  cosa  -{-p  sinay  =  0, 

woraus  für  den  Berührungspunkt  sich  die  Ordinate  i/  =  — ptga  ergiebt 
Die  Parallele  zur  Tangente  durch  den  Brennpunkt  hat  die  Gleichung: 

X  cosa  +  .y  *«w  a  =  0, 
oder  verbunden  mit  der  Parabelgleichung: 

w2  —  p2 

-  cosa  +  y  sina  =  0, 


2p 
oder: 

y^  cosa  +  2py  sina  — p^  cosa  -=  0, 

woraus  für  den  Schnittpunkt  der  Brennpunktssehne  mit  der  Parabel  die  Ordinaten: 

p{l  —  sina)         ,,  p(l+5i«a) 

^  cosa  ^  cosa 

folgen;  daraus  erhält  man: 

y'  +  y"  =  —  2ptga,    y' -  ij"  =    ^^ 


cosa 


y^        p 

Da  aber  x  =  -z ^ ,  so  ist: 

2p        2  * 

2j?  22)  2  p  cosa  cos^a 

Die  Länge  der  Brennpunktssehne  ist  nach  Teil  I,  Aufgabe  10: 


8 

aber: 


^  /     I   v./        ^  /         V    co«^^    I        co«*a  (70«*a 


1  shi^a-\-cos^a 

cos^a 
daher: 


o     —  9  =1  +  tg^a, 

cos^a  cos^a  '    ^ 


Ä  =  2i?  (1  +  tg^a)  =  2jp  +  2p  ^^2^. 
Nennt   man  y^  die  Ordinate  des  Berührungspunktes,    so  ist  nach  dem  Obigen 
^1  =  — P^ff^f  «Iso  yi^  =  p^tg^a,  also: 

« =  f  (p*+yi*)  =  20'+^)  =  2^' 

wo  j)'  der  Halbparameter  des  zur  Tangente  koi^'ugierten  Durchmessers  ist. 

Anaerkimg  119.    Ans  der  vorhergehenden  Angabe  folgt  der  Satz: 

Der  Parameter  eines  Durchmessers  ist  gleich  der  zum  Durch- 
messer konjugierten  Brennpunktssehne. 

Anmerkung  120.    Da  nach  der  vorhergehenden  üebungsaufgabe  der  Halbparameter  des 

p 
zu  einer  gegebenen  Tangente  konjugierten  Durchmessers  durch  p'  =    ^    o      ge- 
geben ist,  so  ist:  *'^    " 

ti 


P      .1..   ......  P'—P 


cos^  a  =  -^ ,  also  sin^a  =  -^ — ts^--  ,   sin  a  ^  — r  Vp*^  —  p^. 
p'  p*^       '  p 


oder: 
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Folglich  wird  die  Gleichung  der  Tangente: 

TTebungsan^be  174.     Den  Ort  desjenigen  Ponktes  zu  finden,  in  welchem  die 
Normale  einer  Parabel  von  dem  anf  sie  ans  dem  Brennpunkt  geföUten  Lot  getroffen  wird. 

Auflösung.    Da  für  den  Brennpunkt  als  Ursprung  die  Gleichung  der  Tangente: 

p 

'  '  '    2cosa 

ist,  so  ist  die  Gleichung  der  Normale: 

xsina  —  ycosa  —  rf  =  0, 
wo  e^  so  zu  bestimmen  ist,  dass  die  Normale  durch  den  Berührungspunkt  mit  den  Koordinaten: 
y  =^vtQa     X  =  y\^^^  ^  V^tg^a—p^  _  p_    sin^a  —  cos^g  _  p^  l^2cos^a 
^^  ^  ^   '       ^  2p  2p  2  '         cos^a         ~"  2       cos^a 

geht.    Es  muss  also: 

p    l  —  2cos^a    .        ,      ^  ^      .         j         j        psina 

-TT ö 8ina+p  tga  cosa  =  d  sem,  oder:  d  =  "^ — s— . 

Die  Gleichung  der  Normale  ist  also: 

p  sin  a 

X  sina  —  ycosa  — -z — ö —  =  0. 
^  2cos^a 

t)  StftU. 

Da  das  Lot  vom  Brennpunkt  auf  die  Normale  den  Wert  ~- — s —  hat  raid  sein 

Winkel  gegen  die  X-Achse  =  a  —  90^  ist,  so  erhält  man  die  Koordinaten  des  Fd8s- 
punktes,  wenn  man  das  Lot  bezw.  mit  sina,  — cosa  multipliziert.  Es  ist  also  far  den 
fraglichen  Ort: 

.  psin^a  p  sina  cosa 

^"^   2cos^a  '     ^"^  2cos^a      ' 

oder: 

1  =  1"^^^«»        '7  =  — |-^^a. 

p 
Also  ist:   7f=ZY^i  oder:   Die  Gleichung  des  gesuchten  Ortes  stellt 

eine  Parabel  dar,  deren  Scheitel  der  Brennpunkt  und  deren  Parameter 
der  vierte  Teil  des  gegebenen  Parameters  ist. 


TTebungsaufgabe  175.  Den  geometrischen  Ort  för  die  Schnittpunkte  der  Normalen 
in  den  Endpunkten  aller  durch  einen  gegebenen  Punkt  gehenden  Sehnen  zu  finden. 

Auflösung.  Wenn  die  Sehne,  in  deren  Endpunkten  die  Normalen  errichtet  sind, 
durch  einen  festen  Punkt  geht,  so  durchläuft  ihr  Pol,  d.  h.  der  Schnittpunkt  des  Tan- 
gentenpaares in  den  Endpunkten  der  Sehne,  eine  Gerade  (siehe  Aufgabe  15).  Nun  sind 
die  Koordinaten  a,  b  des  Tangentenschnittpanktes  und  die  Koordinaten  x,  y  des  Normalen- 
schnittponktes  nach  Uebungsaufgabe  168  durch  die  Gleichungen  verbunden: 

py  =  — 2abf    px  =  2h^-j'P^  —  ap. 

Sind  A,  B  die  Koordinaten  des  gegebenen  Punktes,  so  hat  seine  Polare  in  laufenden 
Koordinaten  a,  h  die  Gleichung: 

Bh=p{A-\-a)    (siehe  An^be  67). 

Man  erhält  aus  der  ersten  und  dritten  dieser  Gleichungen  durch  Division: 

B 2p  {A  -{-  g) 

a  ""  py        ' 
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bierans: 
also: 

dies  in  die  dritte  Oleichimg  eingesetzt,  giebt: 

Setzt'  man  diese  Werte  in  der  zweiten  Oleichong  ein,  so  ist : 

oder: 

2B^{x  — i?)  =p{A±  Vj:'  —  2Byf  +  B^  {A  +  Vä^—  2By\ 
oder: 

2B^{x—p)^p{2A^'--2By±2A  V'^  —  2By)  +  B^{A+  VA^--'2By\ 
oder: 

2B^x  —  2^i>  —  2^«i>  +  2Bpy  —  ^J?«  ==  ± {2Ap  —  Ä^)  j/^«— 2i?y, 
oder: 

2B{Bx'^py)  —  (2-B«p  +  2^2^  +  ^52)  =  +  {2Ap  —  ^)  V^*— 2i?f/ ; 

hieraus  erhält  man: 

452 {Bx-^rpyf  -  45(J?a;+i>y) (2^i>  +  2A^p  +  ^5«) _^ (g^i?  —  B^^'2By 

=  {2Ap  —  B^fA^  —  {2B^p  +  2^«i>  +  ^^)2. 

Da  die  qnadratisehen  Glieder  in  x  nnd  y  ein  vollständiges  Qaadrat  bilden,  so  stellt 
die  Gleichung  eine  Parabel  dar;   der  Winkel  a,  welchen  die  Achse  dieser  Parabel  mit 

der  X Achse  bildet,  ist  nach  Erörterung  48  gegeben  durch  tga=^  1/  — . 

T    p 

Nun  hat  aber  die  Senkrechte  vom  Punkte  A^  B  auf  seine  Polare  nach  Teil  I, 
Aufgabe  26  eine  Gleichung  von  der  Form: 

folglich  ist  der  Winkel,  welchen  sie  gegen  die  Z-Achse  bildet,  durch  die  gleiche  Formel 
gegeben  (siehe  Teil  J,  Anfgabe  15). 

Die  Achse  der  gesuchten  Parabel  steht  also  auf  der  Polaren  des  gegebenen  Punktes 
senkrecht. 

Anmerkimg  120  a.  Löst  man  die  Elammeransdrüeke  der  Schlnssgleichnng  von  Uebungs- 
anfgabe  175  auf,  so  erhält  man: 

^B^{Bx+pyf  —  ^Br-x{2B^p  +  2A^p  +  AB^) 

—  2By  (4F2jp2  +  4^^P^  +  2AB^p  --^A^p^  +  ^AB^p  —  B^) 
+  iB^p'^  +  4  ^V  +  ^^^*  +  SA^B^'p^  +  4:AB^p  +  ^A^B^p 

—  4A^p^-\-4A^B^p  —  A^B^  =  0. 

Da  sich  die  von  B^  freien  Glieder  wegheben,   so  lässt  sich  die  Gleichung 
durch  4B^  dividieren  und  man  erhält: 

(Bx-^pyy  —  X  {2B^p  -{-2A^p-^AB^)-^By  (2p^  +  SAp  —  B^) 

+  (B^p^  +  2  A^p^  +  AB^p  +  2  A^p)  ==  0. 

Wird  -B  =  0,  d.  h.  fällt  der  feste  Punkt  auf  die  Achse  der  Parabel,  so 
wird  die  Gleichung  des  Ortes  für  den  Normalenschnittpnnkt: 

^2y2  _  2^2^a;  +  2A^p  (^  +  j9)  =  0. 
Die  Achse  des  Ortes  fällt  also  dann  mit  der  Parabelachse  zusammen. 

Anmerkimg  120  b.  Wird  in  üebnugsanfgabe  175  sowohl  ^  =  0  als  wi  =  0,  so  wird  die 
Gleichung  des  Ortes  für  den  Normalenschnittpunkt:  ^  =  0,  d.  h.  die  Achse,  was 
selbstverständlich  ist,  weil  der  feste  Punkt  in  diesem  Falle  der  Scheitel  ist.    Fällt 
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dagegen  der  feste  Punkt  mit  dem  Brennpunkt  zusammen,  d.  h.  wird  B  =  0  xmä. 

P 
^  =  — ,   so  wird  die  Gleichung  des  Ortes : 

Aus  Aufgabe  66,  61.  16)  und  17)  ergiebt  sich,  dass  der  Parameter  dieser 
Parabel  der  vierte  Teil  vom  Parameter  der  gegebenen  Parabel,  nnd  dass  a,  d.  h. 

der  Abstand  der  Leitlinie  der  neuen  Parabel  vom  Scheitel  der  alten  =  —  1-^p  ist 

Da  nun  der  Brennpunkt  der  neuen  Parabel  von  ihrer  Leitlinie  noch  um  ^P  absteht, 

5 

80  ist  der  Abstand  des  neuen  Brennpunktes  vom  alten  Scheitel  =  1  —p  oder  vom 

1  ° 

alten  Brennpunkt  =  1  —p, 

o 

Da  nach  Anmerkung  109  die  Polare  des  Brennpunktes  die  Leitlinie  ist,  und 
diese  nach  Anmerkung  101  der  geometrische  Ort  für  die  Schnittpunkte  recht- 
winkliger Tangentenpaare  ist,  so  folgen  die  Sätze: 

Die  Normalen  in  den  Endpunkten  aller  durch  einen  Punkt 
gehenden  Parabelsehnen  schneiden  einander  auf  einer  Parabel, 
deren  Achse  anf  der  Polaren  des  gegebenen  Punktes  senkrecht 
steht. 

Der  geometrische  Ort  für  den  Schnittpunkt  rechtwinkliger 
Normalenpaare  einer  Parabel  ist  eine  Parabel  mit  der  gleichen 

Achse;   der  Parameter  der  zweiten  Parabel  ist  der  vierte  Teil  vom  Parameter 

9 
der  ersten  und  die  Brennpunkte  stehen  um  —  des  Parameters  der  alten  Parabel 
auseinander. 

Uebnngsaii^abe  176.    Zu  beweisen:  Die  Höhen  eines  aus  drei  Parabeltangenten 
gebildeten  Dreiecks  schneiden  einander  auf  der  Leitlinie. 

Anflösnng.    Es  liege  für  die  Parabel  die  Gleichung  i/^  =i2px,  bezogen  auf  den 
Scheitel  als  Ursprung,  vor,  so  ist  die  Gleichung  der  Tangente  im  Pnnkte  li,  i/^: 

die  Gleichung  der  Tangente  im  Punkte  Igt  Vt' 

Daraus  erhält  man  für  den  Schnittpunkt  x^,  y^  der  Tangenten  durch  Subtraktion: 

_  P  (§1  -  I2) 

^^       Vi  —  y^    ' 

femer  durch  Multiplikation  der  ersten  Gleichung  mit  1/2,  der  zweiten  mit  17^: 

^1  ^2  —  ^t  Vi' . 

rji  —  rj2 
aber  es  ist: 

^^-^  2p  '     ^2  ~  2i>  ' 
daher  wird: 

^3  =  "2^^   t/s  =  yC»?!  +  V2)' 

Sind  nun  |^,  ?/^;  l^)  ^2^  Is'  Vz  ^^^  Koordinaten  der  Berührungspunkte,  so  haben 
die  Schnittpunkte  der  Tangenten  die  Koordinaten: 

VtVa  1   ,       ,       V  V^Vi  1   r       .        V 

^3  =  ^1^,    ^3  =  Y (171  +  ^2)- 


•^3  — 
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349 


X  = 


Nach  Teil  I,  üebiingsaafig^abe  80  hat  der  HöhenBChnittpimkt  die  Absoisse: 

(ifi — ya)  (i/i  —  ys)  (ys — yQ — ^i  ^a  (yi  —  y») — ^«^s  (y» — ys) — ^s^i  (ys — yi) 

^lya  — ^«yi+^ays— ««y«+a:syi— ^lys 

Nach  Einsetzen  der  obigen  Werte  ffir  a^i,  y^,  ^2,  ys»  ^st  ys  ^l^lt  man: 


—  -g  (»ii  —  iJi)  (nt  —  »Js)  (»Js  —  Vi)  + 


8i)i 


ni  »?i n»  hl  (»?j  —  ^s)  +>j  (^8  —  ^i)  +  IIa  (^1  —  Vi)] 


—  -^  hj  »j«  iVi  —  ij»)  +  ^8  Vi  (vs  —  *?i)  +  ^1  Vt  (vi  —  Vi)] 

Der  letzte  Elammeransdmck  im  Zähler  wird  =  0,  daher  ist: 


P 


iVi  —  ^a)  (Vi  —  Vs)  (Vi  —  ^i) 


2       V2  Vs  (V2  ~  Vs)  +  ^3 1/1  (%  -  Vi)  +  'Zi^a  (^i  —  V%) 

P       —  ViVt  +  Vi^Vi  —  V2^V3  +  VB^Vt  —  »?3*^l  +  ^1*^8 
2 


2' 


Da  nun  die  Abscisse  des  Höhenschnittpnnktes  unabhängig  von  der  Lage  der  Be- 
rährongspnnkte  der  Tangenten  ist,    so  liegt  der  Höhenschnittpnnkt  auf  der  Geraden 

a:  =  —  ^,  d.  h.  anf  der  Parallelen  zur  Scheiteltangente  im  Abstände  —  7;-,  nämlich  auf 
der  Leitlinie. 


ITelmngsan^be  177.  Gegeben  sind  zwei  von  einem  Pankte  ausgehende  Strecken 
a  und  h  und  ihr  Zwischenwinkel  ce,  gesucht  die  Parabel,  welche  die  Strecken  in  ihren 
Endpunkten  berührt. 

Auflösung.  Es  seien  (siehe  Figur  95)  FA  und  FB  die  gegebenen  Strecken,  so 
liegt  der  Mittelpunkt  C  der  Sehne  AB  auf  dem  durch  P  gehenden,  zur  Sehne  koigugierten 
Durchmesser  (siehe  Anmerkung  103),  und  _. 

das  Stück  FC  dieses  Durchmessers  wird  **^^  ^^* 

Dach   üebungsaufgabe  164   von   der  Pa- 
rabel in  2>  halbiert. 

Sei  nun  DC  die  X-Achse  und  die 
ZG.  AB  durch  D  gelegte  Parallele  DE 
die  F- Achse  eines  schiefen  Systems,  so 
hat  nach  Aufgabe  66  die  Parabel  in  diesem 
System  die  Gleichung: 

y«  — 2/a?  =  0. 

Bezeichnet  man  den  Neigungswinkel 
von  AC  gegen  FC  durch  9,  so  ist  nach 
Anmerkung  100: 

V*  =      .  o     ,  also  »  =:  «'  5l«^(r. 

Bezeichnet  man  die  schiefen  Koor- 
dinaten Z>C  und  AC  des  Punktes  A  durch 
Xy^  und  y,,  so  ist: 

PC  =  2a?,,    AB  =  ^yy 

Zieht  man  durch  C  zu  FB  die  Parallele, 
welche  P^  in  i?'  schneidet,  so  ist  CP 

Mittdparallele  des  Dreiecks  FAB,  halbiert  also  die  FA,  und  CF  ist  =-^FB  =  \h\ 

folglich  Ist   nach   dem  allgemeinen  Pythagoräer   (siehe  Klej/er,   Lehrbuch   der  ebenen 
Trigonometrie):  11  11 

4V  =  J«*+Y^^  — 2-2-a.— 6co5(180^~a), 

d.  h.; 

l%x^  =:.a^-^h-'\-2ahcosa. 
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Ausserdem  giebt  der  gleiche  Lehrsatz  im  Dreieck  PÄB: 

4yj2  s=  a^J^h^ — *2ab€08a. 
Femer  giebt  das  Dreieck  PÄC,  in  welchem  <^PCÄ  =  180<>  — <p  ist: 

a^  =  i,x^  4"  y\  —  ^tf\  ^1  ^^^  (1®^**  —  ^)» 
oder:  ^  «  o 

oder:  a«  — ft« 

4a^  =  2a*  + 2^*  + 16X1^1  cosqp,     co^gj  =  —z , 

also:  I 

2  (gg  --  ftg)g (a2  _  ^,2)2 ^ 

(TOS  (p  —   ß4^^2y^2    —  (^2  ^  j2  ^  2a ft  cos«)  (a*  +  ft2  —  2a6  cosa) 

g^  — 2a^&^4-^^. 

"~  a*  +  2a2^»2  +  6*  — 4a«ft«coÄ«a  ' 
folglich  ist: 

.  j     _  2    _  g*  +  2gg6«  +  &^  —  4g^6^ coi?^«  —  g*+  2g'^^  —  6* 

^m  (]p  —  1  —  cos  <p  —         ^^2 ^-^2 _j_  2^^  ^^^^^  ^^2  ^  ^2  _  2a«»  co»a) 


{cfi']-h^'\-2ah  cosa) (a^'\-h^  —  2ah cosa)' 


Nun  ist:  p*  =  -7^— »  also: 


,2__    4y,*    _    (a2^ft2_2g5cQgg)g 


^    ■""  l^x^  ""  4(g2  +  i>2^2g«>coÄa)  ' 
folglich : 

,    .„  (g*  +  ^* — 2ahcosa)*iaH^strfia 


2\/.a2  +  6«  +  2a6cosa(g2  +  62  +  2g«>co5«)(g«  +  62_2ge>co«a) 
oder: 

2a^h^sin^a 

^""   (g2  +  «»2  +  2gftcoÄa)3/2* 

Aus  den  Formeln: 

2  («2-52)2 

)Z/V\    — — 


.2«,  — 


(«2  +  62  -|_  2g&  cos«)  («2  -|-  62  —  2g^>  CÖÄ«)   ' 

4g262  5/f^2^J 
^^^^^  =  (a2  +  62-j-2g6co5a)(a2  +  62_2a6co5«) 
erhält  man  den  Winkel  g);  hieraus  bekommt  man: 

^ j9  1      g2-}-62  —  2g6co9a 

Nun  ist  aber,  wenn  y^  den  Abstand  des  Punktes  D  von  der  Achse  der  Parabel 
bedeutet,  nach  Anmerkung  100: 

oder: 


yo* 


oder: 


=pp'-p'=p  ip'  -p)=p  {-^-  -p)  =  ^  (1  -  ««*9) 


i2 


yo^  =  7^^^ös2qp,     i/Q=pctg(f. 


Dadurch  ist  sowohl  die  Richtung  als  die  Lage  der  Achse  festgelegt  Die  Lage 
des  Scheitels  ergiebt  sich  ebenfalls  aus  Anmerkung  100,  da,  wenn  Xq  die  Entfenrang 
des  Punktes  D  von  der  Scheiteltangente  bedeutet: 


^0 
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XFebangsanfi^be  178.  Die  GleichuDg  einer  Parabel  anfzostellen,  welche  die  Schenkel 
eines  gegebenen  Winkels  in  gegebenen  Abständen  a,  b  vom  Scheitel  berülurt. 

AnflSsung.  Man  wähle  die  Schenkel  des  Winkels  als  schiefe  Koordinatenachsen, 
bezogen  auf  diese  sei  die  Gleichung  der  Parabel  (siehe  Erörterung  47): 

(aa:-j-/5y)*  +  rfa:  +  ^.y  +  l  =0. 

Setzt  man  t/  =  0,  so  erhält  man  für  die  Abscissen  der  Schnittpunkte  der  Parabel 
mit  der  ^Y-Achse  die  Gleichung: 

a^x^-i^dx+l  =  0; 

ebenso  erhält  man,  wenn  man  x  =  0  setzt,  für  die  Ordinaten  der  Schnittpunkte  auf  der 
7- Achse  die  Gleichung: 

/»"y'  +  ^y  +  i^o. 

Hieraus  folgen  für  die  Abscissen  der  Schnittpunkte  auf  der  Z-Achse  und  für  die 
Ordinaten  der  Schnittpunkte  auf  der  F- Achse  die  Werte  (siehe  Blind  ^  quadratische 
Gleichungen) :  

i  _   —d±Vd^^^^l^  ,  __    —e±  Ve^  —  4ß^ 

Soll  die  Parabel  von  den  Achsen  berührt  werden,  so  müssen  bdde  Schnittpunkte- 
paare in  einfache  Punkte  zusammenfallen,  daher  muss  sein: 

^  — 4a*  =  0,    «2  — 4jP  =  0, 
also: 

d  =  ±2a,     e=^±2ß. 

9 

Die  Gleichung  der  Parabel  wird  somit: 

(«a:  +  i5y)«  +  2(aa:±/Jy)+l  =  0; 

das  obere  Vorzeichen  kann  jedoch  nicht  gelten,  weil  sonst  die  Gleichung  der  Parabel: 

(aa:  +  j3y)2  +  2(aa:  +  iJy)  +  l  =  (aa:  +  i5y  + 1)2  =  0 

wäre,  d.  h.  die  Parabel  in  eine  doppelt  gerechnete  Gerade  ausarten  würde.   £s  ist  daher: 

(«a:  +  |?y)2  +  2  (a  J?  -  iJy)  +  1  =  0. 

Sind  a,  b  die  Längen  der  Tangenten,  so  wird: 

d  2a  1 

a?'  =  — ^r-T  =  öi  daher:  a  = r— ö-  ,  a  = ; 

2  a*  2«*  a 

und 

y'  =  -^  =  ^  daher:  J  =  +  -|^  =  +i-. 

.Folglich  wird  die  Gleichung  der  Parabel: 

oder: 

(r-i)*-<f+f)+'-» 

oder: 

x^        2xy    ,     y2  x  y    , 


TTebungsan^be  179.    Die  Bedingung  anzugeben,  unter  welcher  die  Gerade: 

"+^-1  =  0 


«1       ^1 

die  Parabel: 

x'^        2xy    I    y^  _  2a;        2y  _ 

a2  a6    "^  62  a  b    '^  ^  "^  ^ 

berührt. 
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Anfldsnng.    Eliminiert  man  ^  ans  der  Oleichnng  der  Parabel  nnd  derjenigen  der 
Geraden,  so  erhält  man: 


also: 


oder: 


oder: 


oder: 


a;2(a6i  +  ai6)2  — 2aaiir[a5i2-^  aj  &«  +  &&!  (ai  —  a)]  +  a2ai2(^>i  —  ft)«  =  0. 

Sollen  die  beiden  Schnittpunkte  der  Geraden  nnd  der  Parabel  zusammenfallen,  so  mm: 

«2(1^2  [ab^^  +  a^b^  +  bbi  (a^-^ä)]^  =  (ab^  +  a^b)*'a^a^^bi  —  ^)* 
sein   oder  * 

oder: 

Das  obere  Vorzeichen  führt  auf  die  Bedingung:  a,  =  0,  d.  h.  die  Gerade  Mt  mit 
einem  Schenkel  des  Winkels  zusammen;  das  untere  Vorzeichen  giebt: 

ab^^  -{-a^bb^  —  abb^  =  0, 

also  ist  entweder  ^^  =  0,  d.  h.  die  Gerade  fällt  mit  dem  andern  Schenkel  zusammen, 
oder  es  ist: 


a«         b, 
abi-\-a^b  =  aft,  oder:         +~i^ 


1=0. 


Figur  96. 


Anmerkung  12L    Die  Gleichung: 

a     '     b 

drückt  nach  Teil  I,  Erörterung  9 
aus,  dass  die  Achsenabschnitte 
a^,  b^  der  variabeln  Tangente, 
statt  der  laufenden  Koordinaten 
in  die  Gleichung  der  Beiührungs- 
sehne  des  festen  Tangentenpaares 
eingesetzt,  diese  befriedigen. 

Ist  also  (siehe  Figur  96) 
AB  die  Berührungssehne  und  P 
ein  beliebiger  Punkt  auf  ihr,  und 
man  zieht  durch  P  die  Parallelen 
FQ  und  PR  zu  den  ersten  Tan- 
genten, so  ist  QR  eine  weitere 
Tangente.  Man  hat  somit  den 
Satz: 

Konstruiert  man  in 
den  von  zwei  Parabeltan- 
ge.nten  gebildeten  Winkel 
ein  beliebiges  Parallelo- 
gramm, dessen  vierte  Ecke  ^ 
auf  der  Berührungssehne  liegt,  so  ist  eine  Diagonale  dieses  Pa 
rallelogramms  Tangente  der  Parabel. 


Planimetrische  Konstruktionen  an  der  Parabel. 
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Anmerkimg  122.    Die  Gldchnng  von  Uebongsanfgabe  179  lässt  sich  aueh  schreiben: 

a(b  —  6j)  =  Ol bj  oder:  a:a^  =^  b:b  —  fcj , 

hieraus  folgt  durch  korrespondierende  Subtraktion: 

a— .öjröj  =  6i:ft  — ^i,  oder:  AQiOQ  =^  ORiBR; 

man  erhält  somit  den  Satz: 

Legt  man  zwischen  zwei  Tangenten  einer  Parabel  eine  dritte 
Tangente,  so  sind  die  durch  sie  auf  den  ersten  Tangenten  ge- 
bildeten Abschnitte  umgekehrt  proportional. 


L.  Planimetrische  Konstruktionen  an  der  Parabel. 


Aufgabe  76.  Eine  Parabel  punkt- 
weise zu  konstruieren,  von  welcher 
Brennpunkt  und  Leitlinie  gegeben  ist. 

Figur  97. 


AnflSsimg.  Da  nach  der  Definition 
der  Parabel  (siehe  Erörterung  47)  jeder 
ihrer  Punkte  gleichen  Abstand  von  der 
Leitlinie  and  dem  Brennpunkt  hat,  so 
fälle  (siehe  Figur  97)  vom  Brennpunkt  F 
auf  die  Leitlinie  GO^  das  Lot  FA,  ziehe 
zu  6?  G.  beliebige  Parallelen,  welche  die 
Achse  FA  in  C^ ,  C, ,  C, ,  C^  etc.  schnei- 
den, beschreibe  um  F  mit  AC^y  AC^^ 
ACj^j  AC^  etc.  Kreisbögen,  welche  die 
betreffenden  Parallelen  bezw.  in  den 
Punkten  P,,  P/;  P^,  P,';  P,,  P»'; 
P^,  P4'  etc.  schneiden.  Halbiere  femer 
FA  in  B  und  verbinde  die  gewonnenen 
Schnittpunkte,  sowie  den  Scheitel  B 
durch  eine  stetige  Linie,  so  ist  diese 
die  Parabel, 

Die  Strecke  FA  ist  der  Halbparameter 
der  Parabel.  Zieht  man  durch  F  die 
Sehne  PP^  parallel  zur  Direktrix  und 
fällt  vom  Endpunkt  P  das  Lot  PR  auf 
dieselbe,  so  ist  PR  =  PF=FA,  daher 
AIPR  ein  Quadrat  und  PP'  =  2p, 
d.  h.  der  Parameter. 

Anmerkung  128.  Fällt  man  in  Figur  97  von  einem  beliebigen  Punkte  X  der  Parabel 
das  Lot  XS  auf  die  Leitlinie,  so  ist  dasselbe  nach  der  Definition  der  Parabel 
=  XF.  Ein  um  X  mit  XF  beschriebener  Kreis  berührt  daher  die  Leitlinie  in  'S', 
und  umgekehrt  erhält  man  den  Satz: 

Der  geometrische  Ort  für  die  Mittelpunkte  aller  Kreise,, 
welche  eine  gegebene  Gerade  berühren  und  durch  einen  gegebenen 
Punkt  gehen,  ist  eine  Parabel,  deren  Leitlinie  die  gegebene  Ge- 
rade und  deren  Brennpunkt  der  gegebene  Punkt  ist. 

Anmerkung  124.  Zieht  man  in  Figur  97  noch  FS,  so  ist  Dreieck  FSX  auf  Grund- 
linie FS  gleichschenklig;  man  kann  daher  den  vorigen  Satz  auch  so  aussprechen: 

Der  geometrische  Ort  für  die  Spitzen  aller  gleichschenk- 
ligen Dreiecke,  von  welchen  die  eine  Ecke  der  Grundlinie  fest 
ist,  die  andere  eine  Gerade  durchläuft,  ist  eine  Parabel  mit  dem 
festen  Punkt  als  Brennpunkt  und  der  festen  Geraden  als  Leitlinie. 
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Figur  98. 


Anmerkimg  125.  Zieht  man  in  Yigar  97  dnrch  den  Scheitel  B  die  Parande  smr  Leit- 
linie (die  Scheiteltangente)  I  so  ist  dieselbe  Mittelparallele  in  dem  Dreieck  AF8\ 
es  wird  also  (vergl.  Kleiner,  Lehrbuch  der  Planimetrie)  auch  FS  dnrch  die  Scheitel- 
tangente in  T  halbiert  Da  FXS  gleich- 
schenklig ist,  so  ist  TX  Mittellot  von 
FS,  daher  <^  FTX  ein  Rechter.  Man 
erhält  somit  folgende  zweite  Eonstmk- 
tion  der  Parabel: 

Ziehe  (siehe  Fignr  98)  dnrch 
den  Brennpunkt  F  alle  möglichen  Ge- 
raden, wdche  die  Leitlinie  in  S  und 
die  dnrch  die  Mitte  B  von  FA  gehende 
Scheiteltangente  in  T  schneiden;  er- 
richte anf  jeder  dieser  Geraden  in  T 
das  Lot  und  anf  der  Leitlinie  in  S 
das  Lotf  beide  Lote  schneiden  einander 
in  dem  Pnnkte  X  der  Parabel. 

Da  nach  Anmerkung  102  das 
Lot  anf  FT  in  T;  d,  h.  TX  Tangente 
te  Parabel  ist,  so  kann  man  die 
EoBStruktion  der  Parabel  aus 
ihren  Tangenten  in  folgender  ein- 
fachen Weise  bewerkstelligen: 

Ziehe  doreh  den  Brennpunkt  alle 
möglichen  Strahlen  und  errichte  auf 
diesen  Strahlen  in  ihren  Schnittpunkten 
mit  der  Scheiteltangente  die  Lote;  die 
letzteren  hüllen  eine  Parabel  ein. 


Aufgabe  77.  Eine  Parabel  ist  durch 
Leitlinie  und  Brennpunkt  gegeben;  die 
Schnittpunkte  der  Parabel  mit  einer  ge- 
gebenen Geraden  zu  konstruieren. 

Figur  99. 


Anflösnng.  Nach  Anmerkung  121 
müssen  die  gesuchten  Pnnkte  die  Mittel- 
punkte von  Kreisen  sein,  welche  die 
Leitlinie  berühren  und  durch  den  Brenn- 
punkt gehen.  Diese  Kreise  gehen  somit 
auch  durch  den  Punkt  G^  welcher  zum 
Brennpunkt  symmetrisch  gegen  die  ge- 
gebene Gerade  liegt  Die  Aufgabe,  einen 
Kreis  durch  jP  und  G  zu  legen,  welcher 
die  Leitlinie  berührt,  ist  in  „Crom,  das 
apoUonische  Problem'',  ausÄbrlich  be- 
handelt 

Verlängert  man  FG  bis  zum  Schnitt 
mit  der  Leitlinie  in  T,  so  mnss  nach 
dem  Tangentensatz: 

TF*  TG  =  TS^  sein. 

Man  beschreibt  daher  über  TG  einen 
Halbkreis,  welcher  von  dem  auf  TFin  F 
errichteten  Lote  im  Punkte  H  geschnitten 
wird,  macht  auf  der  Leitlinie  von  T  ans 
die  Strecken  TS  und  TS^  =  TH,  und 
zieht  durch  S  und  S^  die  Paralleleu  zur 
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Erkl.  108.    Der  Beweis  für  die  Eonstmk-  Adise,  welche  die  gegebene  Gerade  in 

tion  folgt  ans  dem   bekannten  Kathetensatz:  ^^^  Ptmkten  X  und  X  schneiden. 
Im  rechtwinkligen  Dreieck   ist  jede  Kathete         /rtp^^p;.  «j^Kp  -R-kl    10^^ 
mittlere  Proportionale  «ur  Hypotenuse  und  zu        (.l>eweis  Siene  JJiFKl.  lU^J.; 

ihrer  Projektion  auf  die  Hypotenuse. 

Anmerkung  126.  Die  Aufgabe  77  lässt  zwei  Lösungen  zu,  solange  der  Brennpunkt  F 
und  der  Punkt  G  auf  derselben  Seite  der  Leitlinie  liegen,  d.  h.  wenn  entweder  der 
Brennpunkt  innerhalb  des  von  Leitlinie  und  Gerade  gebildeten  Winkels  liegt,  in 
welchem  auch  der  Punkt  A  liegt,  oder,  falls  die  Gerade  zwischen  Brennpunkt  und 
Punkt  A  hindurchgeht,  wenn  das  Lot  vom  Brennpunkt  auf  die  Gerade  kleiner  ist 
als  die  Hälfte  der  Strecke  FT. 


Aufgabe  78.  An  eine  dorch  Leit- 
linie nnd  Brennpunkt  gegebene  Parabel 
von  einem  gegebenen  Punkte  ans  die 
Tangenten  zu  legen. 

Figur  100. 


Anflösnng.  Es  seien  (s.  Figur  100) 
PT,  PTj  die  gesuchten  Tangenten,  von 
T  und  Ti  aus  auf  die  Leitlinie  die  Lote 
TS,  Ti  Si  gefällt,  so  ist  nach  Anm.  102 
PT  Mittellot  auf  FS  und  PT^  Mittellot 
auf  jPSi,  also  ist  PS  =  PF  =  PSi. 
Daraus  ergiebt  sich  folgende  Konstruk- 
tion: 

Beschreibe  um  P  mit  Pf  einen  Kreis, 
der  die  Leitlinie  in  S  und  £>^  schneidet, 
ziehe  FS  und  FS^  und  fälle  darauf 
von  P  die  Lote;  diese  sind  die  gesuch- 
ten Tangenten. 


Aufgabe  79.    An  eine  durch  Leit- 
linie und  Brennpunkt  gegebene  Parabel 

parallel  einer  gegebenen  Geraden   die        .    -,„  t-,^,,    /  •  u   i^n-     \r,^\ 

Taneente  zu  legen  Auflösung.   Fälle  (siehe  Figur  101) 

^  ^    '  vom  Brennpunkt  F  auf  die  gegebene 

Gerade  das  Lot,  welches  die  Leitlinie 
in  S  schneidet,  und  errichte  auf  FS 
das  Mittellot,  so  ist  dieses  die  gesuchte 
Tangente  und  die  Parallele  durch  S  zur 
Achse  ist  der  konjugierte  Durchmesser. 

Anmerkung  127.  Da  nach  Anm.  112  die  Tangente  den  Winkel  zwischen  dem  Brenn- 
strahl des  Beriihrungspunktes  und  dem  Lot  vom  Berührungspunkt  auf  die  Leitlinie 
halbiert,  so  kann  man  (siehe  Figur  101)  die  Tangente  in  einen  gegebenen  Parabel- 
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punkt  P  ziehen,  wenn  man  Brennpunkt  nnd  Achse  kennt:  Man  zieht  den  Brenn- 
strahl  FF  nnd  die  Parallele  PD  durch  P  zor  Achse  und  halbiert  den  Winkel  DFF, 


Figur  101. 


Fignr  102. 


B(         F 

X 

y     1 

l     \ 

/ 

x\/ 

/ 

/ 

Anmerkung  128.  Da  nach  Aufgabe  68  die  Subtangente  im  Scheitel  halbiert  wird,  so 
giebt  es  eine  sehr  einfache  Konstruktion  der  Tangente  in  einem  gegebenen  Paiabel- 
punkt  P  (siehe  Figur  102),  wenn  man  die  Achse  und  den  Scheitel  kennt:  Fälle 
von  P  auf  die  Achse  das  Lot  PX,  trage  den  Abstand  BX  des  Scheitels  vom 
Fusspunkt  dieses  Lotes  auf  der  Achse  von  B  nach  T  und  ziehe  TP, 

Anmerkung  129.  Ist  (siehe  Fignr  102)  von  einer  Parabel  die  Achse  und  der  Brenn- 
punkt F^  sowie  ein  Punkt  P*  gegeben,  so  lässt  sich  Tangente  und  Normale  im 
Punkt  P'  leicht  konstruieren:  Sei  P*T  die  Tangente,  P*!!!*  die  Normale,  Flf 
die  Parallele  durch  P*  zur  Achse,  so  ist  nach  Anmerkung  125: 

^D'P'V  =^  rP'F,  aber:  -^D'PT'  =  <i  P*TF,  daher:  FT  =  FF, 

und  da  Dreieck  T F N'  rechtwinklig  ist,  so  ist  auch  FN*  =  FF;  folglich  Kon- 
struktion: Beschreibe  um  den  Brennpunkt  F  mit  dem  Brennstrahl  FF  einen  Kreis, 
der  die  Achse  in  T'  und  N'  trifft,  so  ist  T'F  Tangente,  N' F  Normale. 

Aufgabe  80.  Wenn  eine  Parabel 
durch  Zeichnung  gegeben  ist,  die  Achse, 
die  Leitlinie,  den  Brennpunkt  zu  be- 
stimmen, in  einem  gegebenen  Punkte 
oder  parallel  einer  gegebenen  Geraden 
die  Tangente  zu  ziehen,  von  einem  ge- 
gebenen Punkte  aus  das  Tangentenpaar  Auflösung.  Zieht  man  in  Figur  103 
an  die  Parabel  zu  legen.  zwei  parallele  Sehnen  AB,  A^B^  und 

halbiert  dieselben  in  C  bezw.  C^,  so  ist 
nach  Erörterung  60  CC\  ein  Durchmesser 
der  Parabel.  Es  sei  Q  sein  Endpunkt. 
Macht  man  auf  dem  Durehmesser  Q  T 
=  QC,  so  ist  nach  Uebungsaufgabe  164 
2'A  Tangente  in  A.  Um  daher  im  Punkt  P 
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Das  volliiändige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 
durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  ähnliches  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3—4 
Heften  zu  dem  billigen  Preise  von  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Aufgaben  aas  dem  Gesamtgebiete  der  Matliematik ,  Physik, 
Mechanik 9  matli.  Geographie ,  Astronomie 9  des  Maschinen- ,  Strassen- ,  Elsenbahn-, 
Brftcken-  und  Hoehbanes,  des  konstruktiven  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  rollstäDdig 
gelöster  Form  9  mit  rielen  Figuren  ^  Erklärnngen  nebst  Angabe  und  Entwickelnng  der 
benntzten  Sätze ,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösnog 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  w^enn  eine  gprössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelösten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  Inhaltsverzeich- 
nis, Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärnngeu  Über  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  L  nnd  IL  Ord«,  gleich- 
berechtigten höheren  Bürgerschulen,  Privatschulen,  Gymnasien^  Realgymnasien,  Pro- 
gymnasien, Schullehrer -Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Bangewerkschnlen, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn«  Yorbereitnngsschulen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  Universitäten,  Land-  und  Forstwlssenschaftsschuleii, 
Militärschnlen ,  Yorbereitungs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Einjährig-Frei- 
willige- nnd  Offlziers-Exanien,  etc. 

Die  Schüler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese.  Schritt  fQr  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  PrUfnngen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige -Stfitze  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  zum  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  verwerten.  Lust,  Liebo 
und  Yerständnis  für  den  Schul-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Bernfs- 
zweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.,  Fischerfeldstrasse  IG,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt. 

j  Stuttgart.  Die  Yerlägshandliing« 


Planimetrische  Konstruktionen  an  der  Parabel. 


257 


Fifpai  108. 


der  Parabel  die  Tangente  zu  ziehen,  kann 
man  eine  beliebige  Sehne  A  B  ziehen  and 
parallel  zu  ihr  durch  P  die  Sehne  PU\ 
AB  wird  in  C,  TV  in  V  halbiert 

Wird  die  Parabel  von  VC  in  Q  ge- 
schnitten ,  so  mache  QW  z=  QV  und 
ziehe  WP,  so  ist  dies  die  Tangente. 

Will  man  parallel  zur  Geraden  O  die 
Tangente  ziehen,  so  konstruiert  man 
nach  dem  Obigen  den  Durchmesser  QCC^ , 
welcher  zwei  zu  G  parallele 
Sehnen  AB  und  A^B^^  halbiert, 
dann  ist  Q  der  Bertihrungspunkt 
der  gesuchten  Tangente. 

Ist  der  Punkt  iFF gegeben,  von 
welchem  aus  das  Tangenten- 
paar WP  und  Wü  gelegt  wer- 
den soll,  so  ziehe  man  zuerst 
einen  beliebigen  Durchmesser 
und  parallel  zu  diesem  den  Durch- 
messer durch  TF,  trage  dann 
WQ  von  Q  gegen  V  und  ziehe 
durch  V  die  Parallele  zur  Tan- 
gente in  Q.  Diese  Parallele  ist 
die  Polare  von  W,  welche  die 
Parabel  in  den  Berührungs- 
punkten P  und  U  schneidet. 

Um  die  Achse  zu  finden,  wird 
man  zunächst  einen  beliebigen 
Durchmesser  zeichnen,  senkrecht 
zu  ihm  eine  Sehne  A^D  ziehen 
und  in  E  halbieren  und  durch 
E  die  Achse  parallel  dem  ersten 
Durchmesser  legen ;  die  Achse  schneidet 
die  Parabel  im  Scheitel  S. 

Um  den  Brennpunkt  zu  finden,  kon- 
struiere man  im  Paukte  P  die  Tangente 
PM  und  die  Normale  PN^  dann  liegt 
nach  Anm.  127  der  Brennpunkt  F  in 
der  Mitte  von  MN,  oder,  da  nach  Auf- 
gabe 68  die  Subnormale  BN  gleich  dem 
halben  Parameter  ist,  so  trage  man  vom 

Scheitel  aus  -^^^  auf  der  Achse  gegen  F. 

Nach  dem  Satz  von  Anm.  115  kann 
der  Brennpunkt  auch  dadurch  gefunden 
werden,  dass  man  vier  Tangenten  an 
die  Parabel  legt  und  um  zwei  der  Drei- 
ecke, welche  diese  Tangenten  bestimmen, 
die  Umkreise  zeichnet.  Der  Schnittpunkt 
der  Kreise  ist  Brennpunkt. 


Crans,  Analytische  Geometrie  der  Ebene,   n. 
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Aufgabe  81.  Eine  Parabel  zn  zeich- 
nen, von  welcher  zwei  Tangenten  mit       AnflSsnng.  SindinFigHrl04:.lß. 
ihren  Berührnngspnnkten  gegeben  sind.  aC  die  gegebenen  Tangenten  and  D  die 

Mitte  der  Sehne  BC,  so  ist  ^Z> 
*«"  !**■  der  xa  BC  konjugierte  Durch- 

messer  (Erörtenug  60  and  An- 
nerkong  103). 

Halbiert  man  AD  in  £,  ao 
ist  E  der  Berührungspnnkt  der 
zn  BC  parallelen  Tangente  FG 
(siehe  Uebungsaa%abe  164). 

Mit  den  beiden  Tangenten- 
paaren FB  and  FE  einerseits, 
GE  nnd  GC  andererseits  kaon 
man  dann  die  Eonstmktion 
wiederholen :  Die  Parallelen 
durch  F  und  G  zu  AD  hal- 
bieren BE  bezw.  CE  in  if  und 
/,  die  Halbierangepunkte  fnod 
L  von  FH  nnd  Gl  sind  weitere 
Parabelpunkte  und  die  Paralle- 
len durch  sie  zu  BE  bezw.  CE 
sind  die  Tangenten. 

Auf  gleiche  Weise  lassen  sich 
noch  weitere  Punkte  der  Parabel 
nnd  die  Tangenten  in  ihnen 
konstruieren. 


Aufgabe  82.  Wenn  zwei  Tangenten 
einer  Parabel  und  ihre  Berührungspunkte 
gegeben  sind,  beliebig  viele  Tangenten 
der  Parabel  zu  ziehen. 


Figur  106. 


Anflösimg.  Teile  in  Pignr  105  die 
Tangenten  OA  und  OB  in  die  gleiche 
Anzahl  gleicher  Teile.  Die  Teilpunkte 
auf  OA  seien: 

die  Teilponkte  auf  OB  seien: 
K,  K  *a-"*— ».  K-s,  6—1. 
Ziehe  o,6.-i,  a^K-t,  aj6»-s  etc., 
so  sind  diese  Yerbindungsgeraden  Tan- 
genten der  Parabel,  denn  es  ist  z.  B.: 

Oa^:a,A  =  Bb„_,:b,-tO, 
und  nach  Anmerkung  123  ist  dies  die 
Bedingung  daf(ir,  dass  a,  i._,  die  Pa- 
rabel berührt 
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Aufgabe  83.  In  ein  Bechteck  eine 
Parabel  einzuzeichnen,  welche  von  der 
einen  Bechteckseite  im  Scheitel  bertthrt 
wird  nnd  dnrch  die  beiden  gegenfiber- 
liegenden  Ecken  geht 


c 

üjrnr  106.    . . 
-    E 

\    f    /  /  X/- 

/  /  /  /  yy  ■ 

' 

\ 

D 
B 

■ 

^1 s 

\         \        \       ^^      >^     >v 

\  \  \\w 

c, 

\  \  \  \  v\ 

Auflösimg.  Halbiere  die  Rechteck- 
seite CCj  in  5,  so  ist  B  der  Scheitel 
und  die  Mittelparallele  BS  die  Achse. 
Teile  die  halben  Bechteckseiten  BG  nnd 
jBCi  in  m  gleiche  Teile,  ebenso  die 
Rechteckseiten  CA  nnd  C^  A^.  Verbinde 
^  B  mit  den  Teflpnnkten  anf  CA  und 
C^A^^  ziehe  dnrch  die  gleichnamigen 
Teilpunkte  auf  BC  und  B^C^  Parallden 
zur  Achse,  welche  die  zugehörigen  Strali- 
len  in  den  Punkten  der  Parabel  schneiden. 

Beweis.    Ist: 
BD  =  —BC  und  CE  =  —  CA, 


so  ist: 


BD:BC  =  — 

m 


und 


n 


BD:BC^PD:CE=PJ):  —  CA, 

m 


daher: 


oder: 


BD* 
'BC^ 


PD 
CA  ' 


BD*        BC 
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PD  CA  ' 

oder  wenn  man  BD  mit  y,  BC  mit  y^, 
PD  mit  X,  AC  mit  x^  bezeichnet: 


X 


X, 


Die  Punkte  P  und  A  gehören  somit 
derselben  Parabel  an. 

AnmerkoBg  130.  Die  in  Aafgabe  84  gezeigte  Eonstrnktion  gilt  auch  für  schiefwinklige 
KoordiDaten,  d.  h.  für  eine  Parabel,  welche  in  ein  schiefes  Parallelogramm  ein- 
gezeichnet werden  soll. 

Anmerkung  131.  Aus  der  Gleichung  der  Parabel  folgt  noch  eine  weitere  einfache  Eon- 
struktioD,  wenn  Scheitel  und  Parameter  gegeben  sind: 

Beschreibe  (siehe  Figur  107)  um  beliebige  Punkte  der  Achse  Kreise,  welche 
sämtlich  dnrch  den  Scheitel  B  gehen  und  die  Achse  noch  in  den  Punkten  D|,  Z>2, 
Dg  etc.  schneiden.  Trage  von  diesen  Punkten  in  der  Richtung  gegen  den  Scheitel 
die  konstante  Grösse  D^E^  =i  D^E^  =  D^E^  =  2p  ab  und  errichte  auf  der  Achse 
in  E^,  ^2>  -^8  Lote,  welche  die  betreffenden  äreise  in  Punkten  der  Parabel  schneiden. 

Beweis.  Dreieck  B^P^D^  ist  rechtwinklig  (siehe  Erkl.  104);  nach  dem 
Höhensatz  ist  nun: 

P^E*  =  BE^E^D^y  oder:  y*  =  2px. 


J 
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Figur  107. 


£rkl.  104.     Ein  bekannter  geome- 
trischer Satz  lantet: 


Der  Winkel 
Rechter. 


im    Halbkreis   ist   ein 


Erkl.  105»    Der  HOhensata  lantet: 

Die  Höhe  eines  rechtwinkligen  Drei- 
ecks ist  die  mittlere  Proportionale  ans 
den  beiden  Abschnitten  der  Hypoteniue. 


TTebtuigBaiilgabe  180.     Gegeben  ein  Durchmesser  nod  die  konjugierte  Tangente, 
femer  ein  Punkt  der  ParabeL    Die  Tangente  in  diesem  Punkt  zu  zeichnen. 

Auflösung.    Ziehe  (siehe  Figur  108)  zu.  dem  Dorchmesser  BD  durch  den  gegebenen 
Punkt  P  die  Parallele,  welche  die  Tangente  BT  in  S  schneidet,  mache  auf  dem  durch  P 

gehenden  Durchmesser  PU=^  PS  und  ziehe 
Figur  108.  durch  P  zu  .B^  die  Parallele,  so  ist  diese 

'  die  gesuchte  Tangente.    Denn  wenn  ^T  die 

rp^  Parabel  in  V  trifft^  so  wird  B  V  vom  Durch- 

messer SP  VDi  TJ  halbiert;  es  ist  also  die 
Tangente  parallel  zi^*  Sehne  BV. 


UabungBauigabe  18L     Gegeben  ein  Durchmesser  und  die  konjugierte   Tangente 
sowie  eine  Tangente  der  Parabel,  den  Berührungspunkt  zu  find^i. 

Auflösung.    Analog  der  vorigen. 


Planimetrische  KonstrBküonen  an  der  Parabel. 
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Figur  109. 


TTebungsauigabe  182.  Gegeben  eine 
Parabelsehne  nnd  der  Endpunkt  ihres  kon- 
jugierten Durchmessers.  -Weitere  Ponkte 
nod  TaDgenten  der  Parabel  zu  bestimmen. 

Anflösnng.  Halbiere  (siehe  Fig.  109) 
die  Sehne  ÄJ^  in  JK,  ziehe  EF  nnd  ver- 
längere sie  nm  sich  selbst  nach  0,  so  ist 
PR  der  koDJngierte  Durchmesser  nnd  OA, 
OA^  sind  die  Tangenten  in  A  nnd  Ai»  Ziehe 
durch  einen  beliebigen  Pankt  1/  auf  AA^ 
die  Parallelen  LM  nnd  LN  zq  OA^^  nnd 
OA,  80  ist  MN  Tangente  und  die  Parallele 
durch  L  zu  OB  giebt  den  Berähmngs- 
punkt  T. 

Der  Beweis  folgt  aas  dem  Satze  von 
Anmerkung  121. 

Durch  Verftndemng  des  Punktes  L 
auf  AA^  erhält  man  weitere  Tangenten. 


TTebungsanIgabe  183.  Wenn  eine  Parabd  graphisch  gegeben  ist,  In  einem  gege- 
benen Punkte  die  Tangente  zu  ziehen. 

Auflösung.  Ziehe  (siehe  Figur  110)  die  beliebige  Sehne  CD  und  parallel  dazu  die 
Sehne  PA,  halbiere  die  Sehnen  in  E  bezw.  B,  so  ist  BE  koi^jugierter  Durchmesser  der 
Sehnen,  welcher  die  Parabel  in  G  schneidet;  mache  GH=  GB,  so  ist  HP  Tangente. 


Figur  110. 


Figur  111. 


ITabungsaulgabe  184.    Wenn  eine  Parabel  graphisch  gegeben  ist,   durch  einen 
Punkt  innerhalb  der  Parabel  die  Sehne  zu  ziehen,  welche  in  ihm  halbiert  wird. 

Auflösung.    Die  beliebigen  parallelen  Sehnen  AB,  CD  (siehe  Figur  111),  welche 
in  i?  nnd  i^  halbiert  sind ,  geben  EF  als  Achsenrichtung.    Ziehe  durch  F  den  Durch- 
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messer,  welcher  die  Parabel  in  G  schneidet,  die  Sehne  GB  wwde  in  H  halbiert,  durch  H 
der  Durchmesser  HI  gezogen  und  IK  =  HI  gemacht,  so  ist  KG  Tangente  in  &,  also 
koigngiert  zu  dem  Durchmesser  PG^  daher  geht  die  gesuchte  Sehne  durch  Ppandlel  zu  KG. 


Figur  112. 


Figur  118. 


VtbtngUXdgBht  ISA.  Von  einem 
Punkte  auMerhalb  an  eine  graphisch  ge- 
gebene Paffabd  die  Tangenten  zu  legen. 

AuflSsong.  Bestinune  (s.  Fig.  112) 
mittelst  der  parallelen  Sehnen  A  B  und  CD 
die  Achsenrichtung  EF  und  d^er  den 
Durchmesser  PG,  ziehe  die  Tangente  El 
parallel  CD,  welche  PG  in  /  schneidet, 
mache  GK=  IG,  so  ist  HKL  die  Bich- 
tung  der  zum  Durchmesser  PG  konjn« 
gierten  Sehnen,  also  auch  der  Tangente  in 
G.  Mache  nun  GM  =  PG  und  ziehe 
durch  M  die  Parallele  zu  2L,  welche 
di«>  Parabel  in  T  und  T.  schneidet,  so 
ist  TT.  die  Polare  von  P,  also  sind  PT 
und  PTj^  die  Tangenten. 


ITebungsaufgabe  186.  In  eüier  gra- 
phisch gegebenen  Parabel  eine  Sehne  youYor- 
geschriebener  Länge  und  Bichtung  zu  ziehen. 

Auflösung.  Ziehe  (siehe  Figor  113) 
in  der  gegebenen  Richtung  die  zwei  parallelen 
Sehnen  AB,  CD,  halbiere  sie  in  ^  und  F, 
so  ist  EF  der  Durchmesser,  welcher  aüe 
Sehnen  der  gleichen  Bichtung  halhiert  Mache 
auf  AB  von  E  aus  EG  gleich  der  halben 
Länge  der  Sehne  und  ziehe  durch  G  zu  EF 
die  Parallele,  von  welcher  die  Parabel  in  X 
geschnitten  wird,  6o  ist  Xr\\  AB  die  ge- 
suchte Sehne. 


Anmerkung  182.    Weiteres  üebungsmaterial  für  geometrische  Eonstruktioiien  an  der 
Parabel  siehe  in  Vonderlinn,  Lehrbuch  der  projektivischen  Geometrie. 


lM*Mta*i 


Mte 


Die  Sllipse. 
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M.  Die  Ellipse. 

Erörtemng  52.     Zu  den  Kurven  zweiten  Grades  gehört  insbesondere 
noch  die  Ellipse.    Ihre  Definition  lautet: 

Die  Ellipse  ist  der  geometrische  Ort  eines  Punktes,  dessen 
Abstände  von  zwei  festen  Punkten  eine  gegebene  Summe  haben« 


Es  seien  (siehe  Figur  114)  F^  F^  die  beiden  festen  Punkte,  welche  man 
die  Brennpunkte  heisst,  0  die  Mitte  von  FF^.  OF^=l  OF^  werde  mit  «, 
die  konstante  Summe  mit  2  a  bezeichnet.    Nach  der  Definition  muss: 

FP'^F^P=2a  sein. 

Man  lege  ein  rechtwinkliges  Koordinatensystem  zu  Grunde,  dessen  Ursprung 
nach  0  f&llt  und  dessen  X-Achse  die  Richtung  OF  hat  Fällt  man  von  P  aiüT 
FF^  das  Lot  PR  und  bezeichnet  OR  mit  x^  PR  mit  y,  so  erhält  man  aus  den 
rechtwinkligen  Dreiecken  FPR  und  F^PR  nach  dem  pythagoräischen  Lehrsatz: 

PF^  =  PR^  +  FR*  und  PF,«  =  PR"  +  t,R^\ 

daher;  pir«  =  (,_a:)«+y«,    PF,«  =  (.+a:)«+y»; 

daher  erhält  man  als  Gleichung  der  Ellipse: 

oder:  V(^-x)«+y»+  ^iP+WT?  =  2«, 

oder: 
oder: 
also: 

daher: 
oder: 


(e-x)'  +  {e  +  xy  +  2y'  +  2V[{e-xy+y*][{e  +  xy  +  y*]  =  4a«, 
V(^«  — a:y  +  2y«(««+x«)  +  y*  =  2a«-e«  — a;«  — y«, 


V(ß2^a:«+y«)«— 4<J»a:«  =  2a«  — (e»+a:«-|-y«), 
(e»+a:«+y«)«-4e«x«  =  4a*  — 4a«(6«  +  .'r«  +  y«)  +  (6«  +  ««  +  y«)«; 

(a«  —  e«)  X« + a^y""  =  a«  (a«  —  e^. 


X 


2 


^^  '  "  "^+a*  — c«~^' 
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Erörterung  53.  Aus  der  Form  der  Gleichung  1)  von  Erörterung  52 
folgt,  dass  die  Ellipse  in  Bezug  auf  jede  der  beiden  Koordinaten- 
achsen symmetrisch  ist  Ist  a>e,  was  nach  der  Definition  der  Ellipse 
der  Fall  sein  muss,  weil  in  jedem  Dreieck  (FF^P)  die  Summe  zweier  Seiten 
{FP-\-FyP'==2a)  grösser  sein  muss  als  die  dritte  (FF^  =  2e),  so  ist  a*  —  e* 
eine  positive  Grösse;  man  setze  sie  =  b^j  dann  wird  die  Gleichung  der  Ellipse: 

2)  •  •  •  "^  +  "p       1  =  0. 
Es  ist  daher: 


7=±Vi-^.  i=±V'-^ 


Die  Ellipse  hat  daher  reelle  Abscissen  für  alle  Werte  von  y  zwischen 
±6,  reelle  Ordinaten  für  alle  Werte  von  x  zwischen  +a.  Die  Ellipse  ist  also 
eine  ganz  im  Endlichen  liegende  geschlossene  Linie. 

Die  Schnittpunkte  der  Ellipse  mit  den  Koordinatenachsen  erhält  man,  wenn 
man  x,  bezw.  ^  =  0  setzt  Die  Abscissen  der  Schnittpunkte  mit  der  XAchse 
werden  ±a,  die  Ordinaten  der  Schnittpunkte  mit  der  T- Achse  ±6.  Aus  dem 
Vorhergehenden  folgt,  dass  dies  zugleich  die  Maximalwerte  der  Abscissen,  bezw. 
Ordinaten  sind. 

Die  beiden  Symmetrieachsen  der  Ellipse  nennt  man  ihre  Achsen,  und 
zwar  diejenige,  auf  welcher  die  Brennpunkte  liegen,  die  Hauptachse.  Die 
Grössen  2a  und  2b  nennt  man  die  Längen  der  Achsen,  a  und  b  die  grosse^ 
bezw.  kleine  Halbachse. 

Die  Punkte,  in  welchen  die  Ellipse  von  den  Achsen  geschnitten  wird, 
heissen  die  Scheitel  der  Ellipse. 

Führt  man  Polarkoordinaten  ein :  x=z  gcosg),  y  =zQsinq),  so  erhält  man 
die  Gleichung:  ,/cos^'<p    ,    sin'(p\       , 

^)  '  -  ^  y—a* 1 6^y=-^' 

1 


daher : 

4)  .  .  •.  .  ^  ==  + 


sin'qi 


Daraus  folgt,  dass  jede  durch  den  Koordinatenursprung  gehende  Gerade 
die  Ellipse  in  zwei  gleichweit  vom  Koordinatenursprung  entfernten  Punkten 
schneidet,  oder  dass  jede  durch  den  Koordinatenursprung  gehende  Ellipsensehne 
im  Ursprung  halbiert  wird. 

Man  nennt  daher  den  Schnittpunkt  der  Achsen  den  Mittelpunkt,  jede 
durch  den  Mittelpunkt  gehende  Sehne  Durchmesser  der  Ellipse.  Der  Ab- 
stand irgend  eines  Ellipsenpunktes  vom  Mittelpunkt  ist  ein  Halbmesser, 
während  man  als  ßadienvektoren  oder  Brennstrahlen  eines  Ellipsen- 
punktes seine  Abstände  von  den  Brennpunkten  bezeichnet 

Den  Abstand  e  der  Brennpunkte  vom  Mittelpunkt  nennt  man  lineare 
Excentricität,  das  Verhältnis  der  linearen  Excentricität  zur  grossen  Halb- 

achse,  — ,  bezeichnet  man  als  (numerische)  Excentricität 

Sind  (siehe  Figur  114)  A,  A^  die  Scheitel  auf  der  grossen,  5,  5^  die 
Scheitel  auf  der  kleinen  Achse,  jP,  I^  die  Brennpunkte,  so  ist : 

FA'=a—e,    IA.  =  a4-e: 
daher  ist:  ^      .  ^         ^ 

FAA^FA, 

2  =^- 
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Man  bezeichnet  infolgedessen  die  grosse  Halbachse  anch  als  mittlere 
Entfernung  von  einem  Brennpunkt 

Da  FB-^-F^B  =  2a  und  FB  =  J^Ä,  so  ist  die  mittlere  Entfernung 
gleich  dem  Abstand  der  Scheitel  auf  der  kleinen  Achse  von  einem  Brennpunkt 
Man  findet  somit,  wenn  die  beiden  Achsen  gegeben  sind,  die  Brennpunkte,  wenn 
man  um  die  Endpunkte  der  kleinen  Achse  mit  der  grossen  Halbachse  Kreisbögen 
beschreibt 

Erörtemng  64.  Es  soll  nun  untersucht  werden,  unter  welchen  Bedingungen 
die  allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades  eine  Ellipse  darstellt 

Zu  diesem  Zweck  wird  man  die  Ellipsengleichung  2)  auf  ein  beliebiges 
rechtwinkliges  oder  schiefwinkliges  System  zu  transformieren  und  die  KoefKzienten 
in  der  transformierten  Gleichung  mit  denen  der  allgemeinen  Gleichung  zu  ver- 
gleichen haben.  Da  jedoch  die  Ausführung  dieser  Rechnungen  eine  etwas  müh- 
same Arbeit  erfordert,  so  soll  im  folgenden  ein  anderer  Weg  eingeschlagen 
werden.    Man  transformiere  nämlich  die  allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades: 

6)  .  .  .  ^a?*  +  £a;y-f-(7y«+Dx  +  -&y  +  jF=0 

auf  ein  paralleles  System,  dessen  Ursprung  die  Koordinaten  |  und  i]  hat,  so 

dass  also  x  =  ic'+l,  y  =  y'+^  is*>  ^^^  ^^^  ^^^' 

oder  ausgerechnet: 

6)  .  .  .  ^a^*  +  5a;y  +  Cy'*  +  a/(2^^+jBij+2))  +  y'(5§+2Cij  +  iO 

Man  erkennt  daraus  das  allgemeine  Gesetz,  dass  bei  Transformation 
einer  Gleichung  zweiten  Grades  auf  ein  paralleles  System  die 
quadratischen  Glieder  sich  nicht  ändern,  und  dass  das  neue 
Absolutglied  erhalten  wird,  wenn  man  in  dem  linken  Teil  der 
Gleichung  die  laufenden  Koordinaten  durch  diejenigen  des  neuen 
Anfangspunktes  ersetzt 

Nunmehr  sollen  die  Koordinaten  des  neuen  Ursprungs  so  bestimmt  werden, 
dass  die  Glieder  ersten  Grades  in  Gl.  6)  verschwinden,  dass  also  die  Gleichungen 
bestehen:  (  2A^+Bri  +  D  =  0, 

7)  •  •  •  \B^+2Cij  +  JE  =  0. 
Die  Auflösung  dieser  Gleichungen  giebt  (siehe  Prange,  Gleich.  1.  Grades) : 

^_        BE-2CD  _       BD^2AE 

ö)--b—        B*  —  4AC'     ^~        £«  — 4^C' 

Die  Auflösung  ist  also  immer  möglich,  wenn  nicht  -B*  — 4-4C=0  ist, 
d.  h.  wenn  nicht  die  Kurve  zweiten  Grades  eine  Parabel  oder  ein 
Paar  von  parallelen  Geraden  darstellt 

Setzt  man  die  Werte  8)  in  das  Absolutglied  von  Gleichung  6)  ein,  so 
wird  dieses  * 

(BE—  icPy    .    ^{BE—2CD)(BD  —  2AE)   ,       (BD  —  2AE)* 

(ß»_4^C)»  "T"  (B^  —  AACy  "•        {B*  —  iÄCy 

^  BE—2CD  _     BD  —  2ÄE  .    , 

B'  —  4AC  B*  —  4AC  "T" 

_  {B*  —  iAC)(AE'-\-CD'—BDE)-{-iB'-4ACyF 

—  {B*  —  4:ACy 

_     .iE*-\-CD*-\-FB*  —  BDE—iACF 

B*  —  iAC 
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Setzt  man  daher  den  Aasdruck: 

9)  .  .  .  ÄE^^CD^^FB^  —  BDE—^ACf^a, 

so    imA    die    Gleichung    zweiten    Grades    anter    der    Yoranssetzung , 
J5»  — 4^C^0  ist: 

10)  .  -  .  Ä^^'  +  Ba^tf-^-Ct/^Jr  B^-^AC  =^' 

Ei^rtemng  &5.  Führt  man  in  der  Gleichung  10)  Polarkoordinaten  ein, 
so  erhält  man: 

Q 

AQ*cos^q>']-BQ^c08(psinq>-]-CQ^8in^q)-{'  p, .^  =0; 

daraus  folgt,  dass  jeder  gewählten  Richtung  qp  zwei  gleiche  und  entgegengesetzte 
Werte  von  q  entsprechen;  d.  h.  jede  durch  den  neuen  Eoordinatenanfang  ge- 
zogene Gerade  schneidet  die  Kurve  in  zwei  gleichweit  von  ihm  entfernten  Punkten^ 
oder:  Der  neue  Koordinatenanfang  ist  Mittelpunkt  der  Kurve 
zweiten  Grades.    Man  hat  somit  das  Resultat: 

Wenn  in  der  allgemeinen  Gleichung  zweiten  Grades: 

B^  —  ^AC^O  und  G  =  AE^  +  CD*+FB^ ^BDE—^ACF^O 

ist,  so  hat  die  Kurve  einen  Mittelpunkt,  dessen  Koordinaten: 

BE—2CD  _       BD  —  2AE     . 

^~""   B^-^AC  '     '^~        i?«-4^C     ^^^^' 

Dieses  Resultat  gilt  sowohl  für  rechtwinklige  als  fDr  schiefwinklige 
Koordinaten. 

Erörterung  66.  Es  soll  im  folgenden  ein  rechtwinkliges  Koordinaten- 
system vorausgesetzt  und  die  Gleichung  der  Kurve  zweiten  Grades  durch  Drehang 
des  Systems  auf  die  Form  der  Ellipsengleichung  gebracht  werden. 

Hiezu  ist  nach  Teil  I,  Aufgabe  3: 

zu  setzen.    Dann  wird  die  Kurvengleichung: 

A  {x*'cosa  —  y^'sinaf  -}"  ^  (pcf'cosa  —  y^'sina)  (i^'sina-^y^cosa) 

oder: 

11)  .  .  .  xf'^  {Aco8^a-\-  B  cosa  sina-{-C sin^a) 

-(-«"y''  [~"  2-4  cosa  »ina"\^B{cos^a  —  sin^a)  -j-  2Ccosa8ma] 

Q 

-f-  y"*  {A  sin^q  —  Bcosasina-^C cos^ a)  -|-  -m TJr  ^^  ^' 

Soll  diese  Gleichung  mit  der  Ellipsengleichung: 

identisch  sein,  so  müssen  die  Gleichungen  bestehen: 

—  {A  cos^a  -^Bcosa  8ina-\-  Csin^a) ^ =  — |-, 


12)  .  .  . 


—  {A  sin^a  —  Bcosa  sina-^-  Ccos^a) ^ =  -jj- , 

2  (-4  —  C)  cosa  sina  —  B  (cos^a  —  sin^a)  =  0. 
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Aus  der  letzten  Gleichnng,  welche  man  anch  schreiben  kann; 

13)  .  .  •  (A  —  C)sin2a  =  Bcos2ay 
folgt:  ^ 

14)  .  .  .  tg2a  =  -jZTc' 

Diese  Gleichung  liefert  den  Winkel  a,  welchen  die  Hauptachse  der  Ellipse 
gegen  die  X-Achse  des  alten  Systems  bildet;  allerdings  ist  der  Quadrant,  in 
welchem  der  Winkel  2a  za  suchen  ist,  noch  unbestimmt,  diese  Zweideutigkeit 
kann  jedoch  gehoben  werden,  wenn  man  die  beiden  ersten  Gleichungen  von  12) 
subtrahiert;  man  findet  dann: 

-p g-  = j^ [A  (cos^a  —  sin^a)  -f-  2Bcosa  sina  —  C(co$^a  —  sin^a)] 

oder:  1         1         Ä*  — 4^0..  .     '  ^     i    i>  •  o  i 

-p---^  = ^ [(A-^C)co82a  +  B9tn2al 

oder  da  nach  Gleichung  13): 

cos%a 

oder: 


^o)  .  .  .  j,        ^,  —  acos2a 


Da  nun  b  kleiner  sein  soll  als  a,  so  ist  -p g-  eine  positive  Grösse; 

der  Winkel  2  a  ist  also  in  demjenigen  Quadranten  au£msuchen,  für  welchen 

cos  2  a  dasselbe  Vorzeichen  hat  als  -^ 7:^^ -. 

Addiert  man  die  beiden  ersten  Gleichungen  von  12),  so  erhält  man: 
lfi^  1         1  _       (A  +  C)iB'^4.AC) 

^^;  •  •  •  ß2  -r  j«  —  Q 

Um  eine  weitere  von  a  unabhängige  Gleichung  für  — g-  und  -jr-  zu  erhalten, 

schreibe  man  die  beiden  ersten  Gleichungen  von  12)  in  anderer  Form.    Es  ist 
das  Doppelte  des  ersten  Klammerausdrucks  in  diesen  Gleichungen: 

2  A  cos^a  -(-  2Gsir^a  -{-  2Bco8a  sina, 
bezw. : 

oder: 

und 

oder: 

und 

oder: 

und 


2A  sin^a  +  2Ccos*a  —  2Bcosa  sina, 

A  —  A  sifi^a  -f-  A  cos^a  -f-  C  —  C  cos^a  -f-  Csiw'a  -\-2Bco8a  sina 

A  —  Acos^a-\-Asin^a-^C  —  Csin^a'^-Ccos^a  —  2  J9  cosa  sina, 

A'{-C'\-  (A  —  C)  {cos^a  —  sm*a)  -f-  2 B  cosa  sina 

A'\-C  —  {A  —  C)  (cas^a  —  sin^a)  —  2  J9  cosasina^ 

{A-\-C)-\-(A  —  C)cos2a-\-Bsinitt 

{A-\-C)  —  {Ä  —  C)cos^tt  —  Bsin2a; 
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daher  ist: 

-^  =  ~  ^        [(Ä-{-C)  —  (A  —  C)cos2a  —  Bsin2a]; 

folglich : 

oder : 

—  2{A  —  C)Bcos2a8in2a  —  B'8in*2a]. 
Quadriert  man  jedoch  die  Glelchang  13),  so  erhält  man: 

0  =  ^^'  ~^,^^^[—{A  —  C)sin*2a-{-2(A  —  C)Bco82asin2a  —  B*co^2a]. 

Durch  Addition  erhält  man  hieraus: 

oder: 

oder: 

17^  4     _       {B'-4:ÄCr 

A^;    •    •    •      QÄJS    —  Q2 

Ans  den  G^leichnngen  16)  nnd  17)  lassen  sich  die  Halbachsen  leicht  be- 
rechnen. Quadriert  man  die  (Gleichung  16)  nnd  subtrahiert  die  Gleichung  17), 
so  erhält  man: 

also: 

18)  .  .  .  jr-^  =  ^'"/^^  ViA-Cy+B*. 

Addiert  man  diese  Gleichung  zu  Gl.  16),  so  erhält  man  -r^,  subtrahiert 

1  ^ 

man  sie  von  Gl.  16),  so  erhält  man  —^^  für  die  Wurzel  in  Gleichung  18)  ist 

derjenige  Wert  zu  nehmen,  welcher  die  rechte  Seite  zu  einer  positiven  Grösse 
macht 

Die  Vergleichung  von  Gl.  18)  und  15)  giebt: 

19)  .  .  .  co82a  =  — z 

Eröi'terang  67.  Da  die  Grössen  —f  und  jj-  stets  positiv  sein  mflsseD, 
so  muss  auch  der  Ausdruck     g,,   positiv  sein,  also  wegen  Gleichung  17)  aach 

—  -^^ 771 '    Daraus  folgt,  weil  -^^ ^^ ^  jedenfalls  positiv  ist,  dass 

die  allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades  nur  dann  eine  Ellipse  darstellt,  wenn 
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B^  —4AC  negativ  ist  Dies  kann  nnr  der  Fall  sein,  wenn  A  nnd  C  gleiches 
Vorzeichen  haben,  weil  sonst  — 4-4C  positiv  würde;  da  man  nun  das  Vor- 
zeichen von  A  wählen  kann,  so  wähle  man  es  positiv,  dann  muss  auch  C 
positiv  sein,  folglich  ist  der  Ausdruck  '-(A-^C)(B*  —  4:AC)  positiv.  Es  kann 
somit  die  rechte  Seite  von  Gleichung  16)  nur  dann  positiv  werden,  wenn  G 
positiv  ist: 

Die  allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades  stellt  eine  Ellipse 
dar,  wenn  JB'  — 4A(7<0  und  G  oder 

AE^-^-CD^-^FB^  —  BDE—AACFyo  ist 

Erörterung  58.  Es  m5ge  noch  zur  Vollständigkeit  der  Untersuchung 
vorausgesetzt  werden,  dass  sich  die  Gleichung  der  Kurve  zweiten  Grades  auf 
ein  schiefwinkliges  Koordinatensystem  bezogen  habe;  dann  bezieht  sich  auch 
die  Gleichung  10)  von  Erörterung  54  auf  ein  schiefes  Koordinatensystem.  Wir 
transformieren  deshalb  zunächst  diese  Gleichung  auf  ein  rechtwinkliges  System 
mit  der  gleichen  X-Achse.  Die  rechtwinkligen  Koordinaten  mögen  x  und  y 
heissen,  der  Achsenwinkel  des  schiefen  Systems  sei  cd,  dann  ist: 

X  =  a?'-|-y'cosco,     y  =  y'sinio 

(siehe  Teil  I,  Aufgabe  5),  also: 

a/  =  x  —  yctgo),    i/  ^ynsinco. 

Dies  in  Gleichung  10)  eingesetzt,  giebt,  wenn  man  dort  zur  Abkürzung 
1:H  statt  {B^  —  4:AC):G  schreibt: 

A(x^yägo.r+B(^^yctff.)^Jt^C^  +  H=0, 

oder: 


20)  .  .  .  ^x«+a:y.  -^^<^oso,  +  S  _^^,  Äcos^a>-Bcosa,  +  C  ^^^^  ^ 

orrv  CO  Sirll     Ct) 

Schreibt  man  diese  Gleichung  zur  Abkürzung: 

21)  .  .  .  A,x»-{-B,X!f-{-Cy-^H,  =  0, 

so  ist: 

.      „  — 2Aco8ü)-\-B       -,  Acos^ta  —  Bcos(a-\-C 

l  fii  =  Ä 
Es  ist  daher: 


_i  r»  j_i    -^^^^*^  —  £cosw-f-C .4-j-C  —  Bcosü) 

Femer: 

^  4:Ä^cos^(o  —  4ABcosa)-\-4AC     ^^ AA^cos^o)  —  4:ABcosci}-\-B^ 

^    ^  strrcj  ^  sin^cj 

daher: 

24)  .  .  .  B,^  —  ^A.C^  =  ^'~^^^. 

Sind  nun  a,  6  die  Halbachsen  der  Ellipse,  so  folgt  aus  Gl.  16)  und  17): 

A-l-C  —  Bcoso) 

4     _         1    ,n2_..^^_         1       B^  —  A.AC 
Auch  in  diesem  Falle  muss  also  jB*  —  4:AC  negativ  sein,  folglich  für  posi- 


|^+i=-i;(A  +  C^.)  =  -i 
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tives  A  auch  C  positiv;  der  absolute  Wert  von  B  ist  folglich  kleiner  als  2  V^IC, 
daher  ist  mnsomehr  der  absolute  Wert  von  Bcosja  kleiner  als  2V3C. 
Nun  ist  aber  Ä-^-C  stets  grösser  als  2V-4C,  denn  es  ist: 

A^C—2VTC={yÄ—VC)^, 
also  eine  positive  Grösse,  daher  muss  der  Ausdruck  A-^-C  —  B  cos 03  in  jedem 

Falle  positiv  sein.    Daraus  folgt,  dass  -t+tt  ^^^  ^^^  positiv  sein  kann, 

J52 4,AC 

wenn  l:H  oder  75 negativ,   also   wegen   des  negativen  Ausdrucks 

Cr 

B^  —  4:AC  die  Grösse  G  positiv  ist     Man  kommt  somit  bei  schiefwinkligen 
Koordinaten  auf  die  gleichen  Eüterien,  wie  bei  rechtwinkligen: 

Die  allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades  in  schiefwink- 
ligen Koordinaten  stellt  eine  Ellipse  dar,  wenn  J?*  — 4^C<0, 
6?>0  ist 

Erörterung  59.  Aus  den  vorhergehenden  Entwicklungen  folgt  das  all- 
gemeine Resultat: 

Transformiert  man  die  Mittelpunktsgleichung  einer  Kurve  zweiten  Grades: 

Ax^-^Bxt/'{'Cy^  +  H  =  0 

auf  ein  anderes  System  mit  gleichem  Ursprung,  wodurch  die  neue  Gleichung: 

A,x,^  +  B,x,y,  +  C,y,^  +  H,  =  0 

wird,  so  ist  sowohl  für  rechtwinklige  als  für  schiefwinklige  Koordinaten:  H:=  H^. 
d.  h.  das  Absolutglied  bleibt  unverändert;  ferner  ist  flir  rechtwinklige  Koordinaten: 

A,  +  C^  =  A  +  C  und  B^^  —  ^A^C^==B^-'^AC- 
dagegen  für  den  Uebergang  aus  schiefwinkligen  Koordinaten  in  rechtwinklige: 

.    ,  ^  .       A-^C  —  Bcosio 

A+^i  = — T 

und 


B^^  —  AA^C^  = 


B^  —  ^AC 
sin^io 


Daraus  folgt  schliesslich  in  Verbindung  mit  der  in  Erörterung  64  ge- 
machten Bemerkung,  dass  durch  Parallelverschiebung  des  Koordinatensystems 
die  quadratischen  Glieder  sich  nicht  ändern,  das  allgemeine  Gesetz: 

Wird  eine  Gleichung  zweiten  Grades  von  irgend  einem  recht- 
winkligen oder  schiefwinkligen  System  auf  ein  anderes  trans- 
formiert, so  bleiben  die  Ausdrücke: 


A4-C  —  Bcosa}        ,   B^  —  4:AC 

' r-s und  r-= 

s%nrw  stn^o} 


unverändert 


Anmerkung  133.  Solche  Ausdrücke  in  deu  Koeffizienten  einer  Gleichung,  welche  durch 
Koordinatentransformation,  also  durch  Subcrtitntion  linearer  Ausdrücke  an  Stelle  der 
Variabein,  sich  nicht  ändern,  nennt  man  Invarianten  der  Gleichong. 

Aufgabe    84.     Wann    drückt   die 
allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades  in       Auflösung.  Die  allgemeine  Gleichung 
Linienkoordinaten  eine  Ellipse  aus?        zweiten  Grades  in  Linienkoordinaten: 

ist  nach  Aufgabe  16  und  Erörterung  14 
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identisch    mit   der  Oleichnng    zweiten 
Grades  in  Punktkoordinaten : 

Ax^-\-Bxy-\-Cy*'{-Dx'^Ey'{'F=  0, 

wenn : 

a  =  £'*  — 4CJF;  b  =  —2(DE'-2BF), 

c=D^—4AF,  d=z—2\BE—2CD\ 

ErkL  106.    Nach  Erkl.  6  ist:  e  =^ —2{BD  —  2AE)^  f=B^  —  4:ÄC. 

iAG  =  {BD'^2AE)^  Da  nun  nach  den  Erörterungen  67 

—  (B«  —  4  ui  C)  (Z>2  —  ^äF),  und  68  die  allgemeine  Gleichung  zweiten 

4.CG  =  (BE-2CD)^  Grades  in  Punktkoordinaten  eine  Ellipse 

-(fi«-4^C)(JS«-4CF).  darstellt,  wenn: 

G>Q  und  £«-4^C<0, 

wobei  Ä  und  C  als  positiv  angenommen 
werden,  so  moss  (siehe  ErkL  106) : 

femer : 

d^  —  A:af>0  und  e*  — 4c/'>0 
sein. 


Aufgabe  86.  Die  Gleichung  der  Ellipse  auf  verschiedene  Koordinaten- 
systeme zu  beziehen. 

Auflösung,  a)  Nach  den  Erörterungen  64  bis  68  ist  die  Gleichung  der 
Ellipse,  bezogen  auf  ein  beliebiges  rechtwinkliges  Koordinaten- 
system: 

26)  .  .  .  ^x*  +  J5jpy  +  Cy*  +  2)a:  +  %+J'=:0, 

unter  der  Voraussetzung,  dass: 

£«  — 4^C<0  und  G  =  ÄF^^CD^']-FB^--BDE—4:ACF>0. 

b)  Nach  Erörterung  66  ist  die  Gleichung  der  Ellipse,  bezogen  auf  ein 
rechtwinkliges  Koordinatensystem  mit  dem  Mittelpunkt  als 
Ursprung: 

27)  .  .  .  -4a?*  +  Ba?y  +  Cy«  +  fl'=0; 

dabei  ist  nach  Erörterung  66: 

tg2a  =  ^ 


28)  .  .  . 


'  A  —  C 


wenn  a  und  h  die  Halbachsen  und  a  der  Neigungswinkel  der  grossen  Achse 
gegen  die  X-Achse  ist 

c)  Nadi  Erörterung  66  ist  die  Gleichung  der  Ellipse,  bezogen  auf  ein 
schiefwinkliges  Achsensystem  mit  dem  Achsenwinkel  w: 

29)  .  .  .  ^iX*-f  J5ia;y  +  Ciy*  +  jgr=0; 

dabei  sind  die  Grössen  Oj  a,  b  mit  A,  B,  C  durch  die  Gleichungen  28)  ver- 
bunden, und  zwischen  A,  B,  C,  A^,  B^j  C^  finden  nach  Erörterung  58  (siehe 
Erkl.  108)  die  Gleichungen  statt: 
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30)  .  .  . 


^'  sino) 


C 


Äj^cos^o)  —  BiCOSü)-\-C^ 


sin^ü) 


Man  erhält  daraus  nach  Erkl.  108 : 

—  A^sin2(o  4"  Bi  sinco 


31) 


tg2a  = 


—  A^cos2co-\-B^ coso)  —  Cj  ' 
2    r  /,2  — 


a 


b^ 


Hsin 


8 


0) 


(A^  +  ^1  —  -Bi  cos  w), 


(5/-.4AQ. 


d)  Bezogen  auf  ein  zu  den  Achsen  paralleles  System,  in 
welchem  der  EUipsenmittelpankt  die  Koordinaten  ^,  ^  hat,  lautet  die  Ellipsen- 
gleichung  (siehe  ErkL  109): 


X' 


y 


2a?g       2yifi    .    I 


2 


32)  .  .  .  -^+-^2-       ^^2         p     f-^+-jr  — 1  — ö. 

Soll  also  eine  Gleichung  zweiten  Grades  eine  Ellipse  darstellen,  deren 
Achsen  dem  Koordinatensystem  parallel  sind,  so  muss  der  Koeffizient  yon  xy 
verschwinden,  die  Koeffizienten  von  x^  und  y^  müssen  positiv  sein  und  das 
Absolutglied  muss  den  Wert  haben  (siehe  Erkl.  110): 

...  CD^+AE^-4.AC 

66)  ...  -^-j^  . 

e)  Ist  im  Falle  d)  ^  =  0  und  ^  =  ±«,  so  fällt  der  Koordinaten- 
ursprung in  einen  Brennpunkt,  daher  wird  in  diesem  Falle  die  Brenn- 
punktsgleichung der  Ellipse: 


X' 


2ex 


>2 


oder,  da  6*  =  a 


2 


a 
e^  ist: 


2 


a 


2      "T"   ^2      i      J2 


+■?+ 


1  =  0 


3^)  •  •  •         l2        r  ^2 


a 


a' 


>2 


—  1  =  0 


oder: 


35)  .  .  .  x^{a^  —  e^±2ex{a^  —  e^  +  a'^y^—{a^  —  ey  =  0. 

Also  stellt  die  Gleichung: 

36)  .  .  .  mx^'\-nx-\-py^  —  m^  =  0 

eine  EUipe,  bezogen  auf  die  Hauptachse  als  XAchse  und  den  Brennpunkt  als 
Ursprung  dar,  wenn: 

37)  .  .  .  n  =  ±2m  Vjp  —  m   ist 

f)  Die  Brennpunktsgleichung  der  Ellipse  in  Polarkoordinaten 
kann  entwickelt  werden,  wenn  man  in  Gl.  35)  x  =  QCos(p,  yz^Qsintp  setzt, 
leichter  jedoch  direkt  aus  der  Definition  der  Ellipse:  Es  sei  in  Figur  116:  I  der 
eine  Brennpunkt,  welcher  als  Koordinatenursprung  gewählt  wird,  J^  der  andere 
Brennpunkt,  P  ein  Punkt  der  Ellipse,  so  ist  FP  der  Radiusvektor  q,  welcher 
mit  der  verlängerten  I^F  den  Winkel  q>  bildet,  F^P=2a  —  Qy  FI^  =  2e. 

Nach  dem  allgemeinen  Pythagoräer  ist  dann: 

]j^P^  =  F^F^-\-FP''-\'2^F^I^FPco8q>, 
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.    durch  iede  Buchhandluna  bezoaen  werden. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  188U 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk^  welchem  kein  ähnliches  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3—4 
Heften  zu  dem  billigen  Preise  von  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gesamt  gebiete  der  Mathematik,  Physik, 
Mechanik 9  math.  Geographie y  Astronomie 9  des  Maschinen- ^  Strassen- ,  Eisenbahn-, 
BrUcken-  nnd  Hochbanes^  des  konstrokÜTen  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  TOllständig 
gelöster  Form  9  mit  Tielen  Figuren  ^  Erkl&rnngen  nebst  Angabe  und  Entwickelnng  der 
benntzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Eapi- 
ucln  angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelösten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
überlassen  bleiben ,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen;  Titelblatt,  lalialtaTerzeich- 
nis,  Berichtigungen  und  eriäntcrnde  Erklärungen  ttber  das  betreifende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch*naturwissen- 
Bchaftlichen  Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  I.  nnd  IL  Ord.,  gleich- 
berechtigten höheren  Bürgerschulen,  Privatschnlen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro- 
gymnasien, Schnllehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Bangewerkschnlen, 
Gewerbeschulen,  Handelsschnlen,  techn.  Yorbereitungsschuien  aller  Arten^  gewerbliche 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  Universitäten,  Land«  nnd  Forst wissenschaftsschnleD, 
Militärschnlen ,  Torbereitungs-Anstalten  alier  Arten  als  z.  B  fftr  das  Eiqjälirig-Frei- 
willige-  nnd  Offlziers-Examen,  etc. 

Die  Schüler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese.  Sehritt  fUr  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  zum  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zn  losen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zo  verwerten«  Last,  Liebe 
und  Yerständnis  für  den  Schiil-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militär» 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergesseneu 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  uod  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Bemfs- 
zweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  uikI 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Verwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namcu 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.,  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thuulichst  berücksichtigt. 

Stuttgart.  Die  Yerlagshandlungt 
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oder: 

(2a  —  qY  ^^Ae^-^-Q^-^-AeQCosfpj 
oder: 

oder: 


38)  .  .  .  ^  = 


a^  —  e^ 


a  —  ecosip 

Man  nennt  den  Winkel  (p  die  wahre  Anomalie  des  Ellipsenpunktes  P. 
Zählt  man  den  Winkel  cp  in  entgegengesetzter  RichtuDg,  so  ist: 


a«-^« 


38  a)  .  .  .  p  =  — i — : . 

^        a-\-ecosq) 

Fignr  115. 


Erkl.  107«    Die  Koordinaten  des  Mittelpunktes  smd  nach  Erörterong  56: 

BE^2CD  BD^2AE 

Erkl.  108.    Da  nach  ErOrterong  59: 
ist,  80  gilt  ffir  schiefwinklige  Koordinaten: 

4  H 


Feiner  ist  nach  Gleichung  22): 

^ .        Ai  C08^(a  —  El  Costa  -f-  C,  A^  sin^ (o  —  fi  —  (^t  cos^ a  —  B^cost)) 

folglich : 

9     —    —  2^|C0gft>  +  .Bj       ^t  stn^o)  —  fi  --  (^^  cogge?  —  JP^  CQgfti) 

—  2^4,  CO»«  +  B-  —  j^i  »in2oi  +  B.  sinto 

=  Mit« * ' = s; = • 

Ai  («m*  Ol  —  coä^w)  4-  JBj  cosa  —  Cj         —  AiC082tJ  -{-  B^eostn  —  C^ 

EM.  109«    Smd  ^,  y'  die  nenen  Koordinaten,  so  ist:  s^  ^x-^-S^  p^  =  x  +  ti,  daher: 


oder : 


a«  "T"  6«  a«  fts    "T"  a«  "^  6«       ^  "-  ''• 


Erkl.  110.    Es  wird: 
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daher : 

D  E 


2Ä'     '"       2C  ' 
folglich  das  Absolntglied : 

44«    "^40^  44"*"4C  44C 

Erkl«  111.    Die  Gleichung  35)  hat  die  Form : 

mx'^  -j-  nx  -^-py^  —  »«*  =  0, 
dabei  ist: 

m  =  a^  —  e-,    p  z=  a*, 
also: 


e^  =  p  —  m,    e  =  +  V|)  —  fw, 
folglich: 

+  2«(ö2  — €«)  =  +2fn  Vp  —  *n\ 
es  muss  daher: 

n  =  2^2  2  w  \/l>  —  w  sein. 


Aufgabe  86.  Die  Gleichung  der  Tangente  an  die  Ellipse  bei  gegebenem 
Bertthrangspnnkt  aufzustellen. 

Anflösnng.  a)  Ist  die  Ellipsengleichung  durch  die  allgemeine  Glei- 
chung zweiten  Grades  gegeben,  so  ist  nadi  Aufgabe  6,  GL  23)  die  Tangente 
dargestellt  durch: 

39)  .  .  .  ic(2^a:i  +  i?yi+Z))  +  y(Ba?,  +  2Cyi  +  ^)  +  (Z)Xi  +  ^y,  +  2F)  =  0, 
wo  x^j  y^  die  Koordinaten  des  Berührungspunktes  sind. 

b)  Ist  die  Gleichung  der  Ellipse  auf  den  Mittelpunkt  bezogen,  so 
erhält  man  die  Gleichung  der  Tangente,  wenn  man  in  Gl.  39)  D  =  E=Q  und 
J^=if  setzt: 

40)  .  .  .  a?(2^a;i  +  5yj  +  y(ßa:i-f  2CyJ4-2lf=0. 

Diese  Gleichung  gilt  ebenso  wie  Gl.  39)  far  rechtwinklige  und  schief- 
winkUge  Systeme. 

c)  Fttr  die  Achsengleichung  der  Ellipse  erhält  man  die  Tangenten- 
gleichung aus  GL  39),  wenn  man  dort: 

^  =  -^,    5  =  0,   C  =  -~,   D  =  0,   E=0,   F=  —  l  setzt: 

41)...  ^  +  ^-1  =  0. 

d)  Füi*  ein  Koordinatensystem,  welches  zu  den  Achsen  parallel  ist, 
erhält  man  als  Tangentengleichung: 

«) . . .  .&^+,(ä!i^+i;+^-i=«. 

e)  Für  die  Brennpunktsgleichung  der  Ellipse  in  rechtwinkligen 
Koordinaten  wird  die  Tangente  dargestellt  durch: 

43)  .  .  .  a?iri  +  (a;  +  a;,)Vj;  — m  +  ^^yy^  — w  =  0  (s.  ErkL  112). 

f)  Ist  die  Brennpunktsgleichung  in  der  Form  der  Gleichung  35) 
gegeben,  so  ist  die  Gleichung  der  Tangente; 

^» 

44)  .  .  .  irx,  — 6(a;4-x,)  +  -j^ — —  yy^_(a2  —  e«)  =  0. 


a^  —  ^ 
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Setzt  man  x^  =  QiCo$(p^,  y^  =  q^sinq>^^  so  wird  die  Gleichung  44): 

XQ^coscp^  _  e(a;+^i  cos()Pi)  +  ---j -^ya^siiKp^  —  (a^  —  e^  =  0; 

aber  nach  Gleichung  38)  ist: 

^*        a — ecosq)^ 
also  wii^d  die  Tangentengleichung  (siehe  Erkl.  113): 

45)  .  .  .  x{aco8q)^^  e)-^asinfp^*y  —  (a*  —  «*)  =  0, 

Setzt  man  noch  x^=z  Qcosq^,  y  =  Qsinq>,  so  wird  die  Tangentengleichnng : 

Q  [(a  co8(pi  —  e)  €08  ff  '{-asing>i  sin  q>]  —  (a*  —  e^)  =  0, 
oder: 

46)  .  .  .  q[ — ecosg>-\-acos(q>^—'q))]  —  (a^  —  e^)  =  0. 

Erkl.  112«    Die  Tangentengleichimg  wird  snnftchst: 

X (2m j*,  +  «) 4" ^Pfftfi  +  »^1  —  2m2  =  0,  aber  w  =  2m  Vp  — m, 
daher : 

X (mxi  +  m  Vj?  —  m) H-i?yyi  +  *»  Vp  —  w  u-j  —  w-  =  0 
oder  nach  Division  durch  m: 

xxi+x  \/p  —  w  +  a?!  y'iJ  —  w-f^yy,  —  m  =  0, 

m 

woraus  Gleichung  43)  hervorgeht 

ErkL  113*    Die  Tangentengleichnng  wird: 

a  —  ecos  y,  a  —  eco8<y)j  («  —  «  w«  yj)  (a*  —  c^)      ^ 

oder: 

a: (icfic08(fj  —  €^C08(pi  —  ae  +  e'^costp^)  -\-ffa^»in(pi  —  (a*  —  e*)  {eco8(p^  +  <*  —  €C08(p^  =  0, 

odpr  * 

aa?(aco5<^j  — 0)4-ay*<*^^<ipi  — ^.a(a2  —  e^)  =  0, 

oder  * 

X  {a  costpi  —  «)  +  y  •  <»  sin  y^  —  (a*  —  e-)  =  0. 

Anmerkung  134.   Liegt  x^,  y^  nicht  auf  der  EUipse,  so  stellt  die  Gleichung  der  Tangente 
die  Polare  des  Punktes  x^^  y^  dar. 


N.   Die  Mittelpunktsgleichung  der  Ellipse. 

Aufgabe  87.   Die  Koordinaten  der  Schnittpunkte  einer  Ellipse  und  einer 
Geraden  zu  berechnen. 

Anflösnng.    a)  Die  Ellipsengleichung  sei  in  der  allgemeinen 
Form* 

Äx'-^-Bxy^Cy^-^-Dx-^-Ey  +  F^  0 

gegeben,  die  Gleichung  der  Geraden  sei  y=:mx-^7i,  dann  ist  (vgl  Aufg.  65): 

47)  .  .  .  x^(Ä'j-Bm-i-Cm^'i-x{Bn'^2Cmn-j-Em-^D)  +  Cn^-^En-\'F=0. 

Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind  die  Abscissen  x^,  x^  der  gesuchten 
Schnittpunkte,  die  Ordinaten  y^  und  y^  ergeben  sich  aus  y=mx-\-n. 

b)  Ist  die  Gleichung  der  Ellipse  auf  die  Achsen'  bezogen: 

•^+1-1  =  0, 

und  ist  die  Gleichung  der  Geraden: 

ux-^-vy-^-l  =  0, 
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SO  erhält  man  für  die  Abscissen  der  Schnittpunkte  die  Gleichung: 

x^    .    (l  —  uxy 


■^"^        v^  ^~^' 


oder: 


48)  ...  ä;  ^—^--^^y       ^^^^  ^  j,^,       1  _  ü. 
Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind: 


oder: 


X  =  JLl V-Jf "^ """      (siehe  Erkl.  114), 

a*u  +  abvVa'u^-\~b'v* — 1 

49)  ...  X  —  a*u*-\-b'v'  * 


1  — —  tix 

Daher  wird :    y  =: ,    oder : 


_   b*v±abuVa*u*-{-b'v*  —  l 
50)  ...  y—  a*M*+6*P* 


1  "—  tlJC 

Erkl.  lU.    Aus  der  Gleichung  der  Geraden  folgt:  y  = ;  dies  in  die  Ellipsen- 

gleichnng  eingesetzt,  giebt:  ^ 


oder: 


oder: 


**+i^_2ü£  .  ^^ 1  =  0, 


a2    *     62f72         b^t^s    '    b^v^ 

2ux    .      1 


Daher : 


62|;2      i      2)2  f^ 


-1=0. 


62  r  2 

X  =  

1       ,       t*2 


a2     '     t2|,2 


U      _, l/    «** 1  .1  tt2  to2 

+ 


a2  ^  h^ffi 


l,2t,2  3:  y     ^2  ^  ^2c»2  a2&2p2 

+ 


a2     '     62^2 


Erörterung  60.  Nach  einem  bekannten  Satze  der  Lehre  von  den  qua- 
dratischen Gleichungen  ist  die  Summe  der  Wurzeln  einer  Gleichung  zweiten 
Grades  gleich  dem  negativ  genommenen  Koeffizienten  von  x ;  sind  also  x^  und  ^2 
die  Abscissen  der  Schnittpunkte,  y^  und  y^  ^^^  Ordinaten  und 

^_  x.-^x^  yi+y2 

^—     2     '    ^~     2     ' 
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SO  ist  unter  Voraussetzung  von  Gleichung  47) : 
t  _  a:i4-a?2  _  _  ^n-f  2Cmw4-i)-f  Jgw  _  — n(^  +  2Cni)  — (Z>-f  ^m) 
*~        2        ■"  2(-44-Sm  +  Cm«)       ~  2(^  +  Sm  +  Cw«)  ' 

m  (0:1  +  ^2)    I 

— ^W7g  — 2Cn<^n  — Dm  — Jgyw^  +  2^n4-2^ywn4-2Cw'n 

""  2(4-f  J5m  +  Cm«)  ' 

oder: 

_  n(2^  +  ^m)  — w(Z>4-Jgyn) 

n—  2(^  +  Bw  +  Cm*) 

Bildet  man  daher  die  Grösse: 

|(2^  +  J5fw)  +  ij(J5  +  2Cw), 
so  wird: 

^•(244-J5m)  +  i2(J5+2Cm) 

_  —  (i)+igm)(2^  +  £tii)  — w(B  +  2Cfn)(2)  +  jgw) 

"~  2(^  +  Bw  +  Cf»«)  ' 

oder: 

51)  .  .  .  ^(2^4-Bm)  +  ij(J5-f  2Cm)  +  (Z)4-J5;m)  =  0. 

Diese  Gleichung  stellt  eine  Gerade  dar,  welche  durch  die  Mitte  der  Schnitt- 
sehne  hindurchgeht  Da  diese  Gleichung  die  Grosse  n,  d.  h,  den  Abschnitt  der 
schneidenden  Geraden  auf  der  X-Achse,  nicht  enthält,  sondern  nur  die  Grösse  in, 
d.  h.  den  Tangens  des  Neigungswinkels  der  Schnittsehne  gegen  die  positive 
Z-Achse,  so  geht  die  Gerade  51)  durch  die  Mitten  aller  Schnittsehnen,  welche 
die  gleiche  Neigung  gegen  die  X-Achse  haben,  d.  h.: 

Die  Mitten  aller  parallelen  Ellipsensehnen  liegen  auf  einer 
Geraden. 

Setzt  man  in  Gleichung  51)  statt  ^  und  ri  die  Koordinaten  des  Mittel- 
punktes aus  Erörterung  54,  Gl.  8)  ein,  so  wird  der  linke  Teil  der  Gleichung: 

—  [2A(BE--2CD)-{'B{BD  —  2AE)  —  D{B^  —  4:AC)] 

—  m[B{BE—2CD)  +  2CiBD'--2ÄE)-E(B''  —  iAC)l  also  =0. 

Die  Gerade,  welche  durch  die  Mitten  paralleler  Schnittsehnen  geht,  geht 
also  auch  durch  den  Ellipsenmittelpunkt,  oder: 

Die  Mitten  paralleler  Ellipsensehnen  liegen  auf  einem 
Durchmesser. 

Das  gleiche  Resultat  erhält  man  noch  leichter  unter  Zugrundelegung  von 
Gleichung  48). 

Aus  den  Gleichungen  49)  und  50)  folgt: 

t_^L+^-- «'^  ^^  yi+y2  _       ^'^^       . 

folglich  ist: 

oder: 

^^^  •  •  '  I  =  "^- 

Dies  ist  die  Gleichung  einer  Geraden,  welche  durch  den  Eoordinaten- 
nrsprung,  d.  h.  den  Ellipsenmittelpunkt,  und  durch  die  Mitte  der  Schnittsehne 
g'eht    Da  die  Gleichung  dieses  Durchmessers  konstant  ist  für  alle  schneidenden 
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Geraden,  für  welche  —  konstant  ist,  d.  b.  für  alle  parallelen  Schnittsehnen,  so 
ist  der  obige  Satz  bewiesen. 

Erörternng  61.  Der  Durchmesser,  welcher  eine  Schar  paralleler  Sehnen 
halbiert,  heisst  zu  diesen  Sehnen  konjugiert;  ist  ua?+t^y-f-l  =  0  die 
Gleichung  einer  der  Sehnen,  so  ist  i*ri"  — a*wij  =  0  die  Gleichung  des  konju- 
gierten Durchmessers;  setzt  man  nun: 

so  ist  Mj  ar  -|-  Vj  y  -f- 1  =  0  die  Gleichung  einer  zum  konjugierten  Durchmesser 
parallelen  Schnittsehne,  und  die  Gleichung  des  zur  letzteren  Schnittsehne  kon- 
jugierten Durchmessers  ist  dann: 

6*t?i^'— a*i*iij  =  0,  oder:  —  a*6'w^— a*i*»ij  =  0,  oder:  Mj^-|-rij  =  0, 
also  ist  er  parallel  mit  wa:-f-t;y-|-l  =  0.    Daher  hat  man  den  Satz: 

Die  Richtung  einer  Sehne  und  die  ihres  konjugierten  Durch- 
messers sind  wechselseitig  konjugiert 

Zu  jedem  Durchmesser  giebt  es  daher  einen  mit  ihm  konjugierten  Durch- 
messer. 

Anmerkung  136.    Der  Kinkel  y  zwischen  den  zwei  konjagierten  Durchmeesem : 

ux-^-vtf  =  0  und  b^vx — a^uy  =  0 

ergiebt  sich  ans  den  Formeln  yon  Teil  I,  Aufgabe  16.    Es  wird: 

a^u^  +  b^v^  (a^^b^uv 

stfiy  ""^  —  — —  ■  ■  —      €08  y  •"•"  —  —      .  - — — -       .  — 

'  Vu^  +  v^  Va^ «2  +  6*  »2    '  ^  Yu'^  _|_  ^2  y/a* ^2 ^ ^4e,2  • 

a^u^-{-b^v^  __    .    a^        m  b^        v 

53)  .  .  .  tgy---  (^2_j2)^^  —  "^TZTgr  V  +  ^2  _  ja  "J^- 

Aufgabe   88.     Wenn   die   Mittel- 
punktsgleichung einer  Ellipse  vorliegt,   • 
zu  einer  gegebenen  Richtung  die  Glei- 
chung  des  konjugierten   Durchmessers  .    ^    .  , 
aufzusteUen.  .                                             Auflösung.    Ist  die  Gleichung  der 

Ellipse : 

Ax*'\'Bxy  +  Cy*'^B  =  0 

und  ist  a  der  Winkel,  welchen  die 
gegebene  Richtung  mit  der  positiven 
X-Achse  macht,  so  ist  y=.xtga  die 
Gleichung  des  Durchmessers  von  der 
gegebenen  Biditung,  daher  ist  die  Glei- 
chung des  konjugierten  Durchmessers 
nach  Gleichung  51),  wenn  man  dort 
D  =  E=Q  setzt: 

x{2A-r\-Btga)'\-y{B+2tga)=0, 

oder  es  ist: 

.  y ^Acosa-^-Bsma 

^  '  '  *  X  Bco8a'^2Csina ' 

Bezeichnet  man  mit  a,  den  Winkel, 
welchen  der  konjugierte  Durchmesser 
mit  der  positiven  X-Achse  macht,  so  ist: 
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2Aco$a'\-Bsina 

tg^i  —  —  B€0sa  +  2Csina  ' 

Bcosa-{-2Csina 

2Acosa~\-Bsina 
stna.  = ,- — — ^—  

(siehe  Teil  I,  Aufgabe  15). 

Anmerkung  136.    Bezeichnet  man  darch  y  den  Winkel  zwischen  den  beiden  konjugierten 
Dnrchmessem,  so  ist  /  =  (a^  —  a),  also : 

tgy  =  tgia^  —  a)  =  VTT : — 

(siehe  Kleyer,  Lehrbach  der  Goniometrie),  also: 

— 2Aco8a  —  Bsina  —  Bcosatga  —  2C8inatga 

^'  Bcosa']-2Cstna —  2Aco8aiga  —  Bsina  tga 

2  A  cos^  a  -j-  2  -B  cos  a  sin  a  -j-  2  Csin^  a 
2A  sin  a  cos  a  —  B  {cos^  a  —  sin^  a)  —  2C  sin  a  cos  a 

A-\-Aco82a-\-B8in2a-\-C — Ccosia 

Asin2a  —  Bco82a  —  C8in2a  ' 

_   A  +  C-^Acos2a-\-B8in2a  —  Cco82a 
55)  .  .  .  tgy  —  Ä8in2a  —  Bcos2a—C8in2a 

Anmerkung  137.    Damit  der  Winkel  zwischen  den  beiden  konjagierten  Durchmessern 
ein  rechter  Winkel  werde,  muss  tgy  =  co,  also  der  Nenner  von  OL  55): 

Asin2a  —  Bcos2a —  C8tn2a  =  0 
sein,  oder:  „ 

{A  —  C) tg2a  =  B,  oder  tg2a  =    j^c' 

Durch  Vergleichung  dieser  BedingUDg  mit  Erörtemng  46,  Gl.  14)  ergiebt 
sich,  dass  die  beiden  zu  einander  senkrechten  konjugierten  Durchmesser  die  Achsen 
sind.    Also  Satz: 

Die  Achsen  der  Ellipse  sind  die  einzigen  aufeinander  senk- 
recht stehenden  konjugierten  Durchmesser. 

Aufgabe  89.   Die  Beziehungen  zwi- 
schen den  Längen  zweier  konjugierten 

Halbmesser,  ihren  Richtungen,  den  Eo-  Auflösnng.  T.  Der  eine  von  beiden 
ordinaten  ihrer  Endpunkte  und  ihrem  konjugierten  Halbmessern  mache  mit  der 
Zwischenwinkel  aufzusuchen.  grossen  Halbachse  den  Winkel  a^ ,  sein 

Endpunkt  habe  die  Koordinaten  x^^  y^ , 
seine  Länge  sei  q^,  f&r  den  andern 
seien  die  analogen  Grössen  a^ ,  x^ ,  y^ ,  q^. 
Es  liege  die  Gleichung,  bezogen  auf 
die  Achsen,  vor: 

Ist  nun  ux-^-vtf  =zO  die  Gleichung 
des  einen  Durchmessers,  so  ist  nach  Teil  I : 
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ErkL  115.     Nach    Kleyer^    Lehrbnch    der 
Goniometrie,  ist: 

1 
cos^a  = 


die  Gleichung  des  konjugierten  Dnreh- 
messers  ist  daher  nach  Erörterung  61: 


Es  ist  somit: 


6« 


56)  •  .  •  tga^  ^9^%  = r* 


Setst  man  im  Ausdruck: 

statt  ts/^a^  den  Ausdruck : 

6* 


«' 


Führt  man  in  die  Mittelpunktsgleichung 
der  Ellipse  Polarkoordinaten  ein,  so  wird: 

l 


e.'  = 


cos*a 


+ 


so  erhält  man: 

aUg^tt^{lßa^t^a^'\-a^h^)  ""  a«^^««,  +  d8'     (siehe  Erkl.  115),  also: 

Setzt  man  im  Ausdrnck  für  q^  statt  tg^n^  a^h^CV  -\-tg^a) 


den  Ausdrnck  -^V»  so  wird: 


^.^  = 


x,^ 


„2_  «lyii+5^ 

aber  wegen  der  Ellipsengleichung  ist: 
aSyj2 +  523.^2  —  08  5«, 

folglich  ist: 

P*   —  an« 

aber : 

folglich: 

^« S^P 

""  P  • 


oder: 


J2^^2^^2„ 


2 


^2   ~  aV(7«ai4-*** 


Ersetzt  man  hier  wieder: 

tga^  durch  — ,   tga^  durch  — , 

so  ist: 

9i*  =  V  +  yA 
,2_  aV  +  ^-V 

Folglich  wird: 

^1    i-?2     —  ^J2  —  ^2^2 

oder  wegen  der  Ellipsengleichuug: 
57)  .  .  .  ß,«  +  ß/=a^+6l 


Erkl.  116«    Da  iga  = ,  so  ist: 

r 

^*^'^'"  as  — 62 

a2yL  +  62£L 
_  a?,    '       y, 

""  a2  — 6« 

-  «^yi^  +  6»ari* 

-  (a2-l,2)a,jy^ 

-  (a«-.t«)a?,y/ 


Femer  erhält  man  aus  61.  53): 
^y~  a^  —  b^ 


21.2 


a^b 


Da  aber: 


6« 


ctga^  =  —  —.fga^^ 


Die  Mittelpnnktsgleichang  der  Ellipse.  281 

Erkl.  117.    Da :  SO  wird  auch : 

^1^1   ^      1  , a^tga^  +  h^ctga^ 


ifiSft  _       ^* 


d?,  x^  a*  * 


aH* 


80  erhält  man  durch  Mnltiplikation :  (^  — ^)^2y± 

y,g  _  ^     ^1  —  _  A .  Daraus  folgt: 

dies  in  GL  68)  eingesetet,  giebt:  Ersetzt  man  in  Gl.  56): 

«1           a'  tga^  durch  -^,   /^/a^  durch  -^, 

Die  Gleichnng:  ^1                            ^2 

x^2  -|.  y^t  ^  a-,2  -|.  yjt  —  a^-^-h^  SO  erhält  man  aus  GL  56)  und  58) : 

kann  man  aehreiben:  y^         ^       jfi              ^ 

«                h               a    .            6  /».           /»  '     /v    "~        /»  ' 


«,-y,y-«,y,~  — x,yjy  +  y,a?,—  ar^         a       ir^  a 


=  a2  +  62,  folglich  ist: 

6  6 


oder: 
oder: 


(*.y,-*,y.)  =  «>.  y«  — "^»o'    ^1—     *»a* 


Setzt  man  diese  Werte  in  der  GL  67) 

Erkl.  118.    Setze:  oder  in: 

x,=  -  (Bx,  +  8  Cy,)  a,  x*  +  y,«  +  «,»  +  y*  =  a»  +  6* 

y,  =  (2^*,  +  By,)ff  ein,  SO  erhält  man  (siehe  Erkl.  117): 

in  die  Oleichong  der  Ellipse  ein,  so  wird:  . 

^{B«.  +  2Cy.)««rs  oder:  a;,y,-a;,y,  _  «0, 

—  B(B«,  +  2Cy,)(2i4ar,  +  By,)ff2  —  ßjCOSa,-e,  StH«! 

oder-       +C(2^«,  +  By,)««r«H-ff  =  0,  +ß,sjno,  ^,«08«!  =  oft, 

<fl=.^H:  [Ä{Bx,  +  2Cy.)2  ^^^^-  3,-^  (     _  „  )  =  ah, 

'^B{Bx,  +  2Cy,)(2Äx,'\-Bt,,)  oder: 

+  (2-4a?,  +  5jr,)2]  59)  .  .  .  q^Q^siny  =  ah. 

^—H'.[x,^AB^  —  2AB^+\Ä^C)  11.   Es  liege  die  allgemeinere  Glei- 

+  a?,y,(4^BC  — B8— 4^BC  +  4^Ba)   chung: 

""■^f""*»!^^^""^'^^^  vor.    Die  Gleichung  des  ersten  Durch- 

—  ar,y,B(^— 4^C)-y,«C(ß2-4^C)]  x^io  ^jrxox^uuue    uc»  v^ 

=  i]r:[(B«^4^C)(^ar,s+Ba?iy,+Cy,2)],  mcssers  ist:  ^  =  -?^;  es  ist  also  in 

aber  wegen  der  Ellipsengleichong  ist:  ^         ^i 

^o:,«  +  Bx, y,  +  Cy,2  =  - fi,  ßi.  51)  1l  statt  m,  femer  D  =  Ez=o 

daher:  '    iPj^  ' 

ff2  ~  _        ^    _,  ZU  setzen ,  um  die  Gleichung  des  kon- 

jugierten Durchmessers  zu  erhalten : 

60)  .  .  .  x(2Ax^  +  By,)  +  y{Bx,^2Cy,)  =  0. 

Da  x^ ,  y^  der  Endpunkt  dieses  Durch- 
messers ist,  so  ist  für  ihn:  -^  =  -?^. 

X  Xa 

oder  die  Gleichung  60)  ist  identisch  mit 
xy^ — y ^2  =  0,  daher  ist : 

1/2  2Ax^-{-By^' 


m  —  ^AC 
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Setzt  man  diesen  Wert  in  die  Gleidmng 
der  Ellipse  ein,  so  erhält  man  (s.Erkl.  118): 

ViAC—B*' 
2^a;,  +  £y, 


^i  =  + 


61)  .  ,  . 


y«== 


ViAC—B*' 


V+y*' 


Durch  eine  leichte  Rechnung  findet 
man  hieraus: 

Xi*{B'-{-iA*)  +  x,yt(iBC-\-iAB)-\-y^^B*-}-iC*) 

4iC-J5* 

daher: 

-^i  'Tifi  ~r'^2  ~ry2  —  i^dC     JE^  ' 

aber: 

daher : 

•*^i  T^yi  T^''^2  T^y2  —  J52 4.^c ' 

Ferner  wird: 
^iyi  +  ^2y2  =  [^iyi(4^C-jB0-(M  +  2Cy,)(2^a:,  +  J5y,)]:(4^C-5') 

Endlich  ist: 

^iy2-^;yi=  +  ['^i(2^^i  +  5y,)  +  y,(jBa:,  +  2CyJJ:(4^C-£*) 

97/ 

Nun  ist  aber  nach  Teil  I,  Aufgabe  6: 
?i*  +  9s*  =  «i*  +  yi*  +  2xiyiCosw4-a;g*+y,*4-2a:,ysf*'» 

femer  nach  Teil  I,  Aufgabe  13: 

Folglich   wird   unter  Voraussetzung 
schiefwinkliger  Koordinaten: 

,         ,       iH(A+Bco8(a+C) 
Qi  -I-Qi  —  B*  —  iAC         ' 

2H 

Ist   das    Koordinatensystem  recht- 
winklig, so  ist: 


62) 


62  a) 


2H 


Die  Mittelpunktsgleichung  der  Ellipse.  283 

Anmerknng^  138.  Ans  den  GleichuDg^  56)  bis  62)  lassen  sich  verschiedene  Schlüsse  ziehen: 

Da  tga^'fgag  negativ  ist,  so  liegen  die  Winkel  a^  und  et,  in  verschiedenen 
Quadranten,  d.  h.  zwei  konjugierte  Halbmesser  der  Ellipse  schliessen 
stets  eine  der  Achsen  zwischen  sich  ein. 

Ans  den  Oleichnngen  67)  und  62)  folgt: 

Die  Summe  der  Quadrate  zweier  konjugierten  Halbmesser 
ist  konstant  und  zwar  gleich  der  Summe  der  Quadrate  der  Halb- 
achsen. 

Da  femer  QiQ^8iny  nach  Teil  I,  Aufgabe  13  den  doppelten  Inhalt  des  von 
den  beiden  konjugierten  Halbmessern  eingeschlossenen  Dreiecks  bedeutet,  so  folgt: 

Der  Inhalt  des  von  zwei  konjugierten  Halbmessern  und  der 
Verbindungsgeraden  ihrer  Endpunkte  gebildeten  Dreiecks  ist 
konstant. 

Anfgabe  90.    Die  Gleichung  der  Ellipse  auf  zwei  konjugierte  Durch- 
messer sJs  Achsen  zu  transformieren. 

Anflösnng.    Es  seien  a^,  a^  die  Winkel,  welche  zwei  konjugierte  Halb- 
messer Q^,  ^2  ^^^  d^^  positiven  X-Achse  bilden,  so  ist  nach  Teil  I: 

y  =  a;'  sin  a^  -f-  y*  sin  a^ ; 

folglich  wird  die  Gleichung  der  Ellipse: 

x'^  (Ä  cos^a^  -f"  ^  cosa^  sina^  -\-Csin^a^) 

-\-x!'y'[2Aco8ai  cos  a2-\-B  (cos  a^  sin  a^  -|-  cos  a^  sin  ofi)  +  2  C  sina^  sin  02] 

-]-!/'^{Acos^a^'\'Bcosa^8ina2'\-Csin*a^)'^Hz=0  (siehe  Erkl.  119). 

Aber:  ■      ■    x,         .  y. 

cos«,  =— ^,     «na,  =-^^: 

cos  «2  =  — ^ ,     stna^=z  -i^^; 
Qi  .  Q2 

^  (Ax,'  +  Bx,y,+  Cy,^)  +  ^  {Ax,'  +  Bx,  y,  +  Cy,') 

Ql  Qi 

QiQi 

oder  nach  Erkl.  119: 

Hx*^ 


daher : 


oder: 

63)  .  .  •  ^4-^  —  1  =  0. 
^1        Qi 

Die  Gleichung  der  Ellipse  in  schiefwinkligen  Koordinaten,  bezogen  auf  ein 

beliebiges  Paar  von  konjugierten  Halbmessern,  hat  also  dieselbe  Form  wie  die 

Achsengleichung  der  ElUpse. 

Erkl.  119.    Die  Ellipsengleichung  wird: 

A(x'  cos  «,  +y'  €08  a^)^-{-B(x'  cos  a^  -{-y'  cos  «,)  (sc'  sin  «1 + y'  $in  «,) + C(x*  sin  a,  4-y'  «*«  a^-|-  B=zO, 

Durch  Ordnen  nach  Potenzen  von  x'  und  y'  eriiält  man  die  obenstehende  Gleichung. 
Es  ist: 

Ax^i  +  B«,y,  +  Cy,«  =  -  1/ , 
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und 

i».-r   «n  y^AAC  —  B* 

also ! 

2^*,  a?j  +  B(«iy,  +  ^1«,)  +  2Cyiyj  =  0. 

Anmerknns:  189.    Die  vorhergehende  Aufgabe  ist  unter  der  Voraussetzung  gelöst,  dass 
die  Gleichung:  ^^  +  ^ory  +  Cy'  +  ff  =  0 

der  Ellipse  sich  auf  ein  rechtwinkliges  Achsensystem  bezieht  Es  lässt  sieh  aber 
leicht  zeigen,  dass  die  Entwicklung  auch  dann  gilt,  wenn  das  ursprüngliche  Achsen- 
System  ein  schiefwinkliges  ist.  Die  Transformationsformeln  aus  dem  System  x,  y 
in  das  System  vl'y*  haben  die  Form: 

y  =  X^x*  +  pL^y\ 

Fällt  nun  der  Punkt  x^  y  mit  x^,  y^  zusammen,  so  wird  af  =s  q^,  y  =0, 
folglich  : 

fällt  dagegen  x,  y  mit  x^t  y^  zusammen,  so  wird  o;'  =  0  und  y*  =^q^,  folglich: 
daraus  erhält  man  die  Transformationsformeln: 


Diese  Formeki  in  die  Ellipsengleichung  eingesetzt,  geben: 
^     ^i  ^^   ^2/^     V     ^1  ^-^    ^2/V     Qi  ^^   qJ 


oder: 


yjii) 


^1^2 


^     Qi  Q\  Q\  ^  ^        Q\Qt  Q\Q% 

oder:  +fi^^'^^^~^-^^^)  +  ^  =  ' 

^  (^  V  +  Bx,  y,  +  Cy,^)  +^{A  x*  +  Bx^  y,  +  Cy^) 

+  ^{2Äx,x^  +  B{x,y^  +  x^y,)  +  2Cy,y^)  +  H  =  Q. 
QiQt 

Da  jedoch  die  Gleichung  61)  für  jedes  Achsensystem  gilt,  so  hat  auch  das 

in  Erkl.  119  erhaltene  Hesultat,  nach  welchem  der  KoMzient  von  ver- 

schwindet,  seine  Geltung;  die  Gleichung  wird  also: 

^{Ax,^  +  Bx,y,  +  Cy,^  +  ^{Ax^^  +  Bx^y^  +  Cy^^)  +  H=0. 

Da  aber  Äx^-^Bx^y^-yCy^  =  Äx^'\-'Bx^y^+Cy^  = —H  ist,  so 
bekommt  die  Gleichung  nach  Division  durch  —  J^  die  Form  63). 

Erörternng  62.  Sind  die  zwei  konjugierten  Halbmesser  q^  und  q^^  auf 
welche  die  schiefwinkligen  Koordinaten  der  Ellipse  bezogen  sind,  einander 
gleich,  so  wird  die  Ellipsengleichung: 

64)  .  .  .  a;«  +  y«  =  r^ 
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Der  Wert  von  r  ergiebt  sich  aus  Gleichung  67): 

65)...   r  =  y-:il- 

and  der  Winkel  zwischen  den  Achsen  aus  Gleichung  59): 

66).  .  .  my,  =  -^q-^. 

Sind  a^  und  a,  die  Winkel,  welchen  die  beiden  einander  gleichen  konju- 
gierten Halbmesser  mit  der  grossen  Achse  bilden,  so  ist  nach  Aufgabe  89: 

daher  ist  tg^a^  =  ^9^^%i  tmd  wegen  Gleichung  59): 

tga^  =  —  ^g(^2y  d-  h.  a2  =  —  a^. 
Die    beiden    einander    gleichen    konjugierten    Halbmesser 
Hegen  somit  symmetrisch  gegen  die  Achsen  der  Ellipse. 

Die  Gleichung  der  Ellipse,  bezogen  auf  diese  Halbmesser,  in  schiefen 
Koordinaten  hat  dieselbe  Form  wie  die  Ereisgleichung  in  rechtwinkligen 
Koordinaten. 

Aufgabe  91.    Die  GleichuDgen  der 
Tangenten   in   den   Endpunkten   eines 

Paares    konjugierter    Halbmesser    auf-       AnfUJsimg.  Die  Gleichung  der  Tan- 
zastellen, gente  an  die  Ellipse  ist  nach  Aufgabe  86: 

bezw. : 

wenn  x^,  y^  die  Koordinaten  des  Be- 
rührungspunktes sind. 

Da  nun  nach  Aufgabe  89  die  Glei- 
chung desjenigen  Durchmessers,  welcher 
zu  dem  Dordimesser  des  Berührungs- 
punktes rr^,  y^  konjugiert  ist,  lautet: 

x{2Äx,  +  By,)  +  y{Bx,  +  2Cy,)  =  0, 

bezw. : 

so  folgt  mit  Bücksicht  auf  Teil  I,  Auf- 
gabe 26,  dass  der  zu  einem  gegebenen 
Durchmesser  konjugierte  parallel  zur 
Tangente  im  Endpunkt  jenes  Durch- 
messers geht 

Sind  x^ ,  y^  die  Koordinaten  für  einen 
Endpunkt  des  konjugierten  Durchmessers, 
so  ist  nach  Aufgabe  89: 

^  ^_  Bx^  +  2Cy, 
'  VA^AC-B^  ' 

^        2Ax^  +  Jiyx 
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bezw, : 

a  ,        h 

daher  wird  die  Gleichung  der  Tangente 
in  x^,  y^: 

+  y[—B{Bx,^2Cij,)  +  2C(2Ax,^B!/,)]^2HViAC—B', 

bezw. : 

a  h 


a« 


oder: 


67)  .  ,  . 


bezw. : 

^^x— y^i  +  ö*  =  0, 

d.  h.  die  Tangente  ist  parallel  zu  dem 
nach  dem  Punkte  ar^  y^  gehenden  Durch- 
messer: ^y^_^^y_Q 

Anmerkung  140.  Ans  der  vorhergehenden  Aufgabe  folgt,  dass  die  Tangenten  in  den 
Endpunkten  zweier  konjugierten  Durchmesser  ein  der  Ellipse  umschriebenes  Parallelo- 
gramm bilden,  dessen  Seiten  parallel  den  Durchmessern  sind. 

Aufgabe  92.    Die  Gleichung  des  Tangentenpaares  von  einem  gegebenen 
Punkt  an  eine  gegebene  Ellipse  zu  bestimmen. 

Anflösnng.    Liegt  die  Ellipsengleichung  in  der  Form: 

Ax^-\-Bxy  +  Cy''-^H=ö 

vor,  und  sind  o/,  y'  die  Koordinaten  des  gegebenen  Punktes,  so  kann  man  die 
Gleichung  des  Tangentenpaares  aus  Aufgabe  8,  Gl.  29)  und  30)  erhalten,  wenn 
man  dort  Z>  =  £=  0  und  F=:  H  setzt,  nämlich: 

^^.  ^^x-a/)'  +  B{x^x^{y^y^  +  r(j/--yr  =  0, 

^  =  (B^  —  4AC)y'^-  4: AH, 
B  =  —  2Q^y'{B^  —  4:AC)  —  4J5ir, 
ist,  oder:  r=a^«(B«-4^C)-4Ci/ 

y'*(a;  — orO^  — 2a;y(a?  — xO(y  — y')  +  a;'«(y  — yO* 

oder : 

68)  .  .  .  {xy'  —  x'yy 

Die  Gleichung  des  Tangentenpaares  kann  jedoch  auch  in  die  Form  ge- 
bracht werden: 

69)  .  .  .  4(4a:«  +  Ba:y  +  Cy*  +  /r)(^ic'«  +  Bx'y'  +  Cy'«+i/) 

—  [2Axx^-{-B[xy*^a^y)  +  2Cyy'+2//]^  =  0  (s.  ErkL121). 


Die  MittelpQnktsgleichang  der  Ellipse.  287 

Ist  die  Gleichung  der  Ellipse  auf  ein  Paar  von  konjugierten  Darchmessem 
bezogen,  so  wird: 

daher: 

folglich  wird  die  Gleichung  des  Tangentenpaares: 

oder: 

\Qi     Qi        Qi    Q2/       \      Qi  Qi       / 

oder  (siehe  Erkl.  121): 

'■'•••(^+^-0(?+$-0-(v+*-0*=»' 

eine  Gleichung,  welche  auch  direkt  aus  GL  69)  hätte  abgeleitet  werden  können. 

Erkl*  120.    Die  Gleichung  des  Tangenteupaares  wird: 
(B«  —  4  ^  C)  [(ar  -  iT*) V2  -  2  (x  -  a?0  (y  -  yO  ^y' +  (y  —  y')«  a:'2] 

aber: 

(ar  — arOV*-  2(x-a?') (y  -  y')x'y'  +  (y-y')«a?'8  =  [(a?  -  «')y'-  (y — yO<l*  =  (a?y'— a?»«. 

Erkl.  121.    Man  erhält  die  Gleichnng  69),  wenn  man  Gleichung  68)  entwickelt  und  die 
Glieder : 

ar2 (4^«a;'«  + 4^5a?'y' -  4^2a.'2  «  4^5 j:'y') -^ a,y  (4^Bx'2  +  45Cy'2  —  4^5x'2  —  4BCy'0 

+  y2  (^BCx'y'  +  4C2y'«  —  4C«y'2  —  ^BCx'y')  +  4Ä«  -  4jEr2 

hinzufOgt.    Eine  andere,  direkte  Ableitung  der  Gleichung  69)  erhält  man  auf  dem  in  An- 
merkung 141  angegebenen  Wege. 

Entwickelt  man  die  Gleichung: 


so  erhält  man: 
ar2 


fx    y*        X*    yy      (a:^a?02        {^/-y^^^   ^^ 


Q 
oder: 


-5 

9 


i*  V  ?i2  ^  e.«     V  ^  ^.2  V  ?i^  "^  e.«      )    V  ^i2  ^  e,*     V      ?i*       p/ 

2xyx'y'    .    2a?a?*    .    2yy^  _ 

^i^?,«     "^     Pi^    "^    e.«     ""    ' 
oder: 

Anmerkung  141.    Eine  andere  Ableitung  für  die  Gleichung  des  Tangentenpaares  ist  die 
folgende: 

Es  seien  x'y'  und  os",  y*'  zwei  gegebene  Punkte,  dann  hat  nach  Teil  I, 
Erörterung  8  irgend  ein  Punkt  auf  der  Verbindungsgeraden  die  Koordinaten: 

x'  +  Xx"       y*  4-  Xy'' 

i  +  ;i    '     i  +  x  '• 
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Uan  erhält  daher  zur  Bestimmiing:  der  Schnittpunkte  der  Ellipse  mit  der 
Verhindnngsgreraden  die  quadratische  Gleichung:  für  k: 

^  i.~r+ir;  +  * jr+w "^  ^  v~T+r"; + ^  - »' 

oder: 

{Ax'^'\-Bx'y'-\-Cy'^  +  H)  +  X[2Äa^z''  +  B(x'y'''\-x''y')-\-2Cy'y*''\''^R] 

+  ^2  (Äa^*^  +  Ba^'y"  +  Cy"«  +  Ä)  =  0- 

Soll  nun  x"y*'  em  Punkt  der  Tangente  sein,  so  müssen  die  beiden  Schnitt- 
punkte zusammenfallen,  d.  h.  die  quadratische  Gleichung  für  X  mnss  zwei  gleiche 
Wurzeln  haben,  oder  es  wird,  wenn  man  x^\  y**  durch  die  laufenden  Eoordiiiatea 
der  Tangente  ersetzt,  die  Gleichung  des  Tangentenpaares: 

4  {Äx^  +  Bxy  +  Cy2  +  H)  {Ax'^  +  Bx'y'  +  Cy'^  +  H) 

^[2Äxxf-\-B{xy'  +  x'y)'\'2Cyy'-\-2HY=^(S. 

Anmerkung  148.    Das  durch  die  Gleichung: 

dargestellte  Geradenpaar  ist  nach  Erörterung  6  imagin&r,  wenn  B^  — 4^r<0  ist 
Das  Tangentenpaar  wird  also  imaginär,  wenn: 

oder: 

^  y  -r  B^—iAC  "+"  (B*—iAC)^  — *  y  -r  B*—iÄC  "T"  b*—uc 

oder: 

_  ^^       ux'^  .  BxW 4- Cu-)  +  ^g^(^-^-^^)  < 0 
-ß«  — 4^(7  ^         -+--öa;y  -f-oy  j-j-      (^_4^(7)2      <-"» 

B^  —  ^AC  "^^ 

ist   Da  nun  bei  der  Ellipse  nach  Erörterung  58:  B^  —  4AC<C0  und  ebenso  F<0 
ist,  so  muss  für  den  Fall  reeller  Tangenten: 

Ax'^  +  Bx'y''\'Cy'^'\-H>0  sein. 

Anmerkung  148.   Aus  der  Gleichung  des  Tangentenpaares  erhält  man  nach  Brörtenmg  6 
die  Gleichungen  der  einzelnen  Tangenten  in  der  Form; 

2^(j:  — «')+(b+\/jB8  — 4^r)(y  — yO  =  0, 

2^(a?  — «0  +  (b  —  ym  —  4uir)  (y  —  yO  =  0. 
Nach  Anmerkung  142  hat  B>  — 4^r  den  Wert: 

jHjAx'^  +  Bx'y'  +  Cy'^  +  H) 
B^  —  iAC  ' 

die  Gleichungen  der  Tangenten  sind  also: 


_L  2(y-y')VHiAa/*-\-Bafy'+Cy'*-^H)(^-4AC)  _^ 
oder:  ^  ^-^^^ 

y' (X  /  -  a:'y)  - -p^l^j^  (2  ^  (a:  -  X')  4- 5  (y  -  yO 

±V^~H^^  •  VAx'^-^Bx'y'  +  Cy'*-\-H)  =  a 
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Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  keio  äliuliches  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3-1 
Heften  zu  dem  billigen  Preise  von  25  rdf  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  vichtij!- 
sten  and  praktischsten  Aufgaben  aus  dem  Gesaiiilgebiete  der  Mathematik,  Phj!^ik, 
Mechanik,  math.  Geographie ,  Astronomie ,  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbahn, 
Brttcken-  und  Hochbaues,  des  konstruktiren  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  Tollittändi? 
gelöster  Form,  mit  vielen  Figuren,  Erklärungon  nebst  Angabe  und  Entwickelang  der 
benutzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  yerständlich  sein  kann,  bezw.  "wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelösten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form^  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  de« 
Lehrers  erscheinen.   Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  Inhaltsverzeich- 
nis,  Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärungen  über  das  betreffende  Kapitel  znr  Ausgabe. 
Das  Werk  behandelt   zunächst   den  Hauptbestandteil    des   mathematisch- naturwissen- 
schaftlichen ünterrichtsplanes   folgender  Schulen:   Realschulen  I.  und  II.  Ord«,   gleich- 
berechtigten höheren  Bürgerschulen,  Frivatschulen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro- 
gymnasien,   Schullehrer -Seminaren,    Polytechniken,    Techniken,    BaugewerkschuIeD, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn.  Yorbereituugsschulen  aller  Arten,  gewerblichf 
Fortbildnngsschnlen,  Akademien,  Universitäten,  Land-  und  ForstwissenschaftssehaleD, 
Militärschulen,  Torbereitungs-Austalten  aller  Arten  als  z.  B   für  das  Einjährig-Frei- 
willige- und  Offiziers-Examen,  etc. 

Die  Schüler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  uni 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese,  Schritt  für  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  aucL 
die  überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mkthematisclien 
Disziplinen  —  zum  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  verwerten.  Lust,  Liehr 
und  Yerständnis  für  den  Schul-Unterricht  wird  dadurch  erlialten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militär» 
etc-  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessener, 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Berufs 
zweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleiben  im<l 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Verwertungen  und  weiteren  Forschungen  gebi^n. 
Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Aul- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Xanun 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfas-er, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.,  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigunc 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart.  Dio  Yerlagshandluug« 
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Anmerkuig  144.  Den  Winkel,  weichen  die  Tangfenten  einschliessen,  erhlüt  man  ans 
Aufgabe  4.    Es  wird:  

Soll  der  Winkel  zwischen  den  beiden  Tangenten  ein  Rechter  sein,  so  wird 
tgv  =^Qo,  also  der  Nenner  =  0,  daher: 

oder  nach  Aufgabe  89 :   ^^  _j_  y ^  ^  ^2  _}_  ^,2. 
Man  erhSlt  somit  den  Satz: 

Der  geometrische  Ort  für  alle  Punkte,  von  welchen  an  eine 
Ellipse  rechtwinklige  Tangenten  gezogen  werden  können,  ist  ein 
Kreis  mit  der  Diagonale  des  aus  den  Halbachsen  gezeichneten 
Bechtecks  als  Halbmesser. 

Anmerkung  146.  Die  Bertihrungspnnkte  des  Tangentenpaares  erhält  man,  wenn  man  x 
und  y  aus  der  Gleichung  der  Ellipse  und  deijenigen  der  Polare  von  ocf^  y*  berechnet, 
da  die  letztere  nach  Erörterung  12  durch  die  Berührungspunkte  hindurchgeht  Nun 
ist  die  Gleichung  der  Polare  von  x'y*  nach  Anmerkung  184: 

a:(2u4a?i  +  J9yi)  +  y(i5a:i  +  2Cyi)  +  2lf=0; 

sie  ist  also  paraUel  zum  Durehmesser: 

a;(2^a:,  +  5yi)  +  y(5ir,  +  2Cyi)  =  0. 

und  da  dieser  nach  Aufgabe  86  zum  Durchmesser  xy'  —  x'y  =  0  koigngiert  ist, 
so  folgt: 

Die  Berührungssehne  eines  Tangentenpaares  ist  konjugiert 
zum  Durchmesser  nach  dem  Schnittpunkt  des  Tangentenpaares. 

Anmerkung  146.  Der  Durchmesser  OP  (siehe  Figur  116)  nach  einem  Punkte  P  treffe 
die  Ellipse  in  den  Punkten  Q  und  Q^,  die  Polare  von  P  im  Punkte  R\  die  Ko- 
ordinaten von  Q  seien  ar^,  y^*  die  von  R  seien  ^,  jy.   Ferner  sei  OQ  =  q^  0P=D^ 

OR=^d.    Dann  ist:  3l==£l. 

Figur  116. 
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verbindet  man  diesen  Wert  mit  der  Ellipsengleiohiing,  so  erhält  man: 

folglich: 

^^^'^  Ax^^  +  Bx,y,^Cy,^  =  -  Ax,^  + Bx^y^  +  Cy^ 


,  H(a:i*  +  y,^ HD\ 


C  X  X 

Die  Koordinaten  |,  17  des  Punktes  B  erliftlt  man,  wenn  man  —  =  — ^  statt  — 
in  die  Oldchnng  der  Polare  von  x^y^  einsetzt,  also:  V        ^i  V 

u_ Hx^ Hy^ 

^—      Äx,^  +  Bx,y^  +  Cy^'     ''""       Ax,^^Bx,y,  +  Cy,^^ 
daher  ist: 


Ax^^  +  Bx,y,  +  Cy,^^ 

darans  folgt  q^  =^  D*d,  d.  h.  der  Halbmesser,  welcher  verlängert  nach  einem  ge- 
gebenen Punkt  geht,  ist  mittlere  Proportionale  zur  Centrale  des  Punktes  und  zu 
dem  zwischen  Mittelpunkt  und  Polare  liegenden  Abschnitt  des  Halbmessers.  Nach 
Teil  I,  Erörterung  54  folgt  darans,  dass  der  gegebene  Punkt  und  seine 
Polare  den  Durchmesser  harmonisch  teilen. 

Aufgabe  93.    Für  eine  durch  ihre 
Achsengleichung  gegebene  Ellipse  die 

Gleichung  der  Normale  aufzustellen.  Auflösung.     Da   die   Normale  im 

BerOhrungspunkt     auf    der    Tangente 
senkrecht   steht,    so   erhält   man  ihre 
Gleichung  aus  derjenigen  der  Tangente 
nach  Teil  I,  Aufgabe  26. 
Die  Tangente  ist: 

Erkl.  122.    Nach  Teil  I,  Aufgabe  19  sind  ^  ^ 

die  Koordinaten  des  Schnittpunktes  der  Geraden:  [     ^^  1  =  0 

Ax  +  By  +  C=:^0,  a^   ^   b*  ' 

AiX  +  Biy  +  Ci  =  o  also  die  Nonnale: 

gegeben  durch:  y* 

_  CA,-C^A  oder: 

^-  AB,-A,B^  7?^^        ^--i^_^^.?!z± 

also  hier: 

^1  yi  ^»    ^2 ^i«^»y«    ^2       wo  a^'y'  die  Koordinaten  des  Ellipsen- 

I  = — -— ,  Punktes  sind. 

—  Snf  +  ^iT^  Den  Winkel  zwischen  den  zwei  Nor- 


73)  .  .  .  _ _ afy'-^^^-O, 


malen : 


0852    >    a2  2»2 
a«— 6«    ,  a«  — &2 

-*iyiy«-^2Sr-  +  *«yiy«-ä25i-  ^  y,       x,y      ^  ^,  fa»— J« 


^  =  IT-Z —- »  ^   J.2  ^2  ^1^1       ^2h9       — "' 


y,  ip«  ,  *,  y. 


J2  ^2  -i:fl       ^2J2 


a8ft2        a^h»  y  X  y  a^  —  b^ 

oder:  x-^ ^  —  (ToV, «r«— =  ^ 

fl2^fc2  6*         a«  *^*    a»6« 

f-     «^i«.(yi~y«)  a«(ar,y,~«,jfO  '        erhält  man  aus  Teü  I,  Aufgabe  16: 

Den  Schnittpunkt  $,  «  beider  Nor- 
malen erhält  man  ans  Teil  I,  Aufgabe  19 
(siehe  Erkl.  122): 
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a;^a?,(y^  — yg)         g«  — 6« 


^iVi—^iVi 


Aufgabe  94«    Die  Länge  der  Tan- 
gente, Nonnale,  Subtangente,  Sabnonnale 

emer^EUipse  in  den  Halbachsen  auszu-      Auflösung.    Da  die  Gleichnng  der 

Figur  117.  Tangente  PT: 


drücken. 


yyi_i  =  o 


ist,  so  erhält  man  (s.  Fignr  117) 
die  Abscisse  OT  ihres  Schnitt- 
panktes  T  mit  der  grossen 
Achse,  wenn  man  y  =  0  setzt 
Daher  ist  für  den  Punkt  T: 


OT=x=i 


X, 


(siehe  Anm.  147). 

Die  Subtangente  £7  wird 
also: 

Daher  ist  die  Länge  der  Tangente: 

Da  aber  wegen  der  Ellipsengleichang: 

Vi  = i — ^ 

ist,  so  ist  die  Länge  der  Tangente: 

PI  =  — Vir,*(a«  — 6«)-a«a?,«(2a"  — J«)  +  a« 


aa?< 


oder,  da: 


6» 


V  = 


ist: 


Da  die  GleichoDg  dw  Normale: 


«yi     «ly 


a»  — 6« 


J»         a»       *^^»    a«6« 


=  0 


ist,   so  erh&lt  mav   die  Abscisse  des 
Punktes  N,  wenn  man  y=0  setzt,  also: 

xAa'-b') 


ON=x  = 
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Die  Subnormale -ArÄ=OÄ—0.V 
wird  also: 

(siehe  Anmerkung  147). 
Daher  ist  die  Länge  der  Normale: 


i 


oder  wegen  der  Gleichung  der  Ellipse: 
oder: 


i-V6*+(o«-i«)y/ 


Anmerkung  147.    Aus  den  Resultaten  der  vorigen  Aufgabe  folgen  die  Sfttze: 

Die  grosse  Halbachse  der  Ellipse  ist  mittlere  Proportionale 
zur  Abscisse  des  Ellipsenpunktes  und  zum  Abschnitt,  welehen 
seine  Tangente  auf  der  grossen  Achse  bildet 

Dies  ist  nur  ein  spezieller  Fall  des  Satzes  von  Anmerkung  145.    Sodann: 
Die  Normale  teilt  die  Absoisse  in  einem  konstanten  Verhältnis; 

denn  da  die  Subnormale  sn—^x^^  so  ist: 

ON=x^  —  '^x^  = ^2 ^1» 

daher : 

ON:NB  =  a^  —  b^:b^  =  €^:b^. 

Anmerkung  148.    Die  Ordinate  des  Punktes  Q  (siehe  Figur  117),  in  welchem  die  kleine 
Achse  von  der  Normalen  geschnitten  wird,  findet  man,  wenn  man  ^  =  0  setzt, 

nämUch  OQ  =  -^^ p""^^- 

Somit  verhalten  sich  die  Abschnitte  ON  und  OQ^  welche  die  Nonnale  anf 

X-t  U-i 

den  Achsen  bildet,  wie:  -^  zu  -^,    Aus  Figur  117  ergiebt  sich,  dass: 

da  aber:  -        

*^^'-  PN:FQ  =  b^:a\ 

d.  h.  die  von  den  Achsen  auf  der  Normale  gebildeten  Abschnitte 
haben  ein  konstantes  Verhältnis. 

Anmerkung  149.     Das  Produkt  der  Abschnitte  FN  und  PQ  (siehe  Figur  117)  der 
Normale  ist:  '  4  . «  i  r«    « 

nach  Aufgäbe  89. ist  aber  dieser  Ausdruck  nichts  anderes  als  das  Quadrat  des  zum 
Halbmesser  OP  konjugierten  Halbmessers;  man  erhält  somit  den  Satz: 
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Das  Bechteck  ans  den  dnrch  die  Achsen  gel>ildet6n  Abschnitten 
einer  Normale  ist  gleich  dem  Quadrate  des  konjngierten  Halb- 
messers. 

Aufgabe  95.  Die  Längen  der  Senk- 
rechten Yom  EUipsenmittelpnnkt  auf  die 
Tangente  und  die  Nonnale  zu  berechnen.       Auflösung.  Man  erhält  diese  Längen 

aus  den  Formeln  fttrp  in  der  Aufgabe  16 

von  Teil  I. 

Es  ist  für  die  Tangente: 
,  _  g^fe* 

für  die  Normale: 

Anmerkung  160.    Da  die  Normale  den  Wert: 

1 


das  Lot  Tom  Mittelpunkt  auf  die  Tangente  den  Wert: 


hat,  so  ist  das  Produkt  beider  Strecken  =  &^,  daher  Satz: 

Das  Bechteck  aus  der  Normale  und  ans  dem  Lot  vom  Mittel- 
punkt auf  die  Tangente  ist  konstant. und  zwar  gleich  dem  Quadrat 
der  kleinen  Halbachse. 

Erörterung  63.    Beschreibt  man  (siehe  Figur  118)  über  der  grossen  Achse 
der  Ellipse  als  Durchmesser  einen  Kreis,  den  Umkreis  der  Ellipse,  welchen  man 
nach  dem  Gebrauch  der  Astronomen 
auch  excentrischen  Kreis  heisst,  so  Figur  118. 

berührt  derselbe  die  Ellipse  in  den  ^ ^q 

Scheiteln  A  und  Ay 

Es  sei  nun  P'  irgend  ein 
Punkt  des  Kreises,  x^y  seine  Koor- 
dinaten, so  ist  die  Gleichung  des 
Kreises : 

x^-^  r«  =  a^ 

oder: 

X^       Y^  _ 

die  Gleichung  der  Ellipse  ist: 

Liegen  nun  ein  Punkt  P  der 
Ellipse  und  ein  Punkt  P*  des  Um- 
kreises so,  dass  x=zX  ist,  d.  h. 
liegen  sie  auf  derselben  Ordinate, 
so  ist: 

.2 


X' 


,2 


a 


2 


b^ 


'2 


a 


2 
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Es  ist  also  in  diesem  Falle: 

-jr  =  -^7  oder:  y:r  =  b:a', 

ä.  h.:  Die  EUipsenordinate  verhalt  sich  zu  der  zugehörigen 
ümkreisordinate  wie  die  kleine  Achse  zur  grossen:  die  Ellipse 
teilt  die  Umkreisordinaten  sämtlich  im  gleichen  Verhältnis. 

Erörterung  64.  Beschreibt  man  (siehe  Figur  119)  über  der  kleinen  Acke 
der  Ellipse  als  Durchmesser  einen  Kreis,  den  Inkreis,  so  ist  seine  Gleichung  in 
laufenden  Koordinaten  ^,  rj: 


Figur  119. 


g«  +  ,«  =  6«,  oder:|.+^=r 
diejenige  der  Ellipse: 


X' 


a' 


1-^  =  1 


Liegen  nun  ein  Punkt  P  der 
Ellipse  und  ein  Punkt  P^'  des  In- 
kreises so,  dass  y  =  1]  ist,  d.  h.  liegen 
sie  auf  derselben  Parallelen  zur  grossen 
Achse,  so  ist: 

y    1 ^ JL 1 r^_ 

daher : 


X 


s 


=  Tr>  oder:  x:^  =  a\b\ 


d.h.:  Die  Abscissen  der  Ellipse  verhalten  sich  zu  den  zugehörigen 
Abscissen  des  Inkreises  wie  die  grosse  Achse  zur  kleinen;  die 
Ellipse  teilt  die  Inkreisabscissen  sämtlich  im  gleichen  Verhältnis. 

Erörterung  65.    Es  sei  (siehe  Figur  120)  zu  einer  EUipse  der  Inkreis 
und  der  Umkreis  gezeichnet    Punkt  P*  des  Umkreises  habe  mit  Punkt  P  der 

Ellipse  dieselbe  Absdsse  OB, 
Punkt  P**  des  Inkreises  habe 
mit  Punkt  P  der  Ellipse 
gleiche  Ordinate  OS^  dann  ist: 


Figur  120. 


P*R:PR  =  a:h, 


oder: 


P'R:P"U=a:b 


und 


OR:OU=a:b, 
also: 
^  P'R:OR  =  P"U:0l\ 

d.  h.  die  Punkte  P'  und  P" 
liegen  auf  demselben  Halb- 
messer des  Umkreises.  Daraus 
ergiebtsich  eine  einfache  Kon- 
struktion der  Ellipse,  wenn 
die  Achsen  gegeben  sind. 
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ErSrternng  66*  Zieht  man  an  die  Ellipse  (siehe  Figur  120)  im  Punkte  P, 
an  den  Umkreis  in  P\  an  den  Inkreis  in  P^'  die  Tangenten,  so  ist  die  Gleichung 
der  Ellipsentangente: 

der  Tangente  des  Umkreises: 

— r-+^^^  =  1>  oder:  — r-  +  -^  =  1> 
ar      ^     a*  ar     ^     ab 

der  Tangente  des  Inkreises: 

lk.A^13i.-i   oder- -^^4-^^=1 

Die  Abscisse  des  Punktes  T,  wo  die  X-Achse  von  der  Tangente  geschnitten 
wird,  ist  daher  für  die  Tangente  yon  Ellipse  und  Umkreis  gleich,  nämlich  =  — ; 


X, 


die  Ordinate  des  Punktes,  wo  die  r^Achse  Ton  der  Tangente  geschnitten  wird, 

b^ 
ist  fBr  Ellipse  und  Inkreis  gleich,  nämlich  =  — .    Man  erhält  somit  den  Satz: 

Zieht  man  in  den  Punkten,  wo  die  Ellipse  und  ihr  Umkreis 
(Inkreis)  von  einer  Senkrechten  zur  grossen  (kleinen)  Achse  ge- 
schnitten werden,  Tangenten  an  Ellipse  und  Umkreis  (Inkreis), 
so  treffen  sich  die  beiden  Tangenten  in  einem  Punkte  der  grossen 
(kleinen)  Achse. 

Erörternng  67.  Den  Winkel  P'OA  (siehe  Figur  120),  welchen  der 
Halbmesser  nach  dem  Punkte  P'  des  Umkreises,  der  mit  dem  Ellipsenpunkt  P 
die  gleiche  Abscisse  hat,  gegen  die  grosse  Achse  bildet,  nennt  man  die 
«xcentrische  Anomalie.    Bezeichnet  man  ihn  mit  (jp,  so  ist: 

x=:acos(pj    Y=  asifKp,    y  =  ¥•— =^  bsinq?. 

Es  kann  daher  unter  Zuhilfenahme  der  excentrischen  Anomalie  die  Gleichung 
der  Ellipse  durch  die  beiden  Gleichungen: 


ersetzt  werden. 


(  x  =  acosw 

74)  ...  {  ,    .  ^ 

'  y  y  =  b  smq> 


Erörterung  68.  Die  in  Erörterung  63  und  64  abgeleiteten  Sätze  lassen 
sich  auch  auf  schiefwinklige  Koordinaten  übertragen.  Es  seien  (siehe  Figur  121) 
AA^j  BB^  zwei  konjugierte  Durchmesser  einer  Ellipse;  ihre  Gleichung  ist: 


2      1       «2    ■■•> 


wo  für  den  Ellipsenpunkt  P  die  Grössen  x  und  y  geometrisch  durch  PR  \\0B 
und  OR  dargestellt  sind. 

Beschreibt  man  ttber  dem  Durchmesser  AA^  einen  Kreis,  dessen  Gleichung 
in  rechtwinkligen  Koordinaten: 

— r  I r  =  *• 

ist,    so    bedeutet    Y  die   Senkrechte   Tom   Kreispunkt  P^    auf    den   Durch- 
messer AAi.    Ist  nun  x  =  Xj  d.  h.  liegen  der  Punkt  P  der  Ellipse  und  der 
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Figur  121. 


Punkt  P*  des  Kreises  so,  dass  die  Parallele  PB  durch  P  zu  05  und  die  Senk- 
rechte P*R  von  P'  auf  AAi  einander  im  Punkte  R  auf  AAi  schneiden,  so  ist 
analog  Erörterung  63  und  64: 


y 


2 


r« 


8 


2   ' 


y:r=^2-^i- 


^2  ?i 

Errichtet  man  auf  ^^i  in  0  das  Lot,  welches  den  Kreis  in  C  schneidet, 
80  ist  ^2:^1  =  OBiOC.  Die  Dreiecke  P'MP  sind  daher  alle  dem  Dreieck  COB 
ähnlich;  man  erhält  so  den  Satz: 

Beschreibt  man  über  einem  beliebigen  Ellipsendurchmesser 
einen  Kreis,  so  stehen  die  parallel  zum  konjugierten  Durch- 
messer gezogenen  Ellipsenordinaten  zu  den  senkrecht  zum 
ersten  Durchmesser  gezogenen  zugehörigen  Kreisordinaten  in 
konstantem  Verhältnis. 

In  gleicher  Weise  wie  in  Erörterung  66  wird  bewiesen,  dass  die  Ellipsen- 
tangente des  Punktes  P  und  die  Kreistangente  des  Punktes  P'  einander  auf 
dem  Durchmesser  AAi  treflfen. 


0.  Brennpunktseigenschaften  der  Ellipse. 

Erörterung  69.  Nach  der  Definition  der  Ellipse  in  Erörterung  52  ist 
für  jeden  Ellipsenpunkt  die  Summe  seiner  Brennstrahlen ,  konstant ,  nämlich 
gleich  der  grossen  Achse.  Es  seien  in  Figur  122  nun  P'und  Fi  die  beiden 
Brennpunkte,  P  ein  beliebig  gewählter  Ellipsenpunkt.  Man  verlängere  FP  um 
PFi  nach  D,  so  ist  FD  =  FP-{-FiP=  2  a,  also,  ist  der  geometrische  Ort  for  D 
ein  Kreis  um  P  mit  2a;  ein  um  P  mit  PPi  beschriebener  Kreis  berührt  diesen 
Kreis  von  innen  und  geht  durch  Fi.    Man  kann  daher  sagen: 

Die  Ellipse  ist  der  geometrische  Ort  für  die  Mittelpunkte 
aller  Kreise,  welche  einen  festen  Kreis  von  innen  berühren  und 
durch  einen  gegebenen  Punkt  innerhalb  des  festen  Kreises  gehen. 

Der  feste  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  der  eine  Brennpunkt  und  dessen  Halb- 
messer die  grosse  Achse  ist,  heisst  Leitkreis.  Da  die  beiden  Brennpunkte 
vertauscht  werden  können,  giebt  es  zwei  Leitkreise  fiir  jede  ElUpse. 


BrennpniiktfleigeDscliafteii  der  BUipse. 
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Die  Aufgabe,  die  Schnittpunkte  einer  gegebenen  Geraden  und  einer  durch 
die  Brennpunkte  und  die  grosse  Achse  gegebenen  Ellipse  zu  konstruieren,  konunt 
also  geometrisch  auf  die  Aufgabe  hinaus:  Durch  einen  gegebenen  Punkt  (den 
einen  Brennpunkt)  einen  Kreis  zu  legen, 

welcher    einen   gegebenen   Kreis    (den  Figur  122. 

Leitkreis  des  andern  Brennpunktes)  be- 
rührt, und  dessen  Mittelpunkt  auf  der 
gegebenen  Geraden  liegt  Diese  Aufgabe 
ist  in  yßranzy  das  apoUonische  Problem" 
gelöst  Sie  lässt  im  allgemeinen  zwei 
Lösungen  zu,  daher  schneidet  eine  Ge- 
rade im  allgemeinen  eine  EUipse  in  zwei 
Punkten.  Der  gesuchte  Kreis  geht  auch 
noch  durch  denjenigen  Punkt,  welcher 
zum  ersten  Brennpunkt  symmetrisch 
gegen  die  gegebene  Gerade  liegt  (den 
„Gegenpunkt"  des  ersten  Brennpunktes 
für  die  gegebene  Gerade). 

Wenn  die  beiden  Berührungskreise 
in  einen  einzigen  zusammenfallen,    so 

ist  die  gegebene  Gerade  Tangente  an  die  Ellipse.  Dies  ist  nach  dem  oben 
dtierten  Werke  der  Fall,  wenn  der  Gegenpunkt  des  ersten  Brennpunktes  auf 
dem  Leitkreis  liegt 

Erörternng  70.  Aus  der  zweiten  Definition  der  Ellipse  ergiebt  sich  ihre 
Polargleichung,  bezogen  auf  die  grosse  Achse  als  Hauptachse  und  den  einen 
Brennpunkt  als  Pol.    Im  Dreieck  FTFx  ist: 

IP=q,    ^PFFi  =  (p,    FFi  =  2e,    FD  =  2a,    PIi  =  PD  =  2a  —  Q] 

daher  ist  nach  dem  allgemeinen  pythagoräischen  Lehrsatz  (siehe  Eleyer^  Lehr- 
buch der  ebenen  Trigonometrie): 

(2a  — p)*  =  4p*-|-P*  —  4:€QC08q), 
oder: 

1)  .  .  .  p(a  —  ecoscp)  ^=:  a*  —  e*     p  = 
^  ^^  ^^  '    ^        a  —  ecosw 

Wird  (p  =  90®,  so  ist  q  = .   Die  Senkrechte  auf  der  grossen  Achse 


a'-e' 


a 


in  einem  Brennpunkt  (die  Ordinate  des  Brennpunktes)  nennt  man  den  halben 
Parameter,  also  die  zur  Achse  senkrechte  Sehne  den  Parameter.    Bezeichnet 


man  ihn  mit  2p,  so  ist  p  = 


a 


,  daher  wird  die  Gleichung  der  Ellipse: 


ap' 


a  —  e  cos  cp 


=  p. 


] 


1 cosw 

a       ^ 


Bezeichnet  man  das  Verhältnis  der  linearen  Excentricitat  e  zur  Halbachse  a, 
oder  die  numerische  Excentricitat  mit  e,  so  wird  die  Ellipsengleichung, 
bezogen  auf  den  Brennpunkt: 

2)    .    .    .    Q=P'- . 

Dabei  ist  als  positive. Achsenrichtung  die  Richtung  nach  dem  vom  Brenn- 
punkt  entfernteren  Scheitel   angenommen.     Wählt  man  dagegen  als  positiye 
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Achsenrichtnng  die  Eichtang  nach  dem  näheren  Scheitel,  oder,  was  dasselbe  ist, 
behält  man  die  Achsenrichtnng  bei  nnd  wählt  als  Pol  den  andern  Brennponlit, 
so  wird: 


Erörternng  71.  Die  Entfernung  eines  Punktes  P  vom  Brennpunkt  ist 
nach  Erörterung  70: 

1 

^       ^1  —  €  cosq) 

Lässt  man  9  um  180^  wachsen,  so  erhält  man  die  Entfernung  des  andern 
Endpunktes  derjenigen  Brennpunktssehne,  welche  mit  der  Achse  den  Winkel  7 
bildet  vom  Brennpunkt,  also: 

1 

'^        ^    \-\-BCosq> 

Es  wird  daher  die  Länge  der  ganzen  Brennpunktssehne: 

oder: 

3)  .  .  .  s  =  2ü'-T ä — fi — • 

^  ^    1  —  e^cos^q) 

Das  Rechteck  aus  den  beiden  Abschnitten  der  Brennpunktssehne  ist: 

daher  ist:  ,  , 

g  +  gi  _  1 
2qq.        p' 

d«lL:  Die  Länge  einer  Brennpunktssehne  steht  zum  Rechteck  aus 
ihren  Abschnitten  in  konstantem  Verhältnis. 

Da  man  unter  dem  harmonischen  Mittel  zweier  Strecken  m  und  n  bekanntr 
lieh  das  Verhältnis  des  doppelten  Produktes  zur  Summe  versteht,  so  folgt  ans 
dem  vorhergehenden  Satz: 

Das  harmonische  Mittel  der  beiden  Abschnitte  einer  Brenn- 
punktssehne ist  gleich  dem  halben  Parameter. 

Nach  Aufgabe  89  hat  der  Halbmesser,  welcher  mit  der  Hauptachse  den 
Winkel  q>  bildet,  den  Wert: 


strrq) 
es  ist  also: 


R^  = 


b^cos^cp  -f-  a^sifi^q)        (a*  —  «*)  cos*qp  -]-  a*  (1  —  cos*q>) 


(1  —  6^)  cos^q)  +  1  —  cos^q>         1  -|-  cos^q  (1  —  «*  —  1) 


a*  —  «*  ap 


1  —  €^  cos^q)         1  —  6*  cos^  q  ' 

4)  .  .  .  B*  =  ap'- § — 5 — . 

^  ^    1  —  t'tes^q) 
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Daraus  folgt  in  Verbindimg  mit  Gleichung  3),  dass  das  Hechteck  aus 
einer  Brennpunktssehne  uiTd  der  grossen  Achse  gleich  dem  Qua- 
drate des  parallelen  Durchmessers  ist. 

Da  nach  Anmerkung  138  die  Summe  der  Quadrate  zweier  konjugierten 
Halbmesser  konstant  ist,  so  folgt  in  Verbindung  mit  dem  vorhergehenden  Satze : 

Die  Summe  zweier  Brennpunktssehnen,  welche  zu  konju- 
gierten Durchmessern  parallel  gehen,  ist  konstant 

Da  ans  Erörterung  58  und  59  folgt,  dass  die  Summe  der  reciproken  Werte 
der  Quadrate  irgend  zweier  rechtwinklig  aufeinander  stehenden  Durchmesser 
konstant  ist,  so  liefert  der  obige  Satz  tou  der  Ghrösse  der  Brennpunktssehne 
noch  den  weiteren  Satz: 

Die  Summe  der  reciproken  Werte  zweier  rechtwinkligen 
Brennpunktssehnen  ist  konstant 

ErOrtenmg  72.  Sind  x^ ,  y^  die  auf  den  Mittelpunkt  bezogenen  Koordinaten 
eines  Ellipsenpunktes  und  r^  der  zugehörige  Ellipsenhalbmesser,  sind  femer  q 
und  q'  die  beiden  Brennstrahlen  nach  diesem  Punkt,  so  ist: 

a?i  +  «  =  ß  cos  (p , 

also  ist:  , 

Xi  +  e 

C08W  =  ■ , 

Q 
daher  nach  Einsetzen  dieses  Wertes  in  die  Polargleichung : 


oder  1  = 


S  9 


2 


^                  XiA-e  ag  —  exi  —  e 

a  —  e ■ —  ^ 

Q 
also  * 

aq — ea:i  =  a*,     ap  =  a*-}~^^i  =  ^'-f"^«^i5 

also  ist  die  Grösse  des  Brennstrahles  von  demjenigen  Brennpunkt,  welcher  auf 

der  negativen  Halbachse  liegt:     o:=:aA-ex  • 

ebenso  hat  der  Brennstrahl  des  andern  Brennpunkts  die  Grösse: 

q'  =  a  —  exi. 
Bildet  man  das  Bechteck  aus  beiden  Brennstrahlen,  so  ist: 

^^  ar  ar  ar 

Dies  ist  aber  nach  Aufgabe  89  das  Quadrat  des  zum  Halbmesser  n  kon- 
jugierten Halbmessers  r^.    Man  erhält  somit  den  Satz: 

Das  Bechteck  der  beiden  Brennstrahlen  nach  einem  Ellipsen- 
punkt ist  gleich  dem  Quadrate  des  zum  Halbmesser  nach  diesem 
Punkt  konjugierten  Halbmessers. 

Aufgabe  96.   Die  Längen  der  Lote 
von  den  Brennpunkten  auf  eine  Ellipsen-       Anflösiing.   Ist  die  Ellipse  auf  die 
tangente  zu  berechnen.  Achsen  bezogen,  so  ist  die  Gleichung 

der  Tangente  in  rechtwinkligen  Koordi- 
naten : 

Die  Brennpunkte  haben  die  Koordi- 
naten ±e,  0.   Folglich  ist  nach  Teil  I, 
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Aufgabe  21  die  LäDge  des  gesuchten 
Lotes^: 


iTe 


2  = 


8 


Erkl.  128.    Nach  Aufgabe  89  ist: 


folglich  ist: 


a«6«  ""  ab  ' 


also: 


ff  = 


(■T^) 


a6 


V    a*  ^  6* 
oder  (siehe  Erkl.  123) : 

WO  r,  den  zum  Halbmesser  nach  im 
Berührungspunkt  konjugierten  Halb- 
messer bedeutet,  oder  endUch  (siehe 
Erkl.  123): 

2  =  -r^> 


ab  +  h€Xi 


6)  .  ..  • 


3^  = 


2 


b-' 


aber  nach  ErOrternng  72  ist  a  -f'  €a;,  ==  ^  oder  ^', 
folglich: 

«  =  -—-• 


Das  Produkt  beider  Lote  wird: 

aber  nach  Erörterung  72  ist  qq*  =  r^\ 
folglich  ist: 

7)  .  .  .  qq'  =  h\ 

Anmerkung  15L    Aus  der  vorhergehenden  Aufgabe  folgt  der  Satz: 

Das  Bechteck  ans  den  Loten  von  den  Brennpunkten  auf  die 
Tangente  einer  Ellipse  ist  konstant  und  zwar  gleich  dem  Quadrate 
der  kleinen  Halbachse. 

Erörterung  72a.    Sind  in  Pig.  123:  FG,  F*&  die  Lote  von  den  Brenn- 
punkten auf  die  Tangente  des  Punktes  P,   y,  /  die  spitzen  Winkel  zwischen 

der  Tangente  und  den  Brenn- 
^^"  12^-  strahlen  ^  und  p',  so  ist: 


Aber  nach  Aufgabe  96  ist: 
1  —  A  —  ^ 

daher  ist  »iny  =  swi/,  d.h.: 

Die  Tangente  macht 
mit  den  Brennstrahlen 
des  Berührungspunktes 
gleiche  Winkel,  oder:  Die 
Normale  halbiert  den 
Winkel  zwischen  den 
Brennstrahlen. 


Breimpiiiüitseigensehaften  der  Ellipse. 
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Aufgabe  97.  Den  geometrischen 
Ort  für  die  Fasspunkte  der  Ton,  den 
Brennpunkten  auf  eine  Ellipsentangente 
gefällten  Lote  zu  bestimmen. 


Erkl.  124«    Setzt  man  ia  Gl.  8)  znnächst: 

a?!  =  ^j  cos(p^ ,    jfi  =  ?i  sin  y» , 

oder: 

a  (1  —  «*)  cos  tpi  a  (1  —  «2)  sin  ^p^ 

X.  =  — ,    y.  =  — —  , 

*  1  —  icos(p^  *  1 — -£cpsq>i 

Bo  erhält  man  nach  Division  durch  den  gemein- 
samen Faktor,  a  (1  —  €^):  ... 

sin<p^ 


\     1  —  £C08(p^  /  1 — i 


€COSip^ 

\  1  —  icosff^     J 

oder : 

X  {costp^  —  «)  +  F  «w^j  —  a  (1  -!-«*)  ,=2  0. 

Wenn  die  Gleichung : 

Q{Acos(f>-{-  Bsintp)  +  C  =  0 

anf  die  Normalform: 

Q  €08  (<p  —  «)  —  q  =  0 

gebracht   werden   soll,    so   ist   nach   Teil    I, 
üebnngsau^be  84  zu  setzen: 

C 


cosa  = 


sma  = 


A 


B 


AuHösnng.  Die  Gleichung  der  Ellipse 
sei,  bezogen  auf  einen  Brennpunkt: 

1  a(l— €*) 

^  1  —  ecosq)         1 — ecosq) 

oder  in  rechtwinkligen  Koordinaten: 

x\l  —  e^)-{'f  —  2ae{l  —  B*)x 

—  a*(l  — €*)»  =  0, 

dann  wird  nach  Aufgabe  86,  Gl.  39)  die 
Gleichung  der  Tangente: 

8)  .  .  .  a;(l  — 6*)(xi  — a6)  +  yyi 

—  a(l  —  c«)[a(l  —  O-f  «^i]  =  0, 
oder  nach  Erkl.  124 : 
x(co8q)i  —  e)-\'ysinq>i  —  a(l  —  e*)  =  0, 

oder  nach  Ersatz  yon  x  durch  Qcosq^y 
y  durch  Qsinq>: 

9)  .  .  .  Q[cosq)(cosq>i  —  e)-{'Sinq>8inq>i] 

—  a(l  — c*)  =  0, 

wo  qpi  die  wahre  Anomalie  des  Berüh- 
rungspunktes ist. 

Nach  Teil  I,  Uebungsaufgabe  84 
brmgt  man  diese  Gleichung  auf  die 
Normalform : 

Q  cos  ((p -{- v)  —  }  =  0, 

wenn  man  setzt: 

a(l  —  €*)  . 


Va^  +  b^  * 

aber  hier  isi: 
^2  +  J52  —  (CO«  y  1  —  €)2  -f-  5m«yi 

=  cos^tpi  —  2€C08(p^  +  **  +  sin^tpi 


10) 


2  = 


1 


•  • 


cosv  = 


stnv 


ErU.  126.    Es  ist: 

a  (1  —  €*)  (cos  w.  —  e) 

*  1  —  2eco«y, +  * 
a(l  —  €'^)sinq>i 

*  1  —  2€CO«yi4-€2 

daher: 

qco8v  —  a€  =  t; X i — ^(co8<p^^s 

—  ^COS(Pi  +  «8  —  6  +  2€2cÖ«yi  —  «») 

__        a  (2i  —  B^cosff^  —  öosfp^) 
1  —  2€co«yi  +  «2 


Vi  —  2€C0S(pi-\-e 

C08(fi € 

Vi  —  2ecosq)x 
sincpi 

Vi  —  2ecosq>i'\-e^ 

Dabei  bedeutet  q  das  Lot  vom  Brenn- 
punkt auf  die  Tangente,  v  den  Winkel, 
welchen  dieses  Lot  mit  der  Hauptachse 
bildet.  Der  Fusspunkt  dieses  Lotes  hat 
in  Bezug,  auf  den  Brennpunkt  die  Ko- 
ordinaten : 

x  =  q  cosv,    y  =  ?  sinv. 

In  Bezug  auf  den  Mittelpunkt  hat 
der  Fusspunkt  des  Lotes  die  Koordinaten: 

^  =  x  —  a€,    ri  =  y, 
oder: 

,    f  =  2  cosv  —  ae,    ij  =  ^ sinv. 
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Es  wird  der  andere  Faktor  von  l^+ij^:  Nun  wird: 

4  «8+ «♦«wr«yi +co««y,  — 4€«co«  Vj  ^  cosv—ae  =  | 

=  4€«H-«»H-l+2€«C0«2y,-2€«  1  — 2€C0SqPi  +  6 

+  2«2«)««y,  —  4e«c(wy,  —  4«co«<p,       Daher  ist   ^4"1*>   abgesehen  von 

=  (1  +  €«)«  -  4€  (1  +  €«)  eosip,  4c»  +  €* co^Vi  +  <^ösVi  -  4«' <Jö5<i), 

'  fi      V    r  ^1^  — 4c€C08q>i-f-2€^co8*q>i'f-strr(fi 

—  26*  sin*(pi  -|-  c*  sin*  qpi , 
oder  es  wird  (siehe  Erkl.  125): 

^"^"^    ~      (1  — 2«C059)|+€*)«    ' 

11)  ...  ^  +  i,*  =  a*, 

d.  h.  der  gesuchte  geometrische  Ort  ist 
der  Umkreis  der  Ellipse. 

Anmerkung  158.    Aus  Aufgabe  97  folgt: 

Durchläuft  die  Spitze  eines  rechten  Winkels  einen  Kreis  nnd 
dreht  sich  einer  seiner  Schenkel  um  einen  festen  Paukt  innerhalb 
des  Kreises,  so  berührt  der  andere  Schenkel  stets  eine  Ellipse, 
?on  welcher  der  gegebene  Kreis  Umkreis  nnd  der  feste  Punkt 
Brennpunkt  ist. 

Aufgabe  98«   Den  Winkel  zu  berechnen^  unter  welchem  von  einem  Brenn- 
punkte aus  die  Berührungssehne  eines  Tangentenpaares  gesehen  wird. 

Auflösung.    Es  seien: 

Q  co8q>{co8q>i  —  «)  -|-  ^  ^^wqp  8inq>i  —  a  (1  —  c*)  =  0, 

QC08(p(co8q>2  —  e) -^ Q sifKp 8inq>^  —  a(l  —  €*)  =:  0, 
oder: 

Q  cos  q>  (co8q)i  —  e)  -f-  p  sinq)  8inq>i  — p  =  0, 

die  Gleichungen  zweier  Tangenten  (siehe  Aufgabe  97),  so  erhält  man  die  Polar- 
koordinaten des  Schnittpunktes,  q*j  q>'j  durch: 

C08  ^'    '    ^ 
Q*  C08qf  =!>•  — 


2  2 

.   flp«  -f-  a>i 
2 
Q* sinqf  =  v* j (siehe  ErkL  126). 


Daraus  ergiebt  sich: 


2 _,^y»+yi 


w  = = —  —  to^«  '  ■^' 

OPj  +  APi  *  2  ' 

cos -i2_i_Z_ 

2 


also: 


12)  ...  9)'  = 


Brennpnnktseigeiischafteii  der  Ellipse. 
qp2  +  qpi 
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2 


Der  Eadiusvektor  nach  dem  Schnittpunkt  der  zwei  Tangenten  halbiert 
daher  den  Winkel  zmschen  den  Brennstrahlen  der  Berührungspunkte.  Infolge- 
dessen ist:  , 

.         ,  cosqf 


cos 


oder: 


2 


—  e  cos  {ff 


Q*=P 


also: 


«)«  —  Q>i  1 

^^^       o *  cosqf 


13)  gQ^y«  — yi  ^  j)  +  6g^cogy^  _  l?  +  g^ 

2  ß'  ^'      • 


Srkl.  126.    Man  erhält  zuuäclist: 


.         ,  sin  o).  —  Bin  w, 

g  €08 a>  :=  p» ^^ r-^-= r- , 

sin  (y,  —  yj)  —  £  {8tn  y,  —  «m  yj) 


g'sitKp'  =  p' 


€08  y,  —  CO«  y  j 


«in  (y,  —  Vi)  —  «  («tny,  —  sin  (p^  ' 
Es  ist  aber  (siehe  Kleyer^  Lehrbuch  der  Goniometrie): 


«m y,  —  sin ip^  =  2 co«  ^*  ^ 


stn 


2 


-  CMcp,  ==  2«n  ^fliVl  ,,n  i£iJZi^ 


CO«^!  —  COSip^ 


2 


a 


«m  (V,  -  y.)  =  2«*n  JPlZJEl  cos  ^^iTL^L. 

Anmerkung  168.    Der  aus  der  vorigen  Aufgabe  folgende  Satz  lautet: 

Der  Winkel,  unter  welchem  die  Berfihrungssehne  des  Tan- 
gentenpaares einer  Ellipse  vom  Brennpunkt  aus  gesehen  wird, 
wird  vom  Brennstrahl  des  Schnittpunktes  der  Tangenten  halbiert. 


Anmerkung  164.  Sind  in  Fig.  124 
PÄ,  PB  zwei  feste  Tan- 
genten an  die  Ellipse,  QR 
eine  dazwischen  liegende  be- 
wegliche mit  dem  Berührungs- 
punkte C,  und  F  der  Brenn- 
punkt, so  halbiert  FQ  den 
Winkel  ÄFC,  FR  den  Win- 
kel CFR,  daher  ist  Winkel 

QFR  =  jÄFB, 

woraus  folgt: 

Der  Winkel,  unter 
welchem  der  zwischen 
zwei  festen  Tangenten 
liegende  Abschnitt 
einer  veränderlichen 
Tangente  vom  Brenn- 
punkte aiTs  gesehen 
wird,  ist  konstant. 


Figur  124. 
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Erörterung  73.  Die  Gleichung  der  Tangente  im  Punkte  xi^  yi  stellt 
bekanntlich,  wenn  xi ,  y^  nicht  auf  der  Kurve  liegt,  die  Polare  des  Punktes  Xi ,  yi 
dar  (vergl.  Erörterung.  12). 

Nun  ist  nach  Aufgabe  97  die  Polare  des  Punktes  xi,  yi,  bezogen  auf  einen 
Brennpunkt  als  Ursprung: 

x(l  —  e^(xi  —  öe)-f-yyi  —  a(l  —  e^[eXi-\-a(l  —  «*)]  =  0. 

Soll  die  Polare  durch  den  Brennpunkt,  d.  h.  den  Eoordinatenursprung^ 
hindurchgehen,  so  muss  in  dieser  Gleichung  das  Absolutglied  verschwinden,  also: 

exi  -|-a(l  —  €*)  =  0,  oder:  Xi  = \   ^^  ) 

sein.  Diese  Gleichung  stellt  eine  auf  der  Hauptachse  senkrechte  Gterade  dar, 
deren  Lage  von  der  Bichtung  der  durch  den  Brennpunkt  gehenden  Polaren 
unabhängig  ist;  daher  liegen  die  Pole  aller  Brennpunktssehnen  auf 
einer  festen  Senkrechten  zur  Hauptachse.  Diese  ist  zugleidi  die 
Polare  des  Brennpunktes,  denn  setzt  man  in  der  Gleichung  der  Polaren  von  xi ,  yi 
diese  Koordinaten  beide  =  0,  so  wird  die  Gleichung  der  Polaren: 

—  afi(l  — €*)a?  — a*(l  — €*)*  =  0,  oder:  a:  =  — -?i-3iJ.. 

Ist  Xi=: ^^ und  yi  beliebig  gegeben,  so  wird  die  Gleichung 

der  Polaren: 

a(l-e^) 

x-^ '  —  yyi  =  o. 

Dagegen  hat  die  Verbindungsgerade  des  Brennpunktes  mit  dem  Pol  xj,  t/i 

den  Wert: 

X  a(l^e*)        ,  ,    a(l  — 6*) 

—  = ^^ -j   oder:  xyi-A ^^ ^y=0. 

y  eyi       '  ^     '  fi         ^ 

Aus  Teil  I,  Aufgabe  17  sieht  man,  dass  diese  beiden  Geraden  aufeinander 
senkrecht  stehen.    Man  erhält  also  den  Satz: 

Die  Verbindungsgerade  des  Brennpunktes  mit  dem  Pol  einer 
Brennpunktssehne  steht  senkrecht  zur  letzteren. 

Die  Polare  des  Brennpunktes,  oder  den  Ort  des  Pols  aller  Brennpunkts- 
sehnen  heisst  man  Direktrix  der  Ellipse.  Zu  jedem  Brennpunkt  gehört  eine 
Direktrix.  Beide  haben  gleiche  Abstände  von  den  zunächst  liegenden  Scheiteln, 
sie  liegen  also  synunetrisch  zum  Mittelpunkt. 

• 

Erörtenmg  74.   Da  der  Abstand  der  Direktrix  vom  nächsten  Brennpunkt 

ohne  Rücksicht  auf  das  Vorzeichen  =  — ^^ ist,  so  ist  der  Abstand  jeder 

e 

Direktrix  vom  Mittelpunkt  =  — ^ ^  -|-  as  =  — .    Der  Abstand  irgend  eines 

e  e 

Ellipsenpunktes   von   der   Direktrix   ist   gleich   dem  Mittelptinktsabstand  der 

Direktrix,  vermindert  oder  vermehrt  um  die  (vom  Mittelpunkt  an  gezählte)  Absdsse 

des  Punktes,  also  =  —  ±^  =  —^ — •   Nach  Erörterung  72  ist  aber  der  Brenn- 

strahl  des  Ellipsenpunktes  mit  den  Koordinaten  Xiyi  gleich  a±6X.  Daher  ver- 
hält sich  der  Brennstrahl  eines  Ellipsenpunktes  zu  seinem  Abstand  von  der 

Direktrix  wie  1 :  — =  c :  1. 

e 
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Stuttgart  1894. 

Verlag  von  Julius  Maier. 

Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 
rlurr.h  ifide  Buchhandluna  bezooen  werden. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  älinliches  zur  Seite  steht,  erscheint  monath'ch  in  P>-4 
Heften  zu  dem  billigen  Preise  von  25  rdf  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtii- 
sten  und  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Ge^amtgebiete  der  Mathematik,  Phjsik. 
Mechanik,  math.  Geographie,  Istronomie,  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbahn, 
Brücken-  nnd  Hochbaues,  des  konstrukÜTen  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  ToIIstftndiir 
gelöster  Form,  mit  Tielen  Figuren,  Erklärungen  nebst  Angabe  und  Entwiekelang  der 
benutzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösud? 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grossere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelösten  Aufgaben  beigegeben ,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
tiberlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  Inhaltsyerzeich- 
nis,  Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärungen  über  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  1«  und  IL  Ord«,  gleich- 
berechtigten höheren  Bflrgerschulen,  Privatschulen ,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro- 
gymnasien, Schullehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Bange werkschulen, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn.  Yorbereitnngsschulen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  Universitäten,  Land-  und  Forstwlssenschaftsschnleo. 
Militärschnlen ,  Yorbereitungs-AuNtalten  alier  Arten  als  z.  B  für  das  Eiqjährig-Frt^i- 
willige-  nnd  Offlziers-Examen,  etc. 

Die  Schüler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese.  Schritt  für  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  eto 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  aucii 
die  überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematiscbeii 
Disziplinen  —  zum  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schuler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  toH- 
ständige  Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Anfgaben  zu  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  verwerten«  Lust,  Liebr 
und  Yerständnis  für  den  Schul-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Arty  MilitSr^ 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Bernfs 
zweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  un>l 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchbandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  NaniP'i 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfas-tr. 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.,  Fischeifeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigma' 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart.  Die  Yerlagshandliiiig. 
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Die  Ellipse  kann  also  auch  definiert  werden  als  geometrischer 
Ort  für  alle  Punkte,  deren  Abstände  von  einem  festen  Punkt 
(Brennpunkt)  und  einer  festen  Geraden  (Leitlinie)  ein  konstantes 
Verhältnis  haben,  welches  kleiner  als  die  Einheit  ist. 

Im  folgenden  soll  die  Gleichung  der  Ellipse  direkt  aus  dieser  Definition 
abgeleitet  werden. 


Aufgabe  99.  Die  Gleichung  der 
Ellipse  auf  Hauptachse  und  Direktrix 
zu  beziehen. 


Figur  125. 


Erkl.  127.    Die  Qleichnng  14)  wird: 

+  «j*  =  o, 

oder: 

2di 


—  2|d  — 


l-€« 


+  rfi  =  0, 


oder: 

{S(l_.2) +y»  +  d«  (l  -  j-^  +  J^)  =  0, 

oder: 

^(l-,2)+y2_._^  =  0. 

Cranz,  Analytisohe  Oeometrie  der  Ebene.    II. 


Anflösung.  Die  Direktrix  (siehe 
Figur  125)  wird  als  F-Achse,  die  Haupt- 
achse als  XAchse  gewählt  Der  Ab- 
stand des  Brennpunktes  von  der  Direktrix 
werde  mit  d,  das  Verhältnis  PFiPQ 
mit  e  bezeichnet    Dann  ist: 

PR  =  y,    FR  =  x  —  d, 
also: 

Es  ist  somit: 

oder: 

14).  .a;«(l  — e^  +  y»  — 2da;  +  rf«  =  0. 

Für  die  Abscisse  des  Scheitels  erhält 
man  die  Gleichung: 

a;«(i_€«)  — 2rfa:  +  d*  =  0, 

woraus : 

_  d  +  VtP  — d»(I  — €^) 

_  rf  +  rfc  _  d{\±e) 

~    1—6«   ~      1  —  6*     ' 

oder  Entfernung  des  Scheitels  von  der 
Direktrix : 

15)  ,  .  .  a?  =  —-— — . 

^  l  +  c 

Daher  wird  die  Entfernung  des  Mittel- 
punktes von  der  Direktrix: 

Transformiert  man  die  Gleichung  auf 
ein  paralleles  System,  dessen  Ursprung 
der  Mittelpunkt  ist,  so  muss  man: 

^  1  —  6^ 

setzen,    dann  wird  die  Gleichung  14) 
(siehe  Erkl.  127): 

17).  .  .  'f{l-B')  +  y'- 


dH^ 


1  —  6* 

20 


=  0. 
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Dies  ist  die  Gleichung  einer  Ellipse^ 
deren  gi'osse  Halbachse  den  Wert: 

1  —  fi* 

hat;  es  ist  daher: 

a(I-£«) 
a-         ^        , 

was  in  Erörterung  74  als  Mittelpunkts- 
abstand  der  Direktrix  berechnet  wurde. 

Erörternng  75.  Da  die  Entfernung  des  der  Direktrix  näheren  Scheitels 
von  derselben  nach  Aufgabe  99  =     _,       ist,  so  kann  die  Scheitelgleichnng 

L  ■  j  '  € 

der  Ellipse  leicht  aus  Gleichung  44)  gewonnen  werden,  wenn  man  x  durch 

X  4-  -— i —  ersetzt ;  sie  wird : 

'    l-|-fi 

oder: 

oder: 

18)  .  .  .  »»(1  — «*)  +  y*  — 2dex  =  0, 

oder,  wenn  man  d  =  — ^^ setzt: 

e 

19)  .  .  .  x»(l  — c*)  +  y*— 2a(l  — e»)ic  =  0. 

Nähert  sich  die  Grösse  e  der  Einheit,  so  wird  a  =  - — ^^—  immer  gi'össer; 

1  —  e 

für  c  =  1  wird  a=  co  und  die  Gleichung  18)  geht  über  in  y^^2dx  =  0. 

Daraus  geht  hervor,  dass  die  Parabel  nur  ein  spezieller  Fall 
der  Ellipse  ist;  die  Excentricität  ist  =  1,  ein  Scheitel  und  der 
Mittelpunkt  fallen  ins  Unendliche. 


P.   Uebungsaufgaben  Über  die  Ellipse. 

XTebungsan^abe  187.    Zu  beweisen,  dass: 

5a;2-|-12a:y-|-yy2  — 5a:  — 6y— 19  =  0 
eine  Ellipse  darstellt. 

Auflösung.    Es  ist: 

52  — 4^C=  144  — 4. 5-9  =  —  36, 
AE^  +  CD'  +  FB^--BD£'-4tÄCF=b'36  +  9'2b  —  19'lU-'l2'b'ß 

+  4-5-9-19  =  +  729. 

Die  Oleichang  stellt  somit  nach  Erörterung  57  eine  Ellipse  dar. 


Uebungsaufgabe  188.     Von  der  in  Uebungsanfgabe  187  gegebenen  Ellipse  die 
Koordinaten  des  Mittelpunktes  zu  bestimmen. 
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AnflSflung.    Die  Koordinaten  des  Mittelpnnktes  sind  nach  Erörterung  55: 

BE^2CD  BD-2ÄE 

also: 

— 12.6  +  2-9-5         1        ^         —12.5  +  2-5  6 
=136- =2-^^ =36 =  ^- 


XTebungsan^be  189.     Von  der  in  Uebungsanfgabe  187  gegebenen  Ellipse  die 
Richtung  der  Hauptachse  und  die  Längen  der  Halbachsen  anzugeben. 

Auflösung.    Wenn  a  der  Winkel  der  Hauptachse  gegen  die  positive  X-Achse  ist, 
80  ist  nach  Erörterung  56: 

Da  B^  —  4-4C  negativ,  G  positiv,  A  —  C  negativ  ist,  so  muss  nach  Erörterung  56 
cos 2a  positiv  sein;  2a  ist  daher  im  vierten  Quadranten  zu  wählen. 

Für  die  Längen  der  Halbachsen  erhält  man  nach  Erörterung  56: 

_1_      J (Ä  +  C){B^  —  4.ÄC)  _  14 »36  _  56 

ft«  ^"  a^  "  G  ""     729     ""  81  ' 

4  (B^  —  ^ACy  36»  4» 


a^b^  ~"  G2  —  729^  ""  9»  ' 

daraus: 

_2 8_  ri-_i_J-V— ü_j_  J ^     fl.      lY— ^ 

oft  ~  27  '  ^'^  Va  +  fty  ""  81  +  21  "~  81  '    \b  "  aJ  "  Sl' 
also:  ' 


Folglich: 


also: 


a^  b         9    ^^*     b        a         9   *^^' 
l  =  f(,/5-l/2),    1  =  f  (1/5 +  1/2), 

a  =  1(1/5"+ \/2),      ft  =  |-(v/6-\/2). 


üebungsau^be  190.    Man  bestimme  die  Koordinaten  des  Mittelpunktes  für  fol- 
gende Ellipsen: 

3  a;2  +  3  a:  y  +  y  2  _  2  o;  —  5  y  —  7  =  0 , 

ix^  +  5y2  +  40a?  —  8y  + 101  =  0, 
und  transformiere  die  Gleichung  auf  ein  paralleles  System  durch  den  Mittelpunkt. 

Auflösung.    Es  wird  B^  —  4AC  für  die  drei  Ellipsen  der  Reihe  nach: 
—  3,  —3,  —80;  femer:  BE—2CD  =  —  U,  —3,  —400;  BD-'2AE  =  2i,  4,  +64; 

(7  =  +70,  +1,  +176. 
Daher  werden  die  Koordinaten  des  Mittelpunktes: 

11  4  4 

Die  Mittelpunktsgleichung  wird: 

3a:«  +  3a;y  +  y2  — -y-  =  0;  ^*  +  |-y«-j  =  0;    4a;2  +  5y«  — -y- =  0, 

oder: 

9a;«  +  9a?y  +  3y2  — 70  =  0;  12a:»  +  9y«— 4  =  0;  20ir2  +  25y«  — 11  =  0. 
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XTebnngsau^abe  191.    Transformiere  die  Ellipse: 

Ua:«  — 4a?y+lly2  — 60  =  0 
anf  die  Achsen  nnd  bestimme  die  Bichtong  der  Achsen. 

AuflSsnng.    Es  wird  (siehe  Erörterung  56): 

^  4  ^  Ä  —  C  ,   3 

tg2a  =  — j :rr  =  — tti    co82a  =  — ,  =  -rv"« 

J^ Q  3 

Da  CO« 2«  dasselbe  Vorzeichen  haben  muss  wie  — r=—  oder  hier  ^^  ,  so  ist: 

3 

cos2a  =  — T\ 

0 

der  Winkel  2a  liegt  im  zweiten  Quadranten;  es  ist  daher: 

3  4 

coB2a  =  — -^,    %in2QL  =  tg2a€Os2a  ==  +-r> 


also  ist: 

o  o 


3  4 

co«*a  —  «m*«  =  —  —- ,    2sina  cosa  =  +  t"  » 


woraus  man  durch  Division  findet: 

oder: 

(<^a  —  2)  {tga  +  y)  =  0,    tga  =  2, 
(weil  a  im  ersten  Quadranten  liegen  muss). 

Die  Gleichung  der  Hauptachse  ist  also:  -^  =  2,  oder:  2x  —  y  =  0.    Folglich  ist 
die  Gleichung  der  dazu  senkrechten  Nebenachse:   x-\-2y  =  0. 

Zur  Bestimmung  der  Grösse  der  Halbachsen  erhält  man: 

o«  ^  6«  ""       H  ^^^^^  ~"  60  "■  12  ' 

L  _L  JL    r        2  25 

i4   "T   A4   "T 


also: 

J_      ._1 2__  _2L_i. L_ 

a*    '    6*         a^62  ""144  6  "*"  144  ' 

daher: 

J 1 1_     J_  ,   J 5^     J J_     J J_ 

6«         a«  ""  12  '     6«  +  a^   ""  12  '  6«   ~"  4  '     a«  "  3  ' 
also  ist  die  Achsengleichung  der  Ellipse: 


XTebungsaufjgabe  192.    Wenn  die  Mittelpnnktsgleichung  der  Ellipse  vorliegt,  die 
Gleichung  des  Achsenpaares  aufzustellen. 

Auflösung.    Ist  a  der  Winkel,  welchen  die  grosse  Achse  der  Ellipse  gegen  die 
X Achse  des  Systems  bildet,  so  ist  nach  Erörterung  56,  Gleichung  13): 

2  (A  —  C)  cosa  sina  —  B (cos^a  —  sin^a)  =  0. 
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Ist  nnn  x^  y  ein  Punkt  der  grossen  Achse  and  q  seine  Entfernung  vom  Mittelpunkt, 
so  ist  07  =  ^  cos  ay  y  =  Q  sin  a,  daher  ist : 

X  y 

cosa  =  — ,    stna  ==  — . 
Q  Q 

Setzt  man  diese  Werte  in  die  obige  Gleichung  ein,  so  erhält  man: 

oder  nach  Multiplikation  mit  q-: 

Bx^  —  2(Ä  —  C)xy  —  By^  =  0; 
dies  ist  die  Gleichung  des  Achsenpaares,  welche  in  die  zwei  Gleichungen: 

Bx  —  y[Ä--C±VB^  +  {A^Cy]  =  0 
zerfällt. 


XTebungsaxLfg^be  198.    Die  Ellipsengleichung: 

5iF3  +  2a:y  +  y«  — 8  =  0 

sei  auf  ein  schiefes  System  mit  dem  Achsenwinkel  60^  bezogen.    Man  soll  die  Gleichung 
auf  die  Achsen  transformieren. 

Auflösuiig.    Nach  Erörterung  58  ist: 

J_      J 1     A+C  —  Bco8io 

at      +      ^2       —  ff  Qiy^t^ 


4  1      -B«  — 4JC 


also  liier: 


a^h^  —       H2         sin^^ 

J_      J l^  5  +  1  — 2gQg60Q 

^2  -r  ^2  —  3  sin^QO^ 

4  1     4  —  45 


aber: 


daher: 


also: 


a^b^  "^       64     sin^ßO^  ' 
co8  6(fi  =  ^,    «m2  60°  =  ^; 

J  4 

J_       J 2^      _4 Jl^  _1_       J ]_ 

^2  -h  ^2   —  3  .     „2^2  —  3  ;    flauer:    ^^         a«   ""  3  ' 


also  die  Achsengleichung: 


J J_     J J_ 

fe«   ■*"  2  '     a2  ""  6  ' 

-6-  +  i— 1=0. 


XTebongiaiiflgabe   194.     Die   auf   ein   schiefwinkliges  System  mit  dem  Achsen- 

«  3 

Winkel  oi,  dessen  Cosinus  =  —  ist,  bezogene  Ellipsengleichung: 

D 

Sx^  +  6a:y  +  16y2  —  13  =  0 

auf  ein  Paar  von  koigugierten  Durchmessern  zu  transformieren,  welche  einen  Winkel 
Ton  45^  einschliessen. 

Auflösung.    Sind  Qi  und  ^2  ^^^  beiden  konjugierten  Halbmesser,  a,  ^  die  beiden 
Halbachsen,  so  ist  nach  Aufgabe  89: 

Qi^-^-Qi^  =  a^-f-Z»-,    QiQ^sinib^  =  ab] 
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dividiert  man  die  erste  Gleichong  durch  das  Qaadrat  der  zweiten,  so  erhftlt  man: 

3^ 
5 


A  +  C^B.^ 


1       /  1  1  \         1  1 1     ^-r^-^ 

sin^^^  \Q^^  ■+"  ^2*/        a«  +  ft«  ""       H  _9_ 

4  4  1      52  — 4-4C 


Qi^  Q^^  8in^  4b^         a^b 


2A2 


also,  da  «n*  45  =  -^  ist: 


daher: 


folglich: 


11^    1926 
^1*  "^  Q^^  ""  16- 13 

1  1 


Q^^        Q\ 


l__    1926+5  1^4681 

2  Q.Oß.lQ  »  rx% 


~       H* 

1-*      ' 
*       25 

4 

150 

Qi'Q»' 

1613  ' 

5  V4681 

1613 

I 

1           ] 

[925  —  5  \/4681 

Pa«  2-2613  '     p,2  216. 13 


XTebnngsanfgabe  106.    Die  beiden  EUipsengleichnngen: 

10a;2  +  6a:y  +  5y2— 1  =0, 

3 

bezogen  anf  ein  schiefes  System  mit  einem  Achsenwinkel  a>,  dessen  Cosinus  =  -r-  ist,  und 

a;2--3Ty  +  y2  +  l=0, 

bezogen  anf  ein, schiefes  System  mit  dem  Achsenwinkel  60^  auf  die  Achsen  zu  trani- 
formieren. 

Auflösung.    Analog  der  AuflösoDg  von  Uebungsaufgabe  193  erhält  man: 

"T  +  W^'^^=^  "^^  -y--5y«-l=0. 


Uebungsaufgabe  196.    Die  Gleichung  der  Sehne  aufzustellen,  welche  zwei  gegebene 
Punkte  einer  Ellipse  verbindet. 

AuflSsung.     Nach  Teil  I,  Erörterung  8  ist  die  Gleichuug  der  Geraden,  welche 
die  Punkte  a?j,  y^;  a?2,  y^  verbindet: 

^  (y  1  —  ^2)  —  y  («^1  —  ^2) + «1  ^2 — «2  y  1  =  o. 

Liegen  die  Punkte  x^  y^;  z^^  y^  anf  der  Ellipse,. so  ist: 

2;  2  4/2  /«•  2  «/  2 


ll.  JV__,       ^%     .    y2'        , 

j2  -r  52  —  A ,    ^    -t-  ^2  —  A , 


"2 

daher  ist: 

(^1 + ^2)  (^1  —  ^2)  _  _  (yi— y»)  (yi +y2) 

folglich : 

(y  1 — y2)  (y  1 + y2)  •  «^  . 


•'^l         ^2--  6M^l  +  ^2) 


also  wird  die  GleichuDg  der  Sehne: 

{y    JL.  y\  (j2 

^(yi— y2)+y(yi— y2)  (^| ,1,3,^)^2  +^iy2--^2yi=o, 

oder: 

xiac^+x^       y{yy  +  y^         (3?iy2  — ar^y,)  (ar^  +  a?^)   _ 

"T  1.2  "T  ^2  /„    _  «  \  —  "• 


a^        '        6«        '  «Myi  — y2) 


üebnngsanfgaben  über  die  Ellipse.  3 1 1 

Aber: 

also  Ist  das  Absolutglied: 

a*(yi-y2)   "^    «'(^1-^2)    ""       «'    "^yi-ygV«' '^•"  a-  ^v 

= -  ^+7r--^[('-1^)"-0-^)'-] 

=-^+Trb7(-'"-">-^''-"')=-^-'-^. 

daher  wird  die  Oleichnog  der  Sehne: 

X {x^  +  x^        y(!/i  +  yt)  _  (Xjx^      liVA      1  _  o 
«2         i-         ^2  V   a«    "T"    6«   y^^  —"• 

XTebniigsaii^abe  197.    Nachzuweisen,  dass: 

2a;2  — 4a:y  +  3y2  +  7y  — 5a:  — 3  =  0 
eine  Ellipse  darstellt,  nnd  die  Gleichung  der  Tangente  im  Punkte  1, 1  aufzustellen. 

Auflösung.     Der  Nachweis,  dass  die  Kurve  eine  EUipse  ist,  geschieht  wie  in 
Uebungsaufgabe  187;  der  Pnnkt  1,  1  liegt  auf  ihr. 

Die  Oldchung  der  Tangente  wird  nach  Aufgabe  86: 

5a:  — 9y  +  4  =  0. 


Uebungsaufgabe  198.    Nachzuweisen,  dass  die  Gerade: 

4 


a:+-ry-i  =  o 


die  Ellipse: 


berührt. 


x'  +  ^-\=Q 


Auflösung.    Da  die  Achsengleichnng  der  Ellipse  vorliegt,  so  muss  jede  Tangente 
auf  die  Form  gebracht  werden  können: 

^^1+ jyyi  — 1  =  0; 

diese  stimmt  mit  der  Gleichung  x-\"—y  — 1  =  0  überein,  wenn  man  a:,  =  1,  yi  ==  1 

setzt  Der  Punkt  1,1  ist  somit  Berührungspunkt.  Der  Durchmesser  nach  dem  Berüh- 
rungspunkt hat  daher  die  Gleichung:  x  —  y  =  0,  und  der  dazu  konjugierte  Durchmesser 
hat,  weil  er  der  Tangente  parallel  läuft,  die  Gleichung: 

x-\--ry  =  0  oder  4a:-}-y  ==  0. 

14 
Uebungsaufgabe  199.    Die  Gleichung  der  Polare  des  Punktes  2,  -^  in  Bezug 

auf  die  EUipse:  „«.        .«p,^        ^         «^ 

^  3a:2  — 4a:y  +  2y*+7a:  — 5y— -3  =  0 

aufzustellen. 

Auflösung.    Aus  Aufgabe  86  und  Anmerkung  134  erhIÜt  man  für  die  Polare  die 


Uebungsaufgabe  200.    An  die  Ellipse: 

Za?  —  ^xy  +  2i^*  +  7a:  —  5l<  —  3  =  0 
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sollen  die  Tangenten  vom  Eoordinatennrspning  aus  gelegt  werden;  ihre  Oleichmigen  auf- 
zustellen. 

Auflösung.    Die  Gleichong  des  Tangentenpaares  wird: 

Ax^  +  Bxy  +  ry^  =  0, 
wo  nach  Aufgabe  92: 

r  =  x'^  (B2  —  4^  C)  —  4:0  H, 

und  nach  Erörterung  h4i  H=  b^—ajC  ^*^'    ^*  ^^®^  a;'  =  y'  =  0  ist,  so  wird: 

A  =  —4ÄH,  B=^—4BH,  r==—iCH; 
die  Gleichung  ist  also  nach  Division  durch  —  4if : 

Ax^'\-Bx!/  +  Cij^  =  0  oder  Sjc^  — 4iFy  +  2y2  =  0. 

Anmerkong  166.    Das  in  Uebnngsaufgabe  200  erhaltene  Resultat  ist  allgemein: 

Setzt  man  die  Summe  der  quadratischen  Glieder  in  der 
Gleichung  einer  Kurve  zweiten  Grades  gleich  Null,  so  stellt 
diese  Gleichung  das  Tangentenpaar  vom  Ursprung  aus  dar. 


Uebniigsau^be  201.    Die  Gleichung  der  Tangente  an  die  Ellipse: 

3a:2  +  4y«=  12 
3 

im  Punkte  1,  —  zu  bestimmen. 

Auflösung.    Analog  mit  Uebungsaufgabe  198  erhält  man: 

a:+2y  — 4  =  0. 


XTebungsaufigabe  202.     Den  Winkel  zu  bestimmen,  welchen  das  Tangentenpaar 
vom  Punkte  3,  2  an  die  Ellipse: 

4x^  —  xy-{-j/^  —  7  =  0 
bildet. 

Auflösung.    Das  Tangentenpaar  ist: 

^(a:-^i)2  +  J5(a:  — Ti)(y-y,)  +  r(y  — yi)2  =  0, 
wo  A,  B,  r  die  in  Uebungsaufgabe  200  angegebenen  Werte  haben;  hier  wird: 

^  =  4-52,   JB  =  152,   r=  — 107. 
Der  Winkel  zwischen  den  Tangenten  ist  gegeben  durch: 

VB^  —  4.Ar  16     ,-— 

tgv  =      ^  +  r      =  -  55  ^^^^' 

Uebungsaufgabe  203.    Die  Koordinaten  des  Pols  für  die  Gerade: 

4a:  +  5y  +  7  =  0 
in  Bezug  auf  die  Ellipse: 

ZU  berechnen. 

Auflösung.    Die  Polare  von  x^,  y^  hat  in  Bezug  auf  die  Ellipse  die  Gleichung: : 

3^4         ^       ^' 
die  gegebene  Gerade  hat  die  Gleichung: 

4  5 

a:.  — y +y.  — y— 1  =  0; 


Uebnngsaufgaben  über  die  Ellipse.  gi3 


es  muss  daher: 

a?!  4       y,  5        ,  12  20 


üebungsau^abe  204.  Die  OMchang  der  EllipsentaDgente  in  der  Normalform 
anfzustellen. 

AoflSsmig.    Die  Gleichung  der  Tangente  ist: 

o«    -r    ^2        1  —  u. 

Wenn  also  p  das  Lot  vom  Mittelpunkt  auf  die  Tangente  ist,  and  d  sein  Winkel 
gegen  die  Hauptachse,  so  ist  xco8(i-\-y3ind — p  =  0  die  Normalgleichung,  wobei  nach 
Teil  I,  Aufgabe  15: 


femer: 


daher  ist: 


es  ist  somit: 


folglich : 


cosd  =  — T==:L=r-.      sin6=  * 


also: 


x^  acosö       yj         baittd 

a  p       *      b  P      * 

^2  +  j2  —  1  —  j,2  ; 


p^  =  a^cos^d-]-b^8in^d. 
Die  gesuchte  Gleichung  ist  somit: 


xcosd-\-f/  sin  6  —  Va^  cos^  ö-^b^  sin^  d  =  0. 


XTebungsaufgabe  205.     Für  das  Lot  vom  Mittelpunkt  auf  die  Tangente  einen 
bequemeren  Ausdruck  zu  finden. 

.    Da  nach  Aufgabe  95: 


ist,  nach  Aufgabe  89  aber  der  zum  Halbmesser  nach  dem  Berührungspunkt  konjugierte 
(also  der  Tangente  parallele)  Halbmesser  den  Wert: 

hat,  so  ist: 

ab 
JP  = 


^1 
Man  erhält  somit  den  Satz: 

Anmerkung  166.  Das  Bechteck  aus  einem  Halbmesser  und  seiner  senk- 
rechten Entfernung  von  der  parallel  zu  ihm  gezogenen  Tangente 
ist  gleich  dem  Bechteck  aus  den  beiden  Halbachsen. 

Anmerkung  167.  Beschreibt  man  in  Figur  126  um  eine  Ellipse  ein  Parallelogramm, 
dessen  Seiten  parallel   zu   zwei  koi\jugierten  Durchmessern  sind,    so  ist,  wenn 
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0Ä^=  Q^  ist,  der  Abstand  OP  von  der  dazn  parallelen  Tangente  =  j?,  also  q^p 
der  Inhalt  des  Parallelogramms  OAFB,  daher  iQiP  der  Inhalt  des  ganzen  Parallelo- 
gramms ODER  Nach  der  vorigen  Anmerknng  ist  dieses  Rechteck  =  4  a  6,  daher  Satz: 

Der  Inhalt  eines  der  Ellipse  nmbeschriebenen  Parallelo- 
gramms, dessen  Seiten  parallel  zu  zwei  konjugierten  Durch- 
messer sind,  ist  konstant. 


Uebnngsanfgabe  206.    Folgenden  Satz  zu  beweisen: 

Verbindet  man  einen  Ellipsenpnnkt  mit  den  Endpunkten  irgend 
eines  Durchmessers,  so  sind  die  Richtungen  der  Verbindungssehnen 
konjugiert. 

Auflösung.  Sei  |,  rj  der  beliebige  EUipseupunkt,  a;,,  y^  der  eine,  — Xj,  —  y,  der 
andere  Endpunkt  des  Durchmessers,  so  haben  nach  üebungsaufgabe  196  die  beiden  Sehnen 
die  Gleichungen  : 

a?(l+^i)  ,   y (^? + yi)  _  ("ifL  ,  jlil)  —  1  =  0 

a^         "•"         b^  \  a^     '      b^  J 

und 


Die  dazu  parallelen  Durchmesser  haben  also  die  Gleichungen: 


^(^+^i)  ,   yC'y+yi) 


+ 


=  0  und 


^(S  — ^i)  ,   y(i7— yi) 

— I — 


=  0. 


Sind  tti  und  «2  ^^^  Winkel,  welche  diese  beiden  Durchmesser  gegen  die  Hauptachse 
bilden,  so  ist: 

bHI  +  x,)  hHS-x,) 


daher  ist: 


tga'tga2=  ^4 


(»7 + y  1)  (^  —  !/i)      «*  (»7^ — yi*) ' 

Da  aber  die  Punkte  ^,  rj  und  ^^,  y^  auf  der  Ellipse  liegen,  so  ist: 


2 


a 


2  -r  ^2 


2 


a:2        y2  £2        ^2  /j-2        y*\ 

=  1  =-^  +  -^y  oder:  -^  — -^  =  — (^-^  — -^| 


oder: 


«2 


2 


'^-^»1.  oder:    ^'"^«^ 


b'^ 


f  —  yi* 


£1 
6« 


Uebnngsan^aben  über  die  Ellipse. 
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es  ist  somit: 


was  nach  Aufgabe  89,  Oleichnng  56)  die  Bedingung  dafdr  ist,  dass  die  beiden  Durch-. 
messer  konjugiert  sind. 

Anmerlning  168.    Zwei  solche  Sehnen,  welche  einen  Ellipsenpunkt  mit  den  Endpunkten 
eines  Durchmessers  verbinden,  nennt  man  Supplementarsehnen. 


TTebungsaufgabe  207.    In  der  Ellipse: 


*2 


die  Längen  der  gleichen  koigugierten  Halbmesser  und  ihren  Zwischenwinkel  zu  bestimmen. 

Auflösung.    Sind  ^|,  ^2  ^^^  konjugierte  Halbmesser  und  7  ihr  Zwischenwinkel, 
so  ist  nach  Aufgabe  89: 

^1^  +  ^2^  =  o*  +  fc^  und  ^1  ^2  **'* y  =  a6. 
Es  ist  also  hier,  wo  ^,  =  ^^  =  Q*  i^^ ' 

2^'2  =  5  +  4  =  9,    ^'  =  -4=^  =  1-1/2 


und 


also: 


V2 


Q'^siny  =  V20  =  2  Vf>,  oder:  -^siny  ==  2  Vh\ 

siny  =  —  Vb, 


TTebungsaufgabe  208.    Folgenden  Satz  zu  beweisen: 

Werden  zwei  parallele  Ellipsentangenten  von  einer  veränderlichen  dritten  Tangente 
geschnitten,  so  ist  das  Rechteck  aus  den  Abschnitten  auf  den  parallelen  Tangenten  kon- 
stant^ und  zwar  gleich  dem  Quadrate  des  zu  ihnen  parallelen  Halbmessers. 

Auflösung.  (Siehe  Figur  127.)  Die  Gleichung  der  Ellipse  sei,  bezogen  auf  den  zu 
den  parallelen  Tangenten  parallelen  Durchmesser  und  seinen  konjugierten,  welcher  durch 
die  Berfihrungspunkte  der  Tangenten  geht: 


2"    \    TT  ^^  ^» 


dann  sind  die  Gleichungen  der  parallelen  Tangenten:  y==  +^2* 

Figur  127. 
Y1 
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Irgend  eine  dritte  Tangente  hat  die  Gleichung: 

Qx'  +  6."    ~^' 
Ihre  Schnittpunkte  mit  den  ersten  Tangenten  erhUt  man,  wenn  man  in  dieser 
Gleichnng:  y  =  ±^2  setzt;  also  ist: 


also  ist  das  Prodokt  der  Absoissen  beider  Schnittpunkte,  oder  geometrisch  gesprochen 
das  Rechteck  aus  den  Abschnitten  BC  und  B^Ci'. 

aber,  da  a^i ,  y,  als  Berfihmngspunkt  der  Tangente  CCj  auf  der  Ellipse  liegt,  so  ist  nach 
der  EUipsengldchung : 

i  —  y»!  — £»1. 

e.*  ~  Q* ' 

folglich  ■ 

BCB.C^  =  |V  •  -fV  =  Qi'  w.  2.  b.  w. 


Uebungsanlgabe  209.  Zn  beweisen:  Das  Bechteck  ans  den  Abschnitten,  wdche 
ein  Paar  von  konjugierten  Durchmessern  auf  irgend  einer  Tangente  bilden,  ist  gleich 
dem  Quadrate  des  zur  Tangente  parallelen  Halbmessers. 

AnflSsnng.  (Siehe  Figar  127.)  Die  zwei  konjugierten  Durchmesser  seien  Achsen, 
die  Ellipsengleichnng: 

a?-         y*   

die  Tangente  hat  die  Gleichung: 

Qi*  ^  Q/   ~ 
Ihre  Schnittpunkte  P,  C  auf  den  Achsen  haben  dann  die  Koordinaten: 

— ,  0  und  0,  -^. 
^i  Vi 

Nach  Teil  I,  Aufgabe  4  ist  dann: 

aber  da  nach  der  Ellipsengleichung: 

und  ebenso:  y^_2L^_£L^ 

ist,  so  wird: 

oder: 


cos  Vi  \ 


Uebnngaan^ben  Aber  die  Ellipse. 
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daher: 


^1  Pa 


Aber  der  zur  Tangente  parallele  Durchmesser  hat  die  Gleichung: 


er  schneidet  die  Ellipse  im  Punkte: 


at  =  — 


:.  y  =  + 


»ift* 


Vx,W  +  !fxW' 


oder  wegen  der  Ellipsengleichnng: 

Flur  den  Halbmesser  nach  diesem  Punkte  ist  also  nach  Teil  I,  Aufgabe  10: 


f^  = 


somit  ist: 


QiQ% 


BD^'CD*  =  r*,  oder  BD  CD  =  r^  w.  z.  b.  w. 


TTebungsau^abe  210.    Folgenden  Satz  zu  beweisen: 

Bewegt  sich  eine  Strecke  von  konstanter  Länge  mit  ihren  End* 
punkten  auf  den  Schenkeln  eines  festen  Winkels,  so  beschreibt  jeder 
Punkt  auf  ihr  eine  Ellipse. 


Auflösung.  Die  feste  Strecke  AB  (siehe 
Fig.  128)  (A  bewegt  sich  auf  der  F- Achse, 
B  auf  der  X-Achse)  werde  durch  den  Punkt 
P  in  die  zwei  Abschnitte  AF=a,  BP=b 
zerlegt,  so  dass  AB  s=  a-j-bist.  Die  Koor- 
dinaten von  A  sind  0,  y^,  die  von  B  sind 
^2,  0.  Dann  hat  nach  Teil  I,  Aufgabe  12 
der  Punkt  P  die  Koordinaten : 


Figur  128. 


daher: 


a  +  6' 


V  = 


x^  = 


(a  +  b)^ 


(a  +  b)ri 

yx  =  — i — 


Aber   nach    dem    allgemeinen    Pythagoräer 
(siehe  Kleyer,  Lehrbuch  der  ebenen  Trigo-  0 
nometrie)  ist: 

(a  +  by  =  x^  -|-  y,*  —  2x^y^  cosa, 

oder: 

2{a  +  b)nri 


(a  +  byr-     ,     (a-M)V 


.2 


oder: 


r 


52 


,2 


ab 


cosoa  =  (a  +  ft) 


2 


2h 


-^  -^  —  -Tjr  ^ö^^  —  1  =  0. 


62 


ab 


Dies  ist  die  Gleichung  einer  Ellipse  in  schiefwinkligen  Koordinaten. 

Anmerkung  169.   Ist  der  Winkel  AOB  ein  rechter,  so  wird  die  Gleichung  der  Ellipse: 


n2 


a' 


2-  +  i2--l  =  0, 


d.  h.  die  Schenkel  der  Winkel  sind  die  Achsenrichtungen,  a  und  b  die  Halbachsen. 


318 


Analytische  Geometrie  der  Ebene. 


¥igür  129. 


T 


Anmerkung  160.  Auf  dem  in  Uebnngsaafgabe  210 
und  Anmerkung  159  ansgesprochenen  Satze 
bemht  die  Konstruktion  des  gebrftnchlich- 
Bten  EUipsenzirkels ,  auch  Erenzzirkel  gt- 
nannt  (siehe  Fignr  129):  In  einem  aaf 
die  Papierfläche  zu  fixierenden  Stfick  Holz 
oder  Metall  sind  zwei  Schlitze  senkrecht  za 
einander  angebracht.  In  jedem  dieser  Schlitze 
bewegt  sich  ein  runder  Zapfen  Ä  und  B, 
diese  Zapfen  sind  senkrecht  zu  einem  Lineal 
befestigt,  welches  den  beliebig  zu  verstellen- 
den Zeichenstift  P  trägt  Wird  das  Lineal 
so  gedreht,  dass  Zapfen  A  in  dem  vertikalen, 
Zapfen  B  in  dem  horizontalen  Schlitz  hin 
und  hergeht,  so  beschreibt  P  eine  Ellipse,  in 
welcher  Ä  P  die  Länge  der  grossen,  BP^er 
kleinen  Halbachse  ist.  Zapfen  B  ist  gegen 
A  auf  dem  Lineal  verstellbar,  ebenso  der 
Zeichenstift  gegen  B, 

Uebungsau^abe  211.  Zu  beweisen:  Bewegt  sich  ein  gleichschenkliges 
Dreieck  mit  konstanter  Länge  der  Schenkel  so,  dass  der  Endpunkt  des 
einen  Schenkels  fest  bleibt,  der  Endpunkt  des  andern  auf  einer  durch 
den  andern  Endpunkt  gehenden  Geraden  sich  bewegt,  so  beschreibt 
jeder  Punkt  des  zweiten  Schenkels  eine  Ellipse. 

Auflösung.  Es  sei  0  (siehe  Figur  130)  der  feste  Endpunkt,  B  bewege  sich  anf 
OBf  der  Z- Achse,  hin  und  her,  die  Spitze  A  des  gleichschenkligen  Dreiecks  habe  die 

Koordinaten  |,  17;  dann  hatPonkt 

Figur  130.  ^  ^^^  Abscisse  2|,  Mt  man 

von  A  und  vom  Punkt  P,  dessen 
^  Koordinaten  x,  y  sind,  die  Lote 

^S"  und  PR  auf  AB,  so  ist: 

BS=l  ^Ä  =  2i  — ar. 

Bezeichnet  man  die  Summe 
der  Strecken  0A-\- AP  mit  a, 
die  Strecke  PB  mit  6,  so  ist 

a  +  b 


OA^AB  = 
und  es  verhält  sich: 
PE.A8=h\ 


y:i/=  h\ 


R 


a-Yh 


B 


2|  — a::|  =  «>: 


BR\BS^h\ 
oder: 


"^2"' 


Daraus  folgt: 


1  = 


x{a-\-h) 
2a 


V  = 


26 


Nun  bewegt  sich  aber  Punkt  A  auf  einem  Kreise  um  0  mit  Halbmesser 

(a  4-  bV 
daher  ist:  l^  +  i?«  =        a    ^  folgUch: 


a  +  l 


> 


x^{a'\-bY     ,     y^a  +  by  (a  +  ft) 


2 


4  a 


2 


+ 


46« 


oder 


1: 

b 


=  1  w.  z.  b.  w. 


Uebnngflan^aben  über  die  Ellipse. 
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Anmerkung  161.  Aach  dieser  Satz  ist  wiederiiolt  zur  Grundlage  eines  Ellipsenzirkels 
benützt  worden.  Man  nennt  die  angedeutete  mechanische  Vorrichtung  die  einfache 
Eurbelschleife. 

TTebnngsaufgabe  212.    Folgenden  Satz  zu  beweisen: 

Bollt  ein  beweglicher  Kreis  in  einem  doppelt  so  grossen  festen 
Kreis,  so  beschreibt  jeder  mit  dem  beweglichen  Kreis  fest  verbun- 
dene Punkt*  eine  Ellipse. 

AnflSsnng.  Es  sei  (siehe  Figur  131)  Kreis  0  der  feste,  Kreis  Q  der  bewegliche 
Kreis,  letzterer  befinde  sich  zuerst  in  der  Stellung,  dass  der  schreibende  Punkt  Pauf  der 
Centrale  OQ  liegt.  Der  Berührungs- 
punkt sei  A.  In  einer  zweiten  Stel-  Figur  181. 
lung  Q^  des  beweglichen  Kreises  ist 
A^  der  Berührungspunkt.  Da  der  be- 
wegliche Kreis  halb  so  gross  ist  als 
der  feste,  so  ist  der  Centriwinkel  des 
beweglichen  Kreises,  um  welchen  sich 
dieser  während  des  EoUens  gedreht 
hat,  doppelt  so  gross  als  der  Centri- 
winkel AOA^  des  festen  Kreises. 
Wenn  daher  i\  die  zweite  Lage  des 
Punktes  P  ist  und  <^  AOA^  mit  g) 
bezeichnet  wird,  so  ist  <^  A^Q^P^ 
=  2  g).  Verlängert  man  QiPi  bis  zum 
Schnitt  mit  OA  in  C,  so  muss,  da 
-«^  2  g)  als  Aussenwinkel  des  Dreiecks 
OQ^C=  g)  +  OCQ^  ist,  <J: OC^,  =  g) 
sein,  daher  ist  das  Dreieck  OQ^C 
gleichschenklig,  oder  C  ist  der  Schnitt- 
punkt des  beweglichen  Kreises  mit  der 
Achse  OA.  Die  angegebene  Bewe- 
gung kommt  also  auf  das  in  Uebungs- 
aufgabe  214  geschilderte  Prinzip  hin- 
aus: das  gleichiBchenklige  Dreieck  0^1  (7 
hat  seine  feste  Ecke  in  0,  der  bewegliche  Endpunkt  C  der  Grundlinie  durchläuft  den 
Durchmesser  OA  des  festen  Kreises,  jeder  Punkt  P  des  beweglichen  Schenkels  be- 
schreibt daher  eine  Ellipse. 

Anmerkung  162.    Man  nennt  das  Prinzip  dieser  Bewegung  die  Cardanischen  Kreise. 


TTebnngsaufgabe  213.  Von  einem  veränderlichen  Dreieck  ist  eine  Seite  nach  Lage 
und  Grösse  gegeben,  ausserdem  ist  das  Produkt  der  Tangenten  der  an  ihr  liegenden 
Winkel  konstant.    Man  soll  den  geometrischen  Ort  für  die  Spitze  des  Dreiecks  finden. 

Auflösung.  Es  sei  (siehe  Figur  132)  im  Dreieck  OAB  ^t  feste  Seite  OB  =  a, 
die  Höhe  AH=  y,  der  Abschnitt  011=  x,  dann  ist: 


da  nun  tga^tgß  =  c,  so  ist: 


^^«  =  1-.    *9ß  =  ^ 


folglich: 


ax  —  a^ 


=  c. 


y*  z=  acx  —  cx^f  oder:  cx^-^-t/^  —  acx  =  0. 


a 


Verlegt  man  den  Koordinatenanfang  in  die  Mitte  von  0^,  so  ist  o?  durch  x-\--^ 
zn  ersetzen,  dann  wird  die  Gleichung: 


320 


Analytische  Geometrie  der  Ebene. 


(a:2  +  aa:  +  -^j  +  y«— ac(a:  +  |-)  =  0, 


oder: 


a^c 


cx^-\-y^ 4"~^'  ^^®^'  1 ^ 


y 


2 


=  1. 


—  a^  -rCd^ 


4  "^  4 

Der  gesnohte  geometrische  Ort  ist  also  eine  Ellipse,  deren  grosse  Achse  die  ge« 
gehene  Dreieckseite  ist  

Uebnngsanfgabe  814.  Den  geometrischen  Ort  für  den  Mittelpunkt  eines  Kreises 
zu  Bachen,  der  zwei  gegebene  Kreise,  von  welchen  der  eine  innerhalb  des  andern  liegt, 
gleichzeitig  berührt. 


Figur  138. 


AnflSsiuig.  Der  Halbmesser  des  grossen 
Kreises  0  (siehe  Fignr  133)  sei  B,  der  6e- 
rührongspankt  A^  der  Halbmesser  des  kleinen 
Kreises  Q  sei  r,  der  Berührongspunkt  J, 
der  Halbmesser  des  gesuchten  Kreises  i' 
sei  ^,  dann  ist: 

daher: 

Es  ist  also  der  geometrische  Ort  fnr 
den  Ponkt  F  zu  sacken,  dessen  Abstände 
von  den  gegebenen  Pankten  0  and  Q  eine 
gegebene  Summe  haben.  Dieser  geometrische 
Ort  ist  aber  nach  Erörterung  52  eine  Ellipse 
mit  der  grossen  Achse  J?-|~  ^  ^^^  ^®°  Brenn- 
punkten 0,  Q. 


Uebnngsanfigabe  215.  Von  einem  beweglichen  Dreieck  ist  eine  Seite  nach  Lage 
und  Grösse,  sowie  die  Summe  der  beiden  anderen  Seiten  gegeben;  man  soll  den  geo- 
metrischen Ort  für  den  Mittelpunkt  des  Inkreises  finden. 

Auflösung.     Ist  r  der  Halbmesser  des  Inkreises  und  sind  a,  6,   c  die  Seiten, 

CL    \     U     I     C 

cct  ßt  y  ihre  Gegenwinkel,  bezeichnet  man  femer  die  Grösse       "^^  durch  «,  so  ist 

nach  bekannten  Sätzen  (siehe  Klei/er^  Lehrbuch  der  Goniometrie): 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


Der  ansfUhrllclie  Prospekt  and  das  ansfUhrliclie  In 

haltsyerzeichnis  der  ,,yollständig  gelösten  Aufgabensammlnng 
von  Dr.  Ad,  Kleyer"  kann  von  jeder  Bachhandlangy  sowie  von 
der  Yerlagshandlong  gratis  und  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschoitten  and  gut  brochiert,  um  den  sofortigen  und  dauern- 
den Gebranch  zn  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtignngen 
und  Erklärungen  am  Schlosse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreiae  von  25  Pfg.  pro  Heft. 

5).  Die  Reihenfolge  der  He&e  im  nächst ebenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  ans  dem  Prospekt  ersichtliob,  ohne  jede  Bedeutung 
für  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  ^enthält  Alles,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissensdiaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren.  ^ 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  für  Sohüler  aller  Schulen,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  Torsüglichste  Lehrbuch 
8um  Selbststudium,  das  vortrefflichste  Nachschlagebuch  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


Das  vollständige 

Inhalt  SYerzeichnis 

der  bis  jetzt   erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


l)ruck  von  Carl  Hammer  in  StuttRurt. 
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1  fifit).     il6lL   .      8     ^^*  ^^^^     l  ^^ eiiizelneSl^eJiweiten Grads. 

"  ^^       i    gl  BT    ^f     i  t  orts.  V.  Heft  1334.  —  Seite  321— 33ü. 

I  '    B     ^^  B    ■  ^^*  ^^  Figuren. 


V  A 


•a 


jdi 


Vollständig  gelöste 

Aufgaben  -  Sammlung 

-  Bebst  ÄDbängen  ungelöster  AufgabeD,  für  den  Schal-  &  Selbstunterricht  — 

mit 

Angabe  nnd  EntiicUong  der  benatiten  Sitze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  nnd  Antworten 

erläatert  durch 

viele  Holzschnitte  &  lithograph.  Tafeln, 

aus  allen  Zweigen 
der  Rechenkunst,  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  n.  eph&rischen 
Trigonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  u.  höheren  Mathematik  (höhere  Analysis, 
Diüereutial-  u.  Integral -Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Raumes  etc.);  — 
I  aas  allen  Zweigen  der  Physik,  Mechanik,  Graphostatik,  Chemie,  Geodäsie,  Nautik, 
mathemat.  Geographie,  Astronomie;  des  Maschinen-,  Strassen-,  Elsenbahn-,  Wasser-, 
Brllek^tt-  lu  Hochban's;  der  Konstruktion» lehren  als:  darstell*  Geometrie,  Polar-  u. 

Parallel-Perspective,  Sehattenkonstrnktionen  etc.  etc. 


.'21 


IS]  für 


I       Schüler,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 

zum  einzig  richtigen  und  erfolgreichen 


iS) 


15] 
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Stuttgart  1894. 

Verlag  von  Julius  Maier. 

Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 
durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  keiu  uhiilithes  zur  Seite  steht,  erscheint  monath'ch  in  3 — 4 
Heften  zu  dem  billigen  Preise  von  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlang  der  wichtig- 
sten and  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gct^aiut gebiete  der  XathemaÜk,  Physik, 
Mechanik,  math.  Geographie ,  Astronomie ,  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbahn  , 
Brtlcken-  und  Hochbaues,  des  konstruktiven  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  Tollst&ndi^ 
gelöster  Form,  mit  vielen  Figuren,  Erklärungen  nebst  Angabe  und  Entwickelung  der 
benutzten  Sätze,  Formeln,  Hegeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angeviandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
'.eln  angeordnet  —  vorliegen.  \ 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelösten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schiasse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  Inhaltsverzeich- 
nis, Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärungen  über  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  I.  nnd  IL  Ord.,  gleich- 
berechtigten höheren  Bürgerschulen,  Privatschnlen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro- 
gymnasien, Schullehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Bangewerkschnleii, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn.  Yorbereitungsschnien  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  Universitäten,  Land-  nnd  Forstwissenachaftsschnleii, 
Militärschnlen ,  Yorbereitungs-AuHtalten  aller  Arten  als  z.  B  fUr  das  Einjährig-Frei- 
wiUige-  nnd  Offlziers-Examen,  etc. 

Die  Schüler,  Srudiereuden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese.  Schritt  für  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerv?ährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  det  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  zum  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  toII- 
ständige  Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  enl sprechende  Aufgaben  in  losen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  rerwerten«  Lnst,  hielte 
und  Yerstünduis  für  den  Schul-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Techuikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergesseneu 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Bemfs- 
zweigen  Torkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  nn<i 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Verwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Nanion 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser. 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.,  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart.  Die  Yerlagshandluiig« 
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a 


i97r  = 


2         s  —  a 


folglich  ist: 


ß      r 


^9Ytg^  = 


s 


Verlegt  mao  (siehe  Figur  134)  den  Koordinatenanfang  in  die  Mitte  0  der  gege- 
benen Seite  BC  =  a  and  fällt  von  P  auf  BC  das  Lot  PQ  =  y,  so  ist: 


OQ  =  -x,    CQ=^j^x, 


Fignr  184. 


daher: 


^e  =  -5-  +  «. 


tJ-        y 


7+* 


foljflich: 


y-^ 


;/ 


« 


a 


a' 


— a:^ 


oder: 
oder: 


f2 


a' 


—  x^ 


X 


2 


1 

—  a 
4 


2 


+  T 


b-j-c  —  a 


=  1. 


4        b-^c-\-a 


Der  gesuchte  geometrische  Ort  ist  also  eine  Ellipse  über  BC  bUb  grosser  Achse. 


ITebnngsaiifigabe  215  a.  In 
einem  veränderlichen  Dreieck  ist 
die  Grandlinie  und  die  Summe  der 
beiden  anderen  Seiten  gegeben;  den 
geometrischen  Ort  für  den  Schwer- 
punkt zu  bestimmen. 

Auflösung.  Da  in  Fig.  135 
AB-\-AC  konstant  sein  soll,  so 
ist  der  geometrischa.  Ort  flir  die 
Spitze  des  Dreiecks  eine  Ellipse 
mit  B  und  C  als  Brennpunkten. 
Die  Schwerlinie  ^0  ist  Halbmesser 
dieser  Ellipse.  Der  Schwerpunkt  S 
teilt  die  Schwerlinie  nach  einem 
bekannten  geometrischen  Satz  im 
unteren  Drittel,  daher  ist: 

OS  =  ^OA. 
o 

Cranz,  AnaJjtUche  Geometrie  der  Ebene,    n. 


Figur  135. 
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Der  geometrische  Ort  für  8  ist  somit  ebenfalls  eine  Ellipse,  welche  mit  der  von  A  be- 
schriebenen ähnlich  ist  and  ähnlich  liegt,  und  deren  Achsen  sich  zn  den  Achsen  jener 
Ellipse  wie  1 : 3  verhalten.  


Uebungsaufgabe  216.  Eme  Strecke  bewegt  sich  mit  ihren  Endpunkten  auf  den 
Schenkeln  eines  festen  Winkels^  welche  Lüde  beschreibt  ein  Punkt,  der  mit  der  Strecke 
in  starrer  Verbindung  ist? 

AuflSsung.  Die  Schenkel 
des  festen  Winkels  (s.  Fig.  136) 
seien  die  Koordinatenachsen,  die 
Grundlinie  AB  des  Dreiecks 
ABC  bilde  auf  den  Achsen  die 
Abschnitte  a,  6,  dann  ist  ihre 
Gleichung  nach  Teil  I,  Er5rt  9: 

a^  b        ^' 

Die  Seite  AC  hat  dann 
eine  Gleichung  von  der  Form: 

X  V 

a    ^    c 

die  Seite  BC  eine  solche  von 
der  Form: 

—  -4-^  =  1 

Zur  Bestimmung  der  Grössen  c  und  c,  hat  man  nach  Teil  I,  Aufgabe  16: 

1  1 


Daraus  folgt: 


c  = 


tga  = 

ac        ab 

a«    ^  bc 

tgß  = 

1            1 
ab         bc^ 

^    4-    ^ 

a(b- 

-atga) 

a(b  —  c) 


2    » 


b  (c^  —  g) 
b'^'j-aci 


b{a  +  btgß) 
b  —  atgß 


a-l-btga    '     ^ 
daher  sind  die  Gleichungen 

von  AC:    xijb-^atgai  +  y {a-^-b tga)  =  a{b  — atga), 
von  BC:    x\b^atgß)-\-y\a'\-btgß)  =  b {a -{- b tg ß). 
Sind  nun  |,  17  die  Koordinaten  des  Schnittpunktes  C,  so  erhält  man: 

a(b^a  tga)  (a  +  b  tgß)  —  b\a -{- b  tg ß)  {a -\- b  tga) 


S  = 


17  =  — 


oder: 


oder: 


(b  — atga)  (a  +  b  tgß) --{b--atgß)(a  +  b  tga)     ' 
a^b  —  atg  a)lb^a  tg  ß)  —  b(a'\-btg  ß)(b  —  atga) 
(jb  —  atga){a'\-b  tgß)  —{b  —  a  tgß)(a  +  btga) 


1  = 


S  = 


'-'{a^  +  b^)tga{a  +  btgß) 


—  {a^  +  h^){tga 

tga{a'\-btgß) 

tga  — tgß      ' 


tgß) 


V  = 


-(«■  +  b^)tgß(b-atga) 
—  (a^  +  h^){tga-'tgß) 


V  = 


tgßip  —  atga) 
tga  — tgß 
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Hieraus  erhält  man: 

a  +  btgß  = — ,    atga'-'b=^ j^ . 

Daraus  folgt: 

tga  —  tgß       ^  —  fitga 


a  = 


b  = 


\  +  tgatgß  tga 

tga-^tgß       ^igß  +  rj 


1  +  tgatgß  tgß        ' 

aber  nach  Kleyer,  Lehrbuch  der  Goniometrie,  ist: 

tga -tgß 

folglich  ist: 

Da  nun  die  Grandlinie  J9  C  die  konstante  Länge  /  haben  soll,  so  muss  nach  Teil  I, 
Anmerkung  16: 

/«  =  a«  +  ft2  — 2(i6co5w 
sein,  oder: 

oder: 

2fl7  P 

+  l^^n^  [tgcc-tgß-  cos <o{l- tga  tgß)]  =  tg2(„_ß)' 

Dies  ist  die  Gleichung  einer  Ellipse  in  laufenden  Koordinaten  £,  17,  vorausgesetzt,  dass: 
[tga  —  tgß  —  cosmil  —  tga  tgß)Y  —  (l-^tg^a  —  2tga costa) (1  +  tg^ß-\-2tgß costo)<0 
ist.    Dieser  Ausdruck  wird: 
(tga''tgßY  —  {l  +  tg^a){\  +  tg^ß)  —  2co8fo[{tga'-tgß){\  —  tgatgß)^tgß{l  +  tg^a) 

—  tga(l  +  tg^ß)]  +  co8^a,[(l  +  tgatgß)^  +  4:tgatgßl 
oder: 

—  {l  +  2tgatgß-\-tg^-atg^ß)  +  cos^iD{l  +  2tgatgß+tg^atg^ß), 
oder: 

—  (1  —  cos^ia)  (1  +  2  tga  tgß-\-tg^a  tg^ß), 
oder: 

—  8in^  10(1-^  tga  tgß)\ 

Da  dieser  Ausdruck  stets  negativ  ist,  so  stellt  die  obige  Gleichung  eine  Ellipse  dar. 

Uebungsau^abe  217.  Durch  die  Endpunkte  einer  Sehne  von  konstanter  Länge  in 
einem  Kreis  werden  Parallelen  zu  zwei  festen  Geraden  gezogen.  Was  ist  der  geometrische 
Ort  ihres  Schnittpunktes? 

Auflösung.  Es  sei  in  Figur  137  AB  die  Sehne  9  isx  irgend  einer  Laji^e,  ihr  Gentri- 
winkel  ÄOB  =^2a.  Die  durch  den  Mittelpunkt  gezogenen  Parallelen  zu  den  zwei  festen 
Geraden,  OK  und  OF,  seien  die  Koordinatenachsen,  die  schiefwinkligen  Koordinaten  von  P 
seien  |,  17,  die  von  Ä  arj,  y^^  die  von  B  z^,  y^,  dann  ist  nach  der  Figur: 

Bezeichnet  man  mit  to  den  Winkel  der  Koordinatenachsen,  mit  z^^  y^  die  recht- 
winkligen Koordinaten  von  A ,  mit  z^^  y^  diejenigen  von  B  und  mit  go  den  Winkel, 
welchen  das  lOttellot  der  Sehne  gegen  die  X-Achse  bildet,  so  ist: 
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Figur  137. 


— X 


daher: 

x^  =  rcos(ip^o^^    y^  =  r8in((p  —  a);    x^'  =  r cos (ap -{- a)^    y/  =  r8in((p-\-a) 
(siehe  Teil  I,  Aufgabe  2).    Aber  nach  Teil  I,  Aufgabe  5  ist: 

ic/  =  a;i  +  yiC05oi,    y^  =yj«»»öi;    x^'  =  ar,  +  yjC05<o,    y^'  =^  y^ainio^ 


oder: 


folglieh  ist: 


rn,  =  x^'  —  y/  ctgto  =  r  cos  {ap  —  a)  —  rsin  (qp  —  a)  ctgvt  =  |, 

^     .             r  sin  (y  +  c) 
y«  =  y«  : «inw  = -, =  w, 

CO«  ((p  —  a)  stn«  —  stn  {<p  —  a)  co«  w  =  — - — , 


oder: 


sin  (g)  +  «)  == 

cos  go  sin  (w  -j-  a)  —  «m  go  coä  (oi  -f"  «)  = 
COÄ  (p  «in  a  +  stn  (p  cö«  a  = 


r 
ri  sin  cii 

r 

|«tnai 

r 
1/  «m  Ol 


daraus  folgt: 


cö«(p  = 


dtno) 


rstn 


5ing)  = :—. — r"5~TLff^*^«  —  i7«in(ft)  +  «)J; 

da  aber  cos^fp-\-8in^<p  =  1,  so  ist: 
f^8in^{to-\'2€t) 


sin^tü 


^=[^cosa-\-ri  cos  (w  -|-  a)]*  +  [I  **w«  —  ??  *»**  («  +  «)]^ 
=  I*  + 1?^  —  2 1 17  CO«  (öl  +  2  «). 


Dies  ist  die  Gleichung  einer  Ellipse,  da  B^  —  4:ÄC  oder  ^co^{m  —  2a) --4  eine 
negative  Grösse  ist.  Da  die  EoSffisienten  Ton  |'  und  17^  einander  gleich  sind,  so  folgt 
ferner,  dass  die  Achsen  der  Ellipse  die  Halbiemngsgeraden  des  Winkels  der  KoordisateD* 
achsen  sind.   Um  daher  die  Gleichung  der  Ellipse  auf  die  Hauptachsen  2U  transformieres, 

d.  1l  auf  ein  rechtwinkliges  System,  dessen  ^-Achse  gegen  die  alte  um  — -^to  geneigt 

ist,  hat  man  die  Formehi  in  Teil  I,  Aufgabe  7,  Gleichung  13)  anzuwenden,  wo  a  durch 

—  — a>  ersetzt  ist;  dann  ist: 


daher  wird: 
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=  2 


oder,  da: 


a^stn^  Ya>[l  —  co5(w-|-2a)]4-y*<?ös*-^a>[l  +  co*(«  +  2a)] 


80  wird  die  Gleichung  der  Ellipse,  bezogen  anf  ihre  Achsen: 
Die  Hauptachsen  der  Ellipse  sind  also: 


rco8 


und 


Ol 

coa- 


Vebnngsanfjgabe  218.  Von  einem  Trapez  ist  die  eine  Grandlinie  der  Grösse  und 
Lage  nach,  die  andere  der  Grösse  nach  gegeben,  ausserdem  die  Summe  der  Schrägseiten; 
man  soll  den  geometrischen  Ort  für  den  Schnittpunkt  der  Diagonalen  bestimmen. 

Auflösung.  Man  wähle  (siehe  Figur  138)  die  gegebene  Grundlinie  BC  =  2a  als 
A'oAchse,  ihre  Mitte  0  als  Koordinatenursprung.  Verbindet  man  die  Mitte  JE  der  Grund- 
linie ^2>  mit  0,  so  geht  OE  durch  den  Schnittpankt  P  der  Diagonalen.  Ist  nun 
ÄI)  =  2b  und  sind  |,  rj  die  Koordinaten  von  E,  so  sind  S  +  ^»  17?  I  —  ^»  V  die 
Koordinaten  von  D  und  A;  -{~^>  0  und  — a,  0  diejenigen  von  C  und  Bi  folglich  ist: 

daher  ist,  wenn  s  die  Summe  der  Schrägseiten  bedeutet: 


Figu  138. 
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oder: 

oder: 

[5«_-2a2  —  2iy«  —  2(|  +  ft)«]2  =  4(|  +  i)*  — 8(1  +  6)2  a«  +  4a*  +  8i?MI  +  ^)* 

oder:  -p8i/«a«  +  4iy*, 

«*  +  4a*  +  4v*  +  4(S  +  5)*  — 4aV  — 4iy252  — 45«(g+5)2  +  8aV  +  8a2(S  +  6)2 

+  8if(|  +  &)2  =  4(1  +  6)*  — Sa«  (^  +  i)*  +  4a*+8i7«(l  +  ^)'  +  8aV  +  4'?*. 
oder: 

Y  («'  —  4a«)  =  17«  5«  +  (I  +  6)«  5«  -  4a«  (I  +  6)«, 

oder: 

(|  +  6)«(««  — 4a«)  +  i7«  ««  =  (««  — 4a«) -^; 

abo  ist  der  geometrische  Ort  für  den  Pankt  E  eine  Ellipse.   Dividiert  man  die  Gleichung 

^« 
durch  -T-(««  —  4a«),  so  erhält  man: 

Ü±*>^  +  -^  =  1.  wo  ^  =  ^.B  =  i- 1/^=4^. 

Der  Mittelpunkt  der  Ellipse  liegt  auf  BC  im  Ahstand  h  vom  Punkt  0.  Nun  ist 
aber,  wenn  x,  y  die  Koordinaten  des  Punktes  P  sind: 

X :  g  =  OPi OE  =  CP\  PA  =  a\h, 

y:il  =  OP:OE=  CP:  PA  =  a:  6, 
daher: 

.        hx  hy 

§  =  — .     '7  =  -5-. 

folglidi  ist  die  Oleichnng  des  {^metrischen  Ortes  fii  P: 

bHx-j-a)*        6V  oder.  jMif)!  ,  ^  _  1 

Aa         as      _  a      r—z, ^   . 

wo^,  =  -j-=2y.  B»  =  yj- 1/^-4««  ist. 

Der  geometrische  Ort  für  P  ist  also  eine  Ellipse,  deren  Hauptachse  parallel  zu 
den  (Grundlinien  des  Trapezes  verläuft;  die  Abscisse  des  Mittelpunktes  in  Beasog  auf 
Punkt  0  ist  =  —  a,  d.  h.  der  Koordinatenurspmng  liegt  in  der  Ecke  B. 


üebungsanfgabe  219.  Was  ist  der  geometrische  Ort  für  die  Schnittpunkte  der 
Tangenten  in  den  Endpunkten  konjugierter  Halbmesser? 

AnflSsnng.  Da  die  Tangente  parallel  dem  zu  dem  Durchmesser  nach  ihrem  Be- 
rührungspunkt konjugierten  Halbmesser  geht,  so  bilden  (siehe  Figur  189)  die  beiden 
koigugierten  Halbmesser  ^^  und  q^  und  die  Tangenten  in  ihren  Endpunkten  ein  Parallelo- 
gramm.   Sind  I,  17  die  Eoordmaten  der  Mitte  dieses  Parallelogramms,  so  ist: 

£1+^  yi  +  y» . 

^""      2      '    ^""      2      ' 

daher  sind  or  =  rr^  +  rrg,  y  =  y^  +  ^g  ^^  Koordinaten  des  Punktes  P. 

Nach  Aufgabe  89  ist  aber: 

a  b 

daher  ist: 


und  y  =  yi  +  -a:i=  ^ 


T7elraiigsaii%abeii  llber  die  Ellipse. 
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Fignr  139. 


oder: 

Quadriert  man  beide  Gleichungen  nnd  addiert  sie,  so  erhält  man: 

b^a^  +  a^y^  =  2  {)>^x^  +  a^y^ ; 
da  aber  der  Ponkt  x^^  y^  auf  der  gegebenen  EUipse  liegt,  so  Ist: 

folglich  ist  die  Gleichung  des  Ortes  für  P: 
oder: 


x^ 


+ 


=  1. 


Der  gesuchte  Ort  ist  also  eine  mit  der  gegebenen  konzentrische,  koaxiale  und  ähn- 
liche Ellipse,  welche  im  linearen  Verhältnis  1^2  : 1  grösser  ist  als  die  gegebene. 


ITebnngsau^gabe  220.  Eine  Gerade  bewegt  sich  so,  dass  das  Kechteck  ans  ihren 
Abständen  von  zwei  festen  Pnnkten  konstant  ist.  Welche  Kurve  vnrd  von  der  Geraden 
berührt? 

AuflSsung.  Die  Gleichung  der  Geraden,  bezogen  auf  die  Mitte  zwischen  den  beiden 
festen  Paukten  als  Ursprung  und  ihre  Verbindungsstrecke  als  X-Achse,  sei: 

Die  Entfernung  der  festen  Punkte  sei  =  2e,  dann  ist  das  Lot  vom  einen  Punkt 
=  p  —  ecosai  das  Lot  vom  andern  Punkt:  j[>-\-€cosa.    Da  nun: 

(p  —  e  cosa)  (p  +  ^  cosa)  =  c* 

sein  soll,  so  muss  p^  =  c^-\-e^co8^a  sein,  also  die  Gleichung  der  Geraden: 

X  cos  a-^-y  sin  a  =  V^c^  -}-  e*  cos^  ce. 

Wenn  u,  v  die  Koordinaten  dieser  Geraden  sind,  so  mnss  (siehe  Teil  I,  Erör- 
termig  26): 

cosa  sina 

u  = 7====^- .    v  = 


sein,  oder: 
oder: 


Vc^-\~^cos^a   '  Vc^-^e^cos^a 

u^  c*  4"  ***  ^"  ^ö**  «  =  ^^^^  «>    ^^  ^^  +  ^^  ^^  ^^**  a  =  1  —  cos^  a, 
cos^a (1  —  ü^e^  =  w^c*,    cos-a (1  +  v^^  =  1  —  v^c^\ 
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daher: 

u*c^  (1  +  v^^  =  (1  —  v^c^)  (1  —  ttV), 
oder: 

tt«c2  +  W2|?8  +  t'«c«  —  1  =  0, 
oder: 

tt2(c«  +  c«)  +  f;«c2=  1. 

Dies  ist  aber  die  Gleichimg  einer  Ellipse  in  Linienkoordinaten  (siehe  die  folg^de 
Uebnngsaafgabe).  

XTebnngsanfgabe  221.  Die  Gleichung  einer  Ellipse  in  Linienkoordinaten  anfensteileD, 
bezogen  auf  die  Achsen  der  Ellipse  als  Koordinatenachsen, 

AuflSsnng.    Die  Oleichnng  der  Tangente  im  Ponkte  or^,  y^  ist: 

Wenn  u,  v  die  Koordinaten  der  Tangente  sind,  so  ist  also: 

^1       -.  ^i 


"-       a«'    ''^        b^' 

Folglich  ist: 

a:i  =  — «a«,   f/^  =  —vb^; 

folgUch  ist: 

x^  =  t**c*,     y^  =^  v^h^] 

also: 

%  +  '^  =  a^u^  +  hH\ 


Da  aber: 

«2  -r  ^2  —  A 

ist,  weil  der  Bertihnmgspnnkt  x^,  y^  auf  der  Ellipse  liegt,  so  moss: 

a2f/2  +  62t?«— 1  =0 
die  Gleichung  der  Ellipse  in  Linienkoordinaten  sein. 

Anmerknng  163.  Durch  Vergleichung  der  Uebnngsanfgaben  220  und  219  erhält  man 
das  Resultat,  dass  bei  der  in  Uebungsaufgabe  219  gefundenen  Ellipse  die  festen 
Punkte  die  Brennpunkte  sind,  und  c  die  kleine  Achse  ist 


üebungsaufjgabe  222.  Zu  beweisen,  dass  bei  der  in  Anmerkung  160  geschilderten 
Bewegung  einer  Strecke  jeder  mit  der  Strecke  starr  verbundene  Punkt  ebenfalls  eine 
Ellipse  beschreibt;  d.  h.  bewegt  sich  eine  starre  Figur  so,  dass  zwei  ihrer  Ponkte  zwei 
rechtwinklige  Gnaden  durchlaufen,  so  beschreibt  jeder  Punkt  der  Figur  eine  Ellipse. 

AnflSsung.  Die  Entfernung  der  Punkte  A^  B  in  Figur  140,  welche  die  Schenkel 
des  rechten  Winkels  XOY  durchlaufen,  sei  a;  der  Winkel,  welchen  AB  gegen  die 
positive  X-Achse  bildet,  sei  gp.    Dann  ist: 

OB  =  a  stnq)f    OA  =  —  c  cos  qp. 

Man  denke  sich  mit  der  beweglichen  Figur  ein  zweites,  bewegliches  Koordinaten- 
system fest  verbunden,  dessen  X-Achse  die  Eichtung  AB  hat;  in  Bezug  auf  dieses 
Koordinatensystem  seien  |,  17  die  Koordinaten  eines  Punktes  F,  der  im  festen  System 
die  Koordinaten  or,  y  hat.    Nun  ist  nach  Teil  I,  Aufgabe  4: 

^  =  (a? -}-  o  coscp)  co8(p  -}-  y  8ini^,    rj  =  —  (x-\-a  cosap)  sin(p-\-  y  €08q>j 
oder: 

a:  =  I  €08 (fi  —  t]  sinq)  —  a  coscjp, 

y  =  rj  C08cp  +  §  •*^'W  qp. 
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Figur  140. 


AuB  den  beiden  letzten  Gleichungen  folgt: 

a?g+y?y  .  y(l  — g)  — ariy 

Da  nnn  co^^qp-f-^m^qp  =  1  ist,  so  mnss: 

(^S  +  yi?)'  +  [y (I  -  «)  - ^1?]*  =  [Kl ~  a)  + 17^]«  sein. 

Diese  Gleiehnng  stellt,  wenn  man  x  und  y  als  variabel,  £  und  17  als  konstant 
ansieht,  d.  h.  wenn  der  Punkt  P  mit  dem  beweglichen  Koordinatensystem  ^,  h  fest  ver- 
bmiden  ist,  eine  Ellipse  dar.    Die  Gleichung  wird: 

^(^  +  ?7*)  +  yHI*  +  i7'-2a|  +  a^  +  2^yai7=:(r  +  jf-a|)«. 

Sie  steUt  eine  ElUpse  dar,  denn  AÄC  —  B^,  oder: 

=  4[(g^  +  i7^2  — 2aS(r  +  i7^  +  a2£«  +  a2|7^-a2i7«]  =  4(|2  +  ,7^-a|)«>0. 
Um  die  Achsen  dieser  Ellipse  zu  bestimmen,  setzt  man: 

Dann  ist,  wenn  et,  j3  die  Achsen  sind: 


a' 


1  Ä  +  C 

4  ^ÄC  —  B* 


2(|'  +  i7*-a|)  +  a« 


Darans  eiliSlt  man: 


H* 


1  1  a\/4(|2  +  ^«  — a|)  +  a« 


ferner  ist: 


ß' 


{V  +  rt'-a^f 


2ai7 
^^2a  =   o    fc      T 


wenn  a  der  Winkel  ist,  den  die  Hauptachse  der  Ellipse  gegen  die  positive  X-Achse  bildet 

Anmerkung  164.  Hält  man  das  Koordinatensystem  iT,  H  fest  und  lässt  das  System  X^  Y 
sich  bewegen,  so  dass  die  Koordinatenachsen  OX  und  OY  stets  durch  die  zwei 
festen  Punkte  Ä,  B  des  andern  Systems  gehen,  so  ist  dies  analytisch  damit  gleich- 
bedeutend, dass  X,  y  konstant  und  |,  17  variabel  sind.  Dann  ist  die  Bahn,  welche 
der  mit  dem  System  XOY  starr  verbundene  Punkt  P  im  System  B,  H  beschreibt, 
durch  eine  Gleichung  vierten  Grades  bezeichnet    Dagegen  wird  die  beschriebene 
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Kurve  genau  die  gleiche  wie  in  üebnngsaufgabe  221,  wenn  die  Grerade  AB  fest 
bleibt,  ebenso  Punkt  P,  welcher  starr  mit  AB  verbunden  ist,  wenn  aber  der  rechte 
Winkel  XOY  sich  so  dreht,  dass  seine  Schenkel  durch  A  bezw.  B  gehen,  uod 
dann  die  Kurve  aufgesucht  wird,  welche  ein  in  P  fixierter  Stift  auf  der  beweg- 
lichen Ebene  aufzeichnet. 

Anmerlnmg  166.    Wenn  ein  rechter  Winkel  sich  so  bewegt,  dass  seine  Schenkel  duKb 
zwei  feste  Punkte  gehen,  so  kann  diese  Bedingung  auch  so  ausgesprochen  werden, 

dass    ein    Schenkel   durch   einen   festen 


Figur  141. 


Figor  142. 


Punkt  gehen,  der  andere  einen  festen  Kreii 
berühren  soll,  oder  dass  beide  Schenkel 
feste  Kreise  berühren,  weil  die  Tangente 
eines  Kreises  stets  den  gleichen  Abstand 
vom  Mittelpunkt  hat  Wenn  in  Fignr  141 
die  Schenkel  des  rechten  Winkels  TST^ 
Tangenten  an  die  zwei  festen  Kreise  Ä 
und  B  sind,  so  gehen  die  Schenkel  des 
parallel  liegenden  rechten  Winkels  AQB 
stets  durch  die  zwei  festen  Punkte  A  und 
B.  Stettt  wird  daher  nach  Anmerkung  164 
und  Uebungsaufgabe  221  ein  mit  AB^tsn 
verbundener  Punkt  auf  der  beweglichen 
Ebene  des  rechten  Winkels  eine  Ellipse 
verzeichnen. 

Von  diesem  Prinzip  ist  eine  inter- 
essante praktische  Anwendung  gemacht 
in  dem  von  Leonardo  da  Vinci  er- 
fundenen Ovalwerk  der  Drehbank: 
Um  das  Ende  0  (siehe  Figur  142)  der 
Drehachse  dreht  sich  eine  zur  Achse  senk- 
rechte Platte,  auf  welcher  eine  zweite 
sich  in  einem  Schlitz  hin-  und  herschieben 
lässt.  Die  zweite  Platte  ist  gezwungen, 
mittelst  zweier  parallelen  Leisten  L  und 
L^  stets  einen  am  Drehbankgestell  fest 
angebrachten  Kreisring  B  zu  berühren. 

Zieht  man  durch  B  die  Mittelparallele 
BCzxk  den  Leisten  und  durch  den  Kreis- 
mittelpunkt 0  die  Senkrechte  OCzn  ihnen, 
so  ist  daher  der  mit  der  Schieberebene  fest 
verbundene  Winkel  BCO  gezwungen,  mit 
seinen  Schenkeln  durch  die  festen  Punkte 
0  und  B  zu  gehen.  Irgend  ein  mit  dem 
Drehbankgestell  starr  verbundener  Punkt 
P  (die  Meiselspitze)  verzeichnet  also  auf 
der  Ebene  des  Schiebers,  auf  der  das 
Arbeitsstück  festsitzt,  eine  Ellipse. 


ITebungiaufjgabe  223.   Durch  einen  gegebenen  Punkt  die  Normale  an  eine  gegebene 
Ellipse  zu  ziehen. 

AuflSsnng.  Die  Gleichung  der  Normale  im  Ellipsenpunkt  rr^,  y^  ist  nach  Aufgabe  93: 


^iVi' 


=  0. 


Soll  diese  Normale  durch  den  gegebenen  Punkt  |,  ti  hindurchgehen,  so  hat  man 
für  den  Schnittpunkt  x,  y  der  Normale  und  der  Ellipse  die  beiden  Oleichungen: 
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17  I     ,         a*  —  h*        „ 

-^  +  ir  -1  =0. 

Der  Schnittpimkt  der  Normale  mit  der  Ellipse  erglebt  sich  also  als  Schnittpunkt 
zweier  Kurven  zweiten  Grades.  

üebnngsaufjgpabe  224.  Die  Gleichung  der  Ellipse  anf  ein  ans  Tangente  und  Nor- 
male bestehendes  rechtwinkliges  Koordinatensystem  za  transformieren. 

AnflSsnng.  SoU  ein  Punkt  der  Ellipse  Koordinatennrspmng  sein,  so  müssen  die 
Werte  x  =  0  nnd  y  =  0  die  Gleichung  befriedigen.  Dies  ist  nur  möglich,  wenn  das 
Absointglied  in  der  Gleichung  verschwindet;  es  ist  somit: 

^  a^8  -j-  J5ary  +  Cy«  +  Da:  +  jBy  =  0, 

wo  B^  —  iÄC<CO,  die  Gleichung  der  Ellipse,  wenn  einer  ihrer  Punkte  Ursprung  ist. 

Soll  die  X-Achse  Tangente  sein,  so  mllssen  ihre  beiden  Schnittpunkte  (deren  Abscissen 
man  erhält,  wenn  man  y  =  0  setzt)  zusammenfEillen.   Der  zweite  Schnittpunkt  der  X-Achse 

mit  der  Ellipse  hat  aber  die  Abscisse  o;  =s  —  -j- ;   soll  also  dieser  mit  dem  Ursprung 

zusammenfallen,  so  muss  i>  =  0  sein.    Die  gesuchte  Gleichung  hat  somit  die  Form: 

Ax^  +  Bxy  +  Cy«  +  JFy  =  0. 


üebnngsaui^abe  226,  Folgenden  Lehrsatz  zu  beweisen:  Dreht  sich  ein  rechter 
Winkel,  dessen  Spitze  anf  der  Ellipse  liegt,  um  seine  Spitze,  so  schneidet  die  Sehne, 
welche  dem  rechten  Winkel  in  der  Ellipse  gegenüberliegt,  die  Normale  in  einem  kon- 
stanten Punkt. 

Auflösung.  Die  Ellipse  habe,  bezogen  auf  Tangente  und  Normale  als  Achsen,  nach 
Uebungsaufgabe  224  die  Gleichung: 

Aa^  +  Bxy  -\-  Cy^  +  £?y  =  0. 

Kau  ziehe  durch  den  Koordinatenursprung  die  zwei  zu  einander  senkrechten  Sehnen 
«I  und  ^2»  welche  bezw.  die  Winkel  g}^  und  90^  -\-  gO|  mit  der  X-Achse  bilden,  so  ist  für 
die  Endpunkte  dieser  Sehnen: 

x^  =  5i  co«(pi,    yi  =  «1  sinqt^ ;     x^-=  —  «g sinqt^ ,    y^  =  s^  cosqi^. 

Man  erhält  somit  zur  Bestimmung  von  s^  und  8^  die  Gleichungen: 
5j  {Ä  cos^qpj^  -\-  B  €08  (p^  8inq)^  4"  ^  sin^qt^)  -\-  E  sintp^^  =  0, 
8^  {A  5«n*(pi  —  B  eosq)^  8in(p^  -}~  ^  co8^(pi)  -\-  E  co8(pi  =  0. 

Die  Gerade,  welche  die  Punkte  mit  den  Polarkoordinaten  r^,  g}|;  rg,  gog  verbindet, 
hat  aber  nach  Teil  I,  Erörterung  14  die  Gleichung  in  laufenden  Polarkoordinaten  q,  (pi 

Q  [r^  8in  (qPi  —  <3P)  —  ^2  «*^  (9^2  —  9>)]  +  ^i  ''i  «*»  (^i  —  9i)  =  0. 
Hier  ist: 

daher: 

gog  —  g)j  ==  90^     8in  (g)g  —  qp)  =  +  C08  (qpj  —  qp), 

folglich  die  Gleichung  der  Sehne: 

Q  [«1  «in  (g)j  —  go)  —  5g  cos  (gp^  —  gp)]  -}-  «i  «g  =  0. 

Der  Punkt  auf  der  Ordinatenachse,  welcher  von  dieser  Sehne  geschnitten  wird,  hat 
daher  (für  gp  =  ^(f)  die  Ordinate : 


«i«g 


«1  C08(p^  -}"  *2  ^^'^^l  * 
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Setzt  man  hier  die  obigen  Werte  für  s^  und  s^  ein,  so  wird: 

q'  =  E^sin(!pj^co8(pi :  [ — Esin(!pj^co8q)i(A8in^(f)i — Bcosqi^sinfp^^Ccos^qi^) 

E 

Anmerkung  166.  Ist  die  Gleichung  einer  Ellipse  auf  die  Tangente  als  X-Achse  und 
die  Normale  als  F- Achse  bezogen,  so  werden  nach  Erörterung  54  die  Koordi- 
naten des  Mittelpunktes: 

—BE  _     +2AE 

^'^  B^'-'^ÄC  '    ^^  B^—iAC 

Femer  reduziert  sich  der  Ansdruck  G  oder: 

AE^  +  CD^-^FB^'^BDE--AACF 

hier,  wo  D  =  F=  0  ist,  auf: 

0  =  AEK 

Auf  ein  zur  Tangente  und  Normale  paralleles  System  durch  den  Mittelpunkt 
bezogen,  lautet  also  die  Gleichung  der  Ellipse: 

AE^ 
Ax*^  +  Bx'y'  +  Cy'«  +  ß2^^j^c  "^  ^   ^*^^®  Erörterung  54). 

Es  ist  somit,  wenn  a  und  b  die  Halbachsen  sind,  nach  Erörterung  56: 
1  1  (A  +  C)(B^--^AC)      _J (B^^^ACy 

^8    +    ^1«     —  ^^2  »       ^2^2    —  J2JSA 


ITebungsaufgabe  226.  Folgenden  Lehrsatz  zu  beweisen:  Die  Projektion  des  zwischen 
Ellipsenpunkt  und  kleiner  Achse  liegenden  Normalenstücks  auf  einen  BrenastraU  ist 
gleich  der  grossen  Halbachse. 

Auflösung.  Nach  Anmerkung  148  ist  die  Länge  des  zwischen  dem  Ellipsenponkt 
Xi,  t/i  und  der  kleinen  Achse  liegenden  Normalenstücks: 


PQ  =  ^Vb^,^  +  a^t/i'. 


Ist  femer  2(p  der  Winkel  zwischen  den  beiden  Brennstrahlen  q^  und  g^  nach  dem 
Ellipsenpunkt  x^^  y^,  so  ist  nach  Erörterung  72: 

und  da  die  Brennstrahlen  und  die  doppelte  lineare  Excentricität  ein  Dreieck  mit  2  <y)  an 
der  Spitze  bilden,  so  ist  nach  dem  allgemeinen  Pythagoräer: 

oder: 

Aa^e^  =  2a^  +  2t^x^  —  2  (a«  —  e^x^^)  cos2(^, 

daher: 

a2(l  — 26«)  +  e«V        ^      , 

co$2<p  = 5 5-^-5 — —  =  2co8^ai  —  1, 

^  ar  —  B^x^  ^        ' 

daher: 

a^ljuil 

aber  wegen  der  Gleichung  der  Ellipse  ist: 

a«  —  x^         y^ 


«2        —    h'^   » 
femer  ist: 

g2  tn^ A2\  Vi 


Uebnngsan^ben  ttber  di«  Ellipse. 
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folglich  wird: 


>i. 


6«.o«6« 


da  aber  nach  Erörterung  72  die  Normale  den  Winkel  2  g)  zwischen  den  Brennstrahlen 
halbiert,  so  ist  die  Projektion  des  NormalenstÜcks  PQ  auf  einen  der  Brennstrahlen 
=  PQ'Costpf  also: 

PQ^cos^ip  =  — ^—^ 1 — rm — 2*  ^d®r  ^^  ^^*9  =  ^• 


b* 


a^yi^  +  b*x^ 


XTebungianfgabe  227.  Zu  beweisen:  Der  Brennstrahl  eines  Elüpsenpnnktes  ist 
gleich  der  bis  zor  Tangente  im  Endpnnkt  der  Brennpnnktsordinate  verl&ngerten  Ordi- 
nate des  Ponktes. 


Auflösung.  Die  Ellipse  sei 
ia  Fignr  143  anf  den  Mittelpunkt 
bezogen.  Die  Koordinaten  des 
Punktes  P  seien  Xi,  y^;  die  von 
Punkt  C  sind  dann  as  nnd  jp,  wo 
^  =z  a  (1  —  a*)  (s.  Erörterung  70). 
Die  Gleichung  der  Tangente  im 
Punkt  C  ist  also: 


X'QE       yfl(l  —  O 


+ 


a«(l  — «2) 


1, 


oder: 


j/^ex  =  a. 

Da  der  Punkt  T  die  Ab- 
sdase  x^  hat,  so  ist  seine  Ordi- 
nate: a  —  €X|.  Nach  Erörterung  72 
ist  aber  a  —  ex^  der  Brennstrabi 
des  Punktes  P;.  damit  ist  der  Lehr- 
satz bewiesen. 


Fignr  143. 


Figur  144. 


üebungsaufgabe  228.  Zu  beweisen:  Fällt  man  von  den  Brennpunkten  einer  Ellipse 
Lote  auf  die  Tangente  eines  gegebenen  Ellipsenpunktes  und  verbindet  ihre  Fusspunkte  je 
mit  dem  andern  Brennpunkt,  so  schneiden  sich  die  Verbindungsgeraden  in  der  Mitte  der 
Normale. 

Auflösung.  Die  Lote  FQ  und  F^  Qi  bilden  mit  der  Distanz  der  Brennpunkte  und 
der  Tangente  ein  Trapez.  Zieht  man  die  Brennstrahlen  FP  und  F^  P,  so  sind  nach 
Erörter.  72  die  Winkel  FPQ  und  F^  PQ^ 
einander  gleich,  daher  $" :  ^i  =  ^  •'  ^t  *  ^^ 
$,  9i  die  Lote,  ^,  ^,  die  Brennstrahlen  ^i 

sind.  Die  Normale  PN  halbiert  aber  den 
Winkel  FPF^,  daher  verhalten  sieh  nach 
einem  bekannten  planimetrischen  Satz  die 
Abschnitte  FNiF.N  wie  die  anliegen- 
den Seiten  des  Dreiecks  FPF^,  d.  h. 
=  (fiQi.  In  den  zwei  ähnh'chen  Drei- 
ecken FCQ  und  F^CQi  ist: 

FC:CQ,  =  FQ:F,Q,=q:q,; 

da  nun  auch  FNiNF^  =  q:q^,  so  ist: 

FC:CQ^  =  FN:NF^, 

d.  b.  die  Normale  geht  durch  den  Schnitt- 
punkt der  Diagonalen  des  Trapezes. 
Femer  ist: 
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daher: 


PC: Q^Fy^  =  QCiQF^  =  FCi  FQ^ 
und    CN:QiF^=  =FC:FQ^, 

FC:  Q^F^  =  CN:  Q^F^,  d.  h.  PC  =  CN. 


üebungiaufgabe  229.  Man  soll  die  Gleichong  einer  Sehne  mit  Hilfe  der  Winkel 
ausdrücken  I  welche  die  Halbierungsgerade  des  Winkels  der  Brennstrahlen  nach  ihren 
Endpunkten  gegen  die  Achse  und  gegen  diese  Brennstrahlen  bildet. 

Auflösung.    Die  Gleichung  der  Ellipse  sei  in  Polarkoordinaten: 


Figur  145. 


^       ^    1  —  eco8(p 

Die  Endpunkte  dw  Sehne  seien 
B  und  C,  die  Halbierungsgerade  des 
Winkels  BFC  bilde  mit  der  Achse 
den  <^  a,  mit  den  Sehenkeln  dieses 
Winkels  die  Winkel  ß,  dann  and  die 
Anomalien  der  Punkte  A  und  B  bezw. 
a  —  ß  und  a-^-ßf  daher  die  Brenn- 
strahlen : 

_      1 

^1""-^'  l—eco8(a--ß)' 

_      1 

Die  Gleichung  der  Geraden,  welehe 
die  beiden  Punkte  Tj,  qp^  und  r,,  (pi 
verbindet,  ist  aber  nach  Teil  I,  Erörterung  15  in  laufenden  Polarkoordinaten  q,  cp: 


hier  ist: 
daher: 


Q  [ri  sin  ((pj^  —  qp)  —  r,  sin  (qp,  —  gp)]  +  r^  r^  sin  (qp^  —  qPi)  =  0 ; 
qpj— qp  =  a  — j8  — qp,    qPa  — qp  =  «  +  ^  — qp,    qf^a -— qPi  ==  2^1 

[sin  (a  —  ß  —  qp) 


e  cos  (a  —  ß) 


gtn  (g  +  jg  —  qp)  1 
l—ecos{a  +  ß)\ 


+p''in: 


8in2ß 


[1  —  8  COS  («  —  ß)]  [1  —  e  cos  (a  +  /S)J 
1 


=  0 


oder: 

Dem  Nenner  kann  eine  andere  Form  gegeben  werden;  er  ist: 
5i>i(a~iS— qp)  — 5in(a+ß  — qp)— fi[stn(a— jS-qp)coÄ(a+jS)~<w«(a+jS~qp)cM(a— fl^ 
=  '—2cos{a  —  qp)  sinß  —  e  [sin  (a  —  ß)  cos(a  +  ß)  cos<p  —  cos{a  —  ß)  cos  («  + ft  sinq 

—  sin (a  +  ß)  cos (a  —  ß)  coscp  +  cos (a  +  ß)  cos  (a  —  ß)  sinq] 
=  —  2  co5(a  —  qp)  sinß  —  e  cosq)  [sin(a  —  ß)  cos (a-]-ß)  —  cos (a  —  ß)  sin (a-\-ß)] 
=  —  2cos(a  —  qp)  sinß  —  s  coscp  sin2ß  =  —  2sinß  [cos{a  —  qp)  +  *  ^^*^  cosß]. 

Es  ist  daher: 

—  1  cosß 


Q  =  — p'2sinßcosß 
oder: 


'  2  sin ß  [cos  (a  —  qp)  +  *  ^^^ß  ^^^ ^]  cos{a  —  qp)  +  *  ^^^ß  ^^^' 

p  .    cos{a  —  qp) 

Q  ^    '  cosß 


Uebungsan^aben  über  die  Ellipse. 
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XTebmigsaiii^abe  280.  Der  Folargrleichnng  der  EUipBentangente  fOr  den  Brenn- 
punkt aU  Pol  eine  einfache  Form  zu  geben. 

Anflöinng.  Man  erhält  die  Oleichnng  der  Tangente  ans  der  in  der  vorigen  Auf- 
gabe entwickelten  Gleichung  der  Sehne,  wenn  man  dort  den  Winkel  ß:=0  setzt;  dann 
wird  co8ß  =  ly  also  nnter  der  Voraassetznng,  dass  a  die  wahre  Anomalie  des  Bertlh- 
nmgsponktes  ist: 

P 

—  zsü  e  C08q>  -}-  C08  (a  —  <p). 

üebnngsanfigabe  281.  Folgenden  Lehrsats  zu  beweisen:  Wenn  eine  Ellipsensehne 
durch  einen  festen  Pimkt  geht,  so  ist  das  Produkt  der  Tangenten  der  halben  Winkel, 
unter  welchen  die  vom  festen  Punkt  an  gerechneten  Abschnitte  der  Sehnen  Ton  einem 
Brennpunkt  ans  gesehen  werden,  konstant 

AuflSiung.    Es  sei  (siehe  Figur  146)  PP|  die  Sehne,  0  ein  fester  Punkt  auf  ihr 
mit  den  Polarkoordinaten  r,  qp;  es  sei  FD  die  Halbierungsgerade  des  Winkels  PFPi 
und  a  der  Neigungswinkel  von  FD 
gegen  die  Achse,  dann  ist:  Figur  146. 

-^OFD  =  a  —  q) 
und 

<^PFD=^ß', 

daher  ist  nach  Uebungsaufgabe  230: 

p  .    cos  0  FD 


—  =  %COSifi-\- 


cos  PFD  ' 


p  —  rtcos(f 


folglich  ist: 
cos  0  FD 

cos  PFD  ~  r  ' 

daher  ist: 

cosOFD  —  cosPFD 

cos  0  FD -{-cos  PFD 

p  —  r(l  +  fico«qp) 

=       1/1    rr  ==  konstant; 

p-\-r{l  —  ecosq))  ' 

aber  nach  einer  bekannten  goniometrischen  Formel  (siehe  Kleyer^  Lehrbuch  der  Oonio- 
metrie)  ist: 


cosa  —  cosß 


also  hier: 


daher: 


cos  a-\- cosß 

cos  0  FD  ^  cos  PFD 
cos  0  FD  +  cos  PFD 


^-tg 


P,  FO         PFO 


2 


P.fO        PFO 
tg  — ~ — *tg  — - —  =  konstant. 


üebnngsani^abe  282.    Die  Polaigleichung  der  Normale  für  den  Brennpunkt  als 
Pol  auf  eine  einfache  Form  zu  bringen. 


wo: 


AnflSsung.    Die  Gleichung  der  Tangente  hat  nach  Aufgabe  97  die  Form: 

QCOs{qi  —  v)  —  g'  =  0, 

coscf)^  —  8  sincp^ 


cosv  = 


Vi  —  26C05(Pi  +  £^ 


Stflv  = 


Vi  —  2ecö5g)i  +  8* 


^  = 


Vi  —  2ecosqi^-\-B^ 
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Die  Oldchnng  der  im  Punkte  Qi,  ^]  darauf  senkrecht  stehenden  Geraden  ist  luch 
Teil  I,  Uebnngsaafgabe  86: 

Q  sin  (v  —  y)  —  ^1  sin  (y  ^  -—  v)  =  0, 
also  hier: 

Q  [8in(p(co8(fi  —  «)  —  ^ö* V  sinifi]  =  Q^^  [sintp^  (costp^  ~  e)  —  cosipi  «i«yj 
oder: 


Aber: 


daher: 


oder: 


Q  [sin (<p  —  fpd  —  «  sintp]  =  —  c^j  sintp^, 

_  P 

<i        1  —  ecosfpi  ' 

r  •   /             \            -1                      esin<f^ 
o  [«m  (v  —  y  i)  —  «  «tu  v]  =  — p*-z ■ — , 


Q  s8tn<Pi 

Diese  Gleichung  lässt  sich  anf  die  Normalform: 

QC08((p  —  X)  —  q  =  0 

bringen,  wenn  man  setzt: 

sin  y  I                      .                          coÄ^i  — « 
cosX  =  — .  -- ,    8tnX=i  — 


Vi  —  2«  coÄ^i  +  «^  V^l  —  2«  co8(pi  -{-  «• 

und 

esintp^ 


q=p 


(1  —  fi  coÄVi)  Vi  —  2«  co^^i  +  c*  ' 


ITebimgsanfjgabe  233.    In  den  Endpunkten  einer  durch  den  Brminpunkt  gehenden 
Sehne  sind  die  Normalen  gezogen;  die  Polarkoordinaten  ihres  Schnittpunktes  zu  berechn^L 

AuflSsung.   Es  sei  9,  die  Anomalie  des  einen  Endpunktes  der  Sehne,  dann  ist  die 
des  andern:  (p^ — 180^  aber: 

cos  (Vi  —  180^  =  —  cosfpi ,    sin  {(p^  —  180*^)  =  —  sintpj^ , 

sin  (tp  —  Vi  +'  180®)  =  —  sin  (y  —  y  1), 

daher  ist  die  Gleichung  der  einen  Normale: 

—  =       ; [e  8tn<p  —  sm  Op  —  y,)], 

die  der  andern: 

p  l  +  ecostp^  ,     .   ,  M 

7  =  — Zsinfp,  '[^^^^y+^*^(y~yi)]; 

fKr  den  Schnittpunkt  ist  daher: 

(1  —  8  SOS  ff  ^  [c  sintp^  —  sin  {(p^  —  (p^)]  +  (1  +  «  co8(p^)  [e  sin(p^  +  sin  (9),  —  fp^)]  =  0, 
oder: 

sin  (p^  -[-  cos  y j  sin  (^g  —  ^1)  =  0, 
oder: 

8in<P2  (1  +  cos^ip^  =  cos<p^  sintp^  castpy 

Durch  Quadrieren  erhält  man: 

sm^Va  (1  +  2  cos^tp^^  +  cos^fp^)  =  sin^fp^  cos'^tp^  —  stn^ip^  sin^q>^  cos^fp^ . 
oder: 

sin^tp^  (1  +  2  eos^fp^  +  co8^(p-^  +  co8^<p^  sin^fp^  =  «m^y^  cos'^fp^ , 
oder: 

«m^Vg  (1  +  3  cos^tp^  =  sin^(Pi  cos^ip^ , 

sin(pt  €08 <p^ 
stn  (p^  =  — ,  ==r-4 

VT+3^ö^9i 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881 


Der  ausftthrliclie  Prospekt  und  das  ausfUhrliclie  In 

haltsyerzeiclmis  der  ^^yollständig  gelösten  Aufgabensammlung 

von  Dr.  Ad.  Kleyer"  kann  von  jeder  Buchhandlung,  sowie  vod 

_^  * 

der  Yerlagshandlung  gratis  und  portofirei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aafgeschfiitten  and  gut  brochiert,  nm  den  sofortigen  und  dauern- 
den Oebranch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
und  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreise  von  25  Pfg.  pro  Heft. 

5).  Die  Beihenlolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  aus  dem  Prospekt  ersichtlich,  ohne  jede  Bedeutung 
für  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  Alles,  was  sich  tlberhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Kegeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch,  für  Schüler  aller  Schulen,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vorzüglichste  Lehrbuch 
zum  Selbststudium,  das  vortrefflichste  Nachsohlagebuoh  für  Fachleute  and 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


Das  vollständige 

Inhalt  syerzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Druck  von  Carl  Hammer  in  Stuttgart. 
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Dieses  Werk^  welchem  kein  ähnliches  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3—4 
Heften  zu  dem  billigren  Preise  von  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  vichiic- 
sten  und  praktischsten  Aufgaben  aus  dem  Gesamtgeblete  der  Mathematik,  Pfavi^ik, 
Mechanik,  math.  Geographie,  Astronomie,  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbahn-, 
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benntzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösnng 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  süssere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelösten  Aufgaben  beigegeben,  welche  dtr 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
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Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt^  InhaltsTerzeloh- 
nis,  Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärungen  Aber  das  betreffende  Kapitel  zur  Aufgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch -naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  I.  und  II.  Ord.,  gleich- 
berechtigten höheren  Bttrgerschnlen ,  FriTatsohulen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro- 
gjmnasien,  Schullehrer -Seminaren ,  Polytechniken,  Techniken,  BangewerkschulcD, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn.  Yorbereitungsschulen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  Universitäten,  Land-  und  Forstwissenschaftsschiilen, 
Militärschulen,  Torbereitungs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Einjährig- Frei- 
willige- und  Offlziers-Examen,  etc. 

Die  SchQler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese.  Schritt  für  Schritt  gelöste,  AufgaLeii- 
Sammlung  immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Pi*ttfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischeü  Wissenschaften  vorgeführt 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktisclieii  Teiles  der  mathematischeü 
Disziplinen  —  zum  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  hÄuslichen  Arbeiten  eine  toH- 
ständige  Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lösen,  die  jro- 
habten  Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuweuden  und  praktisch  zu  verwerten,  Lust,  Li<'ho 
und  Terständnis  für  den  Schul-Uuterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fnchgeno^sen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dicuen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Berufs- 
zweigon  Torkoiiimenden  AHuendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  iiiul 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praklischon  Verwertungen  und  weiteren  Forschqngen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
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Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.,  Fischcrfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erleditrun? 
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Um  den  Abstand  des  Nonnalensdmittpnnktes  vom  Brennpunkt  zu  bestimmen,  hat 
man  in  der  Gleichung  der  Normalen  den  Wert  für  simp^  einzusetzen.    Also  ist: 

p         l  —  ecoÄV,        . 

—  = : [«  Sin  (fo  —  sm  (Va  —  y ,)] , 

aber: 
daher  : 


= ; '  I  €  strnp^  A I  = . *^-^ *^ 


1  1- 

Q 

1  — e^cos^tfi 


e  Vl-]-Scos^<Pi  * 


XTebungsau^be  234.    In  den  Endpunkten  einer  Brennpunktsehne  sind  die  Nor- 
malen der  Ellipse  gezogen;  den  Winkel  zwischen  ibnen  zu  berechnen. 

Auflösung.    Nach  Uebungsaufgabe  242  macht  das  Lot  vom  Brennpunkt  auf  die 
Normale  mit  der  Achse  den  Winkel  X,  für  welchen: 

Sifltpi  .     ,  6  —  C08(f>. 

cosX  =  —  ,    5inA  = 


FGr  die  Normale  im  andern  Endpunkt  der  Sehne  erhält  man,  da  für  ihn  «y^j  durch 
y^ — 180^  zu  ersetzen  ist: 

COSfi  =  —  ,     SlHfA  =  — 

V  1  +  2«  cosif^  -j-er  V  1  +  2c  cos(fi  +  «^ 

Ea  wird  daher: 

81  PI  X  COS  fji  —  cos  X  sw  jM         —  sin  (p^(e  —  cos  </>,)  —  sin  y  1  (c  +  ros  (p^ 

^  cos  X  cos  PL  -\-  sin  X  sin  ^  —  sin^  Vi  H~  *^  —  ^^s^  Vi 

—  2e8in(f^  2ssin(fi 


ITebnngtaulgabe  S85.  In  den  Endpunkten  einer  Brennpunktsehne  sind  die  Nor- 
malen der  Ellipse  gezogen,  die  KiclUung  der  Halbierangsgeraden  des  Winkels  zwischen 
diesen  Normalen  zu  bestimmen. 

Auflosung.  Die  Halbierimgsgerade  des  Winkels  zwischen  den  Normalen  steht  senk- 
recht zur  Halbierungsgeraden  des  Winkels  zwischen  den  vom  Brennpunkt  auf  die  Nor- 

X  +  u 
malen  gefällten  Loten.    Für  die  letztere  Halbierungsgerade  ist  die  Richtung  =  — ^ — , 

daher: 

X-^-fi  sinX-\-sinfA 

•^2  C08X-\-C0Sltl 

(fi  —  C08(p^)  V 1  +  26  cos(f>^ -]- fi* 4"  («  +  costp^)  Vi, —  2ecos(f^  -j-e 

8tn(Pi{Vl  —  2ficosVj  +  «-  —  Vl-j- 26  cos(f^'{-e^) 
Führt  man  einen  Hilfswinkel  x  ein,  für  welchen: 


2 


Vi — 2ecos(p.-{-er 

tgx  = -, 

30  wird:  l/l+2ero.v»  +  e« 

A  +  f«         «  —  cos^i  -j-  («  -|-  cos(p^  tgx  e{cosx-\- sinx)  —  cos^>^  (cosx  —  sinx) 

^2  sintp,^  {tgx  —  1)  —  sin(f^  {cosx  —  sinx) 

cosx  +  sinx         1         ,  cotg  {4tb^  —  x) 

=  —  e = — : : h  cotqtp*  =  cotqip*  —  e : . 

cosx — sinx      stmp^     *        ^    ^  ^    *  stntp^ 


Cranz,  Analytische  Geometrie  der  Ebene.    U.  22 


338  Analytische  Geometrie  der  Ebenö. 

XTebungsaTifgabe  236.    Folgenden  Lehrsatz  zn  beweisen: 

In  den  Endpunkten  einer  Brennpanktsehne  sind  die  Normalen  der  Ellipse  ge- 
zogen nnd  darch  den  Schnittpankt  der  Normalen  die  Parallele  zur  Hauptachse;  diese 
Parallele  halbiert  die  Brennpunktsebne. 

Auflösung.  Wenn  (p^  der  Neigungswinkel  der  Brennpunktsehne  gegen  die  Haupt- 
achse und  ^21  Vi  ^^^  Polarkoordinaten  des  Normalenschnittpnnktes  sind,  so  ist  nach 
üebungsanfgabe  233: 

p    __    sin(p^  (1  —  e^  cos^(p^) 

Q^  BSin(fiC08(pi 

Nun  ist  aber  Q^sirnp^  die  Ordinate  des  Normaleoschnittpanktes,  somit: 

esin(f,co8(p. 

Sind  nun  q  und  q*  die  Abschnitte  der  Brennpunktsehne,  so  ist,  da  in  der  Gleichniig 
der  Ellipse  q  und  q'  als  positiv  angenommen  werden,  •    der  Brennpunktsabstand, 

q  —  q' 

folglich        n       sin(fii  die  Ordinate  für  die  Mitte  der  Brennpunktsehne.    Es  ist  nmi: 

1  ,    ,  1 

D  =  p •  und  Q  ==  p  -z—i f 

folgüch:  ^l-eco8V^  '    1  +  BCOSV,^ 


Q-Q' 


*         2  'VI — ecos(f^         l-^-ecostPi/ 


p     .         1  +  c  cos<p,  —  l-\-eco8(p,  B  cos(p,  8infpy 

=  -jr8tn(f, -5 5 —  =p-: :r 9"  =  Pa^'^V»- 

2  *  1 — B^COS^ffi  ^   1 — c^co«*yj  *^*  * 

Die  Ordinate  des  Normalenschnittpunktes  ist  also  gleich  der  Ordinate  des  Mittel- 
punktes der  Brennpunktsehne,  oder  die  Parallele  zur  Hauptachse  durch  den 
Normalenschnittpunkt  geht  durch  die  Mitte  der  Brennpunktsehne. 


üebungsaufigabe  287.    Den  geometrischen  Ort  für  den  Schnittpunkt  der  Normalen 
in  den  Endpunkten  einer  Brennpunktsehne  zn  bestimmen. 

Auflösung.    Sind  ^,  9  die  Polarkoordinaten  des  Normalenschnittpunktes,  9>,  der 
Neigungswinkel  der  Brennpunktsehne  gegen  die  X-Achse,  so  folgt  aas  üebungsanfgabe  233: 

stn(piCos(p, 

ferner: 

(l  +  cos^y,) 
co8<f  =•  sintp 


st.n(f^co8(f^ 
daher: 

1  ■4-C08^<p, 
üC08(p  =  «€— 5-5 5-^—. 

^  -^     1  —  e^co8^fpi 

Setzt  man  q  cos  ff  =  o?,  q  sin  ff  =  y,  so  ist  also: 

X    l-\-co8^^^  y  sin(p^cos(f^ 

pe         1  —  B^cos^ff'^*      pe  1  —  e*co8^<p^' 

Aus  der  ersten  Gleichung  folgt: 

-5 1 


co8^  ^1  =  -^ 1   daher    1  —  e*  cos^  y^  = 


^+1  ^+1 


Somit  ist: 
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oder  quadriert:  x 

y'(i+gy  .2         2  2      J^^^ 

also:  _  y2(i^g2)2 


^•••(f+')(:^-)' 

da  aber  8in^(p^-{'C08^(Pi  =  1,  so  ist:  x 


oder: 


'■-(f+')(^-')  f+' 


oder: 

Setzt  man:  ,^       «v 

80  wird  die  Gleichung:  ^  ^ 

a;^»  (1— g^)         y^  (1  +  g«y         2a?(l  —  g^)(3  — 6^)j>e         a:(3  — g») 

(3  -  ,2)2^2,2  (1  _  ,2)  (3  _  ,2)  p  ,  (3  _  ,2) 

oder: 

o:'«  ( 1  -  6«)        y«(l+gy        (1  +  «T  _  . 

"r  *.2 .2  A  ri .2\  —  ^• 


p^e^  '  ^«2  4(1—««) 

Dies  ist  die  Gleichung  einer  Ellipse,  deren  Achsenrichtungen  mit  demjenigen  der 
gegebenen  Ellipse  übereinstimmen.    Ihre  Halbachsen  sind: 

peil+e^    ^^  pe 


2(1-«')  21/r^ 

oder,  da  p  =  a{l  —  «*)  ist: 


und TT 


2 

oder,  da  a  Vi  —  s^  =  b  ist : 

aB(l+e^)        ,    bB 

2 ^^T' 

der  Mittelpunkt  hat  die  Absdsse: 

pe(Z  —  e^  __  gfi(3  — g^ 
— -«1 


2(1—«'*) 


Uebnngiaufgabe  238.  Den  Winkel  zwischen  zwei  Ellipsentangenten  durch  die 
Abstünde  ihreiB  Schnittpunktes  von  den  beiden  Brennpunkten  auszudrücken. 

AuflSsung.  Wenn  man  auf  die  beiden  Tangenten  PS  und  PT  von  den  Brenn- 
punkten aus  die  Lote  FQ  und  F^Q^  bezw.  FR,  F^R^  fällt,  so  ist  nach  dem  Satze  von 
Anmerkung  151: 

FQ'FiQ,  =  FR'F^Ri  =  b^ 
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Figur  147. 


oder:  FQ:FR  =  F^  R^ :  F^  ßj , 

oder :  sin  S  PF:  sin  FFT  =  sin  TPF^ :  sin  F^  PS, 

oder  wenn  man  ^  SPF  mit  X,  ^  TPF^  mit  ju,  <^  SPT  mit  «bezeichnet: 

sinX :  sin  (to  —  A)  =  sin  fji :  sin  (w  —  /i), 

sink  :  sinta  cosX  —  costo  sinX  =  sinfi :  sintj  cosfi  —  cosü)  sinfi, 

8tnX  cosfi  sinw  —  sinX  sinpi  cos(o  =  sin^  cosX  sinto  —  sinfi  sinX  cosm, 

sinto  (sinX  cospL  —  cosX  sinfi)  =  0, 

sinX  coSfA  —  cosX  sinfi  =  0, 


oder: 
oder: 
oder: 
daher: 
d.  h. : 


sin  (X  —  fi)  =  0,  oder:  X  =  fA, 

Die  Winkel  SPF  und  TPF^  sind  also  einander  gleich.    Nun  ist  aber,  wenn  der 
Winkel  FPF^  mit  tt  bezeichnet  wird:    , 

(o==n-{-X-\-fi  =  7t-\-2X, 
daher: 

costu  =  cos(7i-]-2X)  =  cos7tcos2X  —  sinn  sin2X=  cosn(l  —  2sin^X)  —  2sinnsinXcosX 

=  cosn  —  2  sin  X  (cos  n  sin  X  +  sin  n  cosX)  =  cos  n  —  2  sinX  sin  (n  +  X), 
oder: 

cos  SPT=  cos  FPF^  —  2  sin  SPF-  sin  FPT. 

Nach  dem  allgemeinen  Pjthagoräer  ist,  da  FF^  =  2e: 

4^2  =  r^  -j-  r^*  —  2rr^  cosn, 

cosFPF^=—^'       ^'    - 
ferner  ist: 


daher: 


2rri 


2sinSPF'SinFPT=  2sinTPF^'SinFPT  =2-^^  -  -^T"  =  2-%^  --^T» 
aber  da  F^Ri'FR=x  h\  so  ist: 

2  sin  SPF  sin  FPT  =  ^        , 
folglich:  ^^^'^ 

r^  +  r^  —  i^         4  feg  r«  +  r^2--4(fe-  +  g^  yg  +  r^«  — 4a^ 


4  feg 


2rri 


2rri 


2rri 


2rr, 
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Uebungian^be  239.  Folgenden 
Lehrsatz  zu  beweisen:  Zieht  man  darch 
einen  Pnnkt  zwei  Sehnen,  welche  dorch  die 
beiden  Brennpunkte  gehen,  so  ist  die  Diffe- 
renz der  reciproken  Abschnitte  jeder  Sehne 
dieselbe. 


Anfiösniig.    Es  soll  (s.  Figor  148): 
1  1  1  1         . 


Figor  148. 


tttt-  sein. 


PA        PB         PA^        PB^ 

Die  Gleichung  der  Ellipse  ist,  bezogen 
auf  den  Brennpunkt  F  als  Pol  und  FF^  als 
positive  X-Achse: 

1 

^         ^     1  —  6C08(p 

Bezeichnet  man  FA  mit  q,  FB  mit  q\ 
FP  mit  r,  so  ist : 

PA  =  r'-'Q,    PB  =  r'j-Q', 
daher: 

1111 


q+q' 


PA 


PB 


Aber: 


1 


1 


daher: 


^      ^'  1  —  ecosfp  '    ^        ^'  l-^eeos(p  ' 

2  2a(l  — €«) 


Q  +  q'  ^P'Y^ 


c*  cos*  (f 


2bco8(p 


Q-Q  =P'Tzr;^ 


2 


fi'  COS»  (p 


QQ'=P^' 


Folglich  ist: 
1  1 


i^cos^tp 


1  —  e^cos^ip  * 
2afl(l  — e^)co8<p 

1  —  €*  C08^  ff 
gi  (1  -.  ^y 
1  — €^COS^(f' 

2a(l— €«) 


PA 


PB 


r*  (1  —  «2  cos^ip)  —  2a«  (1  —  «*)  rcos^p  —  a*(l  —  «*)* 

2o(l  — f«) 

r^  —  [r«  cosy  -f-  a  (1  —  «*)]*  * 


Bezogen  auf  den  andern  Brennpunkt  jF\  als  Pol,  aber  FyF  als  positive  Achsen- 
richtong,  ist  die  Gleichung  der  Ellipse: 

1  a(l— €«) 

daher  wird,  wie  oben: 

1         .    1 


c  cos^i  1  —  e  co8(p^  ' 

2a(l— £«) 


PA^        PB^  ""  ri«  — [ri^cosVi  +  aa  —  e^jp- 
Nun  ist  aber  in  dem  Dreieck  FF^ P,  wo  FF^  =  2ae  ist ,  nach  dem  allgemeinen 
pythagoräischen  Lehrsatz: 

rj2  =  r*-|-4a*€^  —  ia%rco8(Pf 

femer  nach  einem  bekannten  trigonometrischen  Satze  (siehe  Kleyer,  Lehrbuch  der  ebenen 
Trigonometrie): 

Ti  cos^i  =  2a«  —  rcostpy 
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daher: 

r^ — [ri«<?o«</'i  +  a(l  — «2)P==  r2-|-4a*€-  —  4aircos<p  —  [2a  e^—  recostp-^-ail  —  ^]^ 

=  r*  +  4  a^^  —  iatrcosff  —  [« (1  +  €^)  —  r^  co8(p^ 

=  r*  4"  4  a^€*  —  a^  —  2«^«^  —  aV  —  4a  «  r  rosy  -}"  2a  (1  -)-  «*)  ♦"«  costp  —  r^^cos-ff 

=  r»  —  a2  (1  —  «2)2  —  2a(l  —  6«)  r«  cos<p  —  r-^cos-fp 

=  f^  —  [a^{l  —  f^y'['2a{l  —  €^)raco8(p  +  r^i^cos^ip]  =  r^lre€08ip  +  a(l^^Y. 

Es  sind  somit  die  Ausdrücke  für  -p-r-  — p^  und  -p-jr p^r  einander  gleich. 


Uebnngsanfgabe  240.   Die  Länge  eines  EUipsenhalbmessers  durch  die  excentrische 
Anomalie  seines  Endpunktes  auszudrücken. 

Auflösung.  Wenn  (f  die  excentrische  Anomalie  ist,  so  hat  man  nach  Erörtenmg  67: 

X  =  a  cos  %    y  =  ft  sin  y, 
daher  ist: 


Uebungsaufjgabe  241.    Die  Beziehungen  zwischen  den  ezcentrischen  Anomalien  der 
Endpunkte  zweier  koigugierten  Halbmesser  anzugeben. 

Auflösung.    Sind  a  und  ß  die  Neigungswinkel  der  koigugierten  Halbmesser  gegen 
die  Achse,  x,  y  und  x^,  y^  ihre  Endpunkte,  (f  und  (p^  ihre  excentrischen  Anomalien,  so  ist: 

y         h  sin  ff  ^        y, .        bsintp, 

^  X         acosffi  ^      ^^        «1         acosfp^  ' 

nun  muss  aber  nach  Aufgabe  89  für  die  koigugierten  Halbmesser: 

tga'tgß=z  — 
sein,  folglich: 


a2 


bsin<p      bsintp^  b^ 


a  cos  (p      a  cos  (p^  a' 

oder: 

d.  h.: 

tgVi  =  —  ctg  ^1  =  tg  {90^  +  (p). 

Die  excentrischen  Anomalien  der  Endpunkte  von  zwei  konjugierten 
Halbmessern  unterscheiden  sich  also  von  einander  um  90^ 


Uebungsau^abe  242.    Die  Längen  zweier  koigugierten  Halbmesser  in  der  excen- 
trischen Anomalie  vom  Endpunkt  des  einen  anzugeben. 

Auflösung.    Für  den  ersten  Halbmesser  ist  nach  üebungsaufgabe  240: 

^  =  a2  COS^  y  -j-  62  s{fi2  fp  . 

für  den  zweiten  Halbmesser  ist  co8<p  durch  cos  (90^ 'j-(p)  und  sin<p  durch  «i«(90^-f  v) 
zu  ersetzen;  daher  ist: 

^j2  —.  ^2  ^j-^2  y  -|-  ^2  cos^  (p. 


Uebungsaulgabe  243.     Die  Länge  einer  Ellipsensehne  durch  die  excentrischen 
Anomalien  ihrer  Endpunkte  auszudrücken  und  ihre  Gleichung  anzugeben. 

Auflösung.    Die  Länge  erhält  man  mit  Hilfe  von  Teil  I,  Aufgabe  10: 

D^  =  a^  (cos  y  1  —  COS  ipf  -|-  52  {sin  tp^  —  sin  y)2, 
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oder  nach  bekannten  goniometriBchen  Formeln  (siehe  Klei/er,  Lehrbuch  der  Goniometrie) : 
=  4  a*  sm*  — *-^ 8tn^  —^ [-  4  ö*  cos*  — ^--| ^m^  — ^-^ 

=  4  8tn*  —^ —  I  a*  stn*     *   '       +  6*  cos*  —^ ). 

Die  Gleichung  der  Sehne  erhält  man  ans  der  Gleichung  der  Geraden: 
nändich:  ^(^i— ^2)  — y(^i  — ^2)  +  ^iy2  — ^a^i  =  0, 

bx{sin  Vi  —  sin  y)  —  a y  (cos (p^  —  cos y)  -f-  aft  (co8(p^  sinfp  —  simp^  co8(p)  =  0, 
oder  nach  bekannten  goniometrischen  Formeln: 

q>.  -4-  (p          (p  —  (fi                       tp  -4-  (p          (p  —  w 
aftxco«—*-^ —  Ätn— ~ |-2ay«m— ^^^ —  sin-^ ab  sin  ((p^^  —  y)  =  0, 

oder:  ,  , 

^      Vi  +  y  ,  y   .  »i+y         yi  — v 


ITebiuigiaiifrabe  244.  Die  Gleichnng  der  Tangente  durch  die  excentrische  Anomalie 
des  Bernhrungspnutes  auszudrücken. 

AufloRing.  Wird  in  üebongsaufgabe  243:  fPi  =  <f,  so  wird  die  Sehne  zur  Tangente; 

ihre  Gleichung  ist  also  dann: 

X  y 

—  vosip  -{--^  sinip  — 1  =  0. 

Anmerkung  167.  Vergleicht  man  die  Gleichungen  der  Sehne  und  der  Tangente,  so  findet 
man,  dass  die  Sehne,  welche  die  Punkte  mit  den  ezcentrischen  Anomalien  9,  y^  ver- 
bindet, parallel  ist  zu  der  Tangente,  deren  Berührungspunkt  das  arithmetische 
Mittel  aus  ^  und  ^^  als  excentrische  Anomalie  hat. 

Vergleicht  man  ferner  den  Ausdruck  für  die  Länge  der  Sehne: 

2  Sm  — ^-r y  a*  5IM*  —^ \-  Ä*  cos^  — ^~ 

mit  demjenigen  für  die  Länge  des  Halbmessers,  welcher  konjugiert  ist  zum  Halb- 
messer  nach  dem  Punkte  mit  der  excentrischen  Anomalie  — —^ — ,  so  sieht  man, 

dass  das  Zeichen  unter  der  Wurzel  im  Ausdruck  für  die  Sehne  gleich  der  Länge 
des  zur  Sehne  parallelen  Halbmessers  ist;  also: 

Die  Länge   einer   Sehne  verhält  sich  zur  Länge  des  zu  ihr 

parallelen  Halbmessers  wie  ^sin—^ — :1. 

2 

Uebungiau^abe  245.  Den  Inhalt  des  einer  Ellipse  einbeschriebenen  Dreiecks  zu 
berechnen. 

Auflösung.  Es  seien  a,  j3,  /  die  excentrischen  Anomalien  der  Eckpunkte,  dann 
erhält  man  den  Inhalt  des  Dreiecks,  wenn  man  in  der  Formel  von  Teil  I,  Aufgabe  14 
die  rechtwinkligen  Koordinaten  darch  die  excentrischen  Anomalien  ersetzt;  also: 

2  J"  =  a  eosa  b  sinß  —  a  cosß  b  sina  +  a  cosß  b  sin  y  —  a  cosyb  sinß  -\-  a  cosy  b  sina 

—  a  cos a  b sin y  =  —  ab  [sin (a  —  ß)-[-  sin  (ß  —  y)  -|-  sin (y  —  a)]. 

Nach  emer  bekannten  goniometrischen  Formel  ist  aber  (siehe  Kleyer,  Lehrbuch  der 
Goniometrie): 

X A- f/         y~f"'^         z-A-x 
sin  X  -}-  sin  y-^sim  =  A  sin  — ^ —  sin  — ~ —  sin  — ^ 1-  sin  (a?  +  y  +  «), 

also  hier: 

cc  —  y         ß  —  €c         y  —  ß 

sin  (a  —  ß)-^  sin(ß  —  y)  -]-  sin(y  —  a)  =  —  isin — 5"^***^  "2 —  ^^'^      9      ' 
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daher  ist  der  doppelte  Inhalt  des  Dreiecks: 

Aao  Sin  — ^-^  8tn  -^--^-^  stn -^— r —  , 

^  a  ^ 

oder  der  einfache  Inhalt: 

2  a  0  sin  — r-^  sin  5«w  -—: — . 

I*  £t  ^ 


UebnngsaufiB^abe  246.    Die  Koordinaten  des  Schwerpunktes  in  dem  einer  Ellipse 
einbeschriebenen  Dreieck  durch  die  exoentrischen  Anomalien  der  Eckpunkte  auszudrueken. 


Auflöfliuig.  Nach  Teil  I,  Uebungsaufgabe  19  sind  die  Koordinaten  des  Schwerponktes: 

3- (^1 + ^« + ajg),  y  =  -3 


^  =  t(^i+^«+^8)»  y  =  ir(yi+y2+y8\ 


also  hier: 

a?  =  —  a  (cos  a  +  cos  ß  -[-  cos  y),    1/  =  -~b  (sin  a  +  sin  ß  -j-  sin  y), 
oder  nach  bekannten  goniometrischen  Formeln  (siehe  Kleijer^  Lehrbuch  der  Ooniometrie): 

1  r  ßJL.y  y\f^  ^Aß  -1 

^  =  3-«  [4  cos  ^=-^  cos-f-^cos  — J-il  —  cos(a  +  ß  +  y)J  , 
y  =  J  ^  [  4  s  m —^  5m -^^— 5m  ^-^  +  ^m  (a  +  j5  +  y) J . 


Uebnngsanfgabe  247.  Folgenden  Lehrsatz  zu  beweisen:  Fällt  der  Schwerpunkt 
eines  einer  Ellipse  einbeschriebenen  Dreiecks  mit  dem  Mittelpunkt  der  Ellipse  zasanunen, 
so  hat  das  Dreieck  konstanten  Inhalt. 

Anflösimg.  Nach  der  vorigen  Uebungsaufgabe  mnss  in  diesem  Falle  (a,  ^,  y  als 
excentrische  Anomalien  der  Eckpunkte  betrachtet): 

cos  a  -j-  cos  ß  =  —  cos  y, 

sin  a-\-  sinß  =  —  sin  y 
sein,  daher: 

cos^a  -|-  cos^ß  -(-  sin^a  -j-  sin^ß  -j-  2  (cosa  cosß  -\-  sin  a  sinß)  =  cos'^y  -]-  5m*y, 
oder: 

2cos(a  —  ß)  =  —1,     cos{a'-ß)  =  — y,     cos^  {a  ^  ß)  = -^ , 

5m2(«-|J)  =  |-,       ^/„(a-j5)  =  |- V3; 
auf  die  gleiche  Weise  findet  man  auch: 

«/«tf-y)  =  Y  1/3,    5^«(y-a)=y  V'S, 

folglich  wird  nach  Uebungsaufgabe  245  der  Inhalt: 

1^3/-       3     ^    /- 
-aft.- V/3=ya&\/3. 


Uebungsaufgabe  248.  Den  Umkreismittelpunkt  für  das  einer  Ellipse  einbescbriebene 
Dreieck  zn  bestimmen. 

Auflösung.  Die  Koordinaten  des  Umkreismittelpnnktes  für  ein  Dreieck  mit  den 
Ecken  x^,  y^\  otj,  y^\  arg,  y^  finden  sich  in  Teil  I,  Uebungsaufgabe  80.  Durch  Ein- 
führung der  excentrischen  Anomalie  erhält  man  hier: 
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b  [{a^cos^a  +  b^sin^a)  (sinß  —  siny)  +  (a^cos^ß  -|-  b^sin^ß)  {siny  —  sinoi) 

____J^ +  {a-cos^y  +  b^sin^y)  (sing  —  sinß)] 

^~        2  "  ab[sin{a'-ß)  +  sin(ß  —  Y)  +  sin(y  —  a)] 

a  [{a^cos^a  -f-  b^sin^a)  (cosß  —  cosy)  -\~  {arcos^ß  -j-  b^sin^ß)  (cosy  —  cosa) 

1  __^ -{- (a^coa^y-^- b^ sin* y)  (cosa  —  cosß)] 

^  ~  ~  2  ■  a  b  [sin  (cT^  ßf^sin  (^  —  y)  +  sin  (y  —  a)]  ' 

Diese  Ausdrücke  können  noch  bedeutend  vereinfacht  werden.  Z.  B.  wird  der 
Zähler  von  x: 

a*  [cos* a  (sinß  —  siny)  -j-  cos* ß (siny  —  sina)  +  cos*y  (sina  —  sinß)\ 
+  b*  [sin* a  (sinß  —  siny)  -j-  sin* ß (siny  —  sinci)  -\-  sin*y  (sina  —  sinß)] 
=  a*  [cos* a  (sinß  —  siny)  -|-  cos*ß  (sin y  —  sin a)  +  cos*y  (sin a  —  sin ß)] 
-f-  b* [sinß  —  siny-]- siny  —  sina  +  sina  —sinß  —  cos*a (sinß  —  siny) 

—  cos*ß  (siny  —  sina)  —  cos*  y  (sina  —  sinß)] 
=  (a*  —  b*)  [co8*a  (sinß  —  siny)  -f-  cos* ß (siny  —  sina)  +  cos*y  (sina  —  sinß)] 
=  —  (a* —  b*)  [sina(cos*ß  —  cos*y)  +  sinß(cos*y  —  co8*a)  +  siny(cos*a  —  cos*ß)] 
=  (a*  —  b*)  [sin  a  sin  (ß-^y)  sin  (ß  —  y)  -|-  sin  ß  sin  (y  -f-  a)  sin  (y  —  a) 

-)-  siny  sin  (a  +  ß)  sin  (a  —  ß)]. 

Aehnlich  wird  der  Zähler  von  y: 

(a*  —  b*)  [cos*a {cosß  —  cosy)  -|-  cos*ß(cosy  —  coscl)  +  cos*y(cosa  —  cosß)] 
=  —  (a*  —  b*)  [cosa  (cos*  ß  —  cos*y)  -|-  cosß  (cos*y  —  cos*  a)  -\-  cosy  (cos* a  —  C08*ß)] 
=  (a*  —  b*)  [cos a  sin  (ß  -f-  y)  sin  (ß  —  y)-\-  cosß  sin  (y  +  a)  sin  (7  —  a) 

-f-  cosy  sin  (a  +  ß)  sin  (a  —  jS)]. 

Diese  Aasdrücke  lassen  sich  nach  einer  bekannten  goniometrischen  Formel  (siehe 
KleyeTy  Lehrbach  der  Ooniometrie)  noch  weiter  nmformen«  Es  ist  nämlich,  wenn  a,  ß^  y 
drei  beliebige  Winkel  sind: 

sin  (a  +  ß)  sin  (a  —  jS)  +  sin  (ß-\-y)  sin  (jJ  —  ;*)  +  sin  (y  +  «)  sin  (y^a)  =  0, 

daher: 

sina '  sin  (ß  -f-  y)  sin  (ß  —  y)  +  sinß  sin  (/+  *)  **^  (/  —  <*)  +  ^^^7  ^^^  (<*  4"  ft  **^  («  —  i^) 
=  —  sin  a  [sin  (a  +  ß)  sin  (a  —  jJ)  +  sin  (y-j-a)  sin  (y  —  a)]  +  sinß  sin  (y  -f- «)  sin  (y  —  «) 
-j- siny  sin  (a-j-ß)  sin  (a  — /S)  =  -^  sin  (a  -]-  ß)  sin  (a  —  ß)(siny  —  sina) 
+  «*»  (7  -f-  a)  sin (y  —  a)  (sinß  —  sina). 

Aber: 

siny—  sina  =  2  cos  -^  (y-\-  a)  sin  ^  (7  —  cc)j 

sinß  —  sina  =  —  2  cos  —  (a  -f-  ft  sin  -^i^^  ^ß)i 

folglich  der  ganze  Aosdrack: 

y -4- ff         y  —  a  a~\-'ß        ff  — Ä 

28in(a-^ß))sin(a  —  ß)  cos^—^ —  ^'^'  "2 —  —  2sin(y-^a)sin(y  —  ff)  cos — ^ —  sin  — - — 

^    .    a+ß    .    a—ß        a+ß        a-ß         y+a    .    y--a 
=  8  stn  — ^-^  sm  — - —  cos  — ^-=-  cos  - — - —  cos  -^— r —  stn  — - — 

«    .    7+«     .    y— «         7+«         y  — ff         a  +  jJ     .    a — ß 
—  8  sxn  ^-^ —  sm  ^—z —  cos  ^—^ —  cos  -^-^ —  cos  — ^ —  stn  — - — 

a-\-ß    .    a  —  ß        y  +  ff     .    y—a 
=  icos — ^ — sin — - —  cos^—T —  sin-^—z — 


(^   .    ff+/5       ff — ß      ^  .   y+ff        y — «\ 
2  sin  —^  cos  —^  —  2  stn  ^-^  cos  ^  ^     J 
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ccA-ß        a — ß        Ä-l-y         y — a 
=  4  cos  — ^ —  sin  — - —  cos  — r— ^  sin  — - —  (sina  +  sinß  —  siny  —  sina) 

=  4  cos  — 5 —  stn  — - —  cos  — ^— =-  stn  ^—^ —  (stnß  —  smy) 

Ji  u  a  ^ 

^        a  +  ß    .    a  —  ß         y+g     .    y— «         ß  +  y    .    ß  —  y 
=  8  cos  — ^ —  stn  — r —  cos  -^—5 —  51«  -^— ^ —  cos      '      5in  — ^-^ 

i^  ^  A  A  ^  a 

a+jJ       i^  +  y       y+«    .  «— /^   .  /*  — y    .   /— •« 

=  8  C05  — ^ —  CO«  — ^-^  cos  -^-^ —  «m  — r-^  «t«  -^—5-^  ««» -^-^s — • 

t*  a  u  u  u  £ 

Diese  Grösse,  miütiplisiert  mit  (a^  —  6^),  giebt  den  Zähler  von  x. 
Femer  ist: 

cosa  sin  (ß  +  y)  sin  (jS  —  y)  +  cosß  sin  (y  ~{-  a)  sin  (y  —  «)  +  eosy  sin  (a-j-ß)  sin  (a  —  ffi 

=  sin  (a  +  ß)  sin  (a  —  ß)  (cosy  —  cos a)  +  sin  (y  -\-  a)  sin  (y  —  «)  (cosß  —  cosa) 

.    a  +  ß     .    a  —  ß     .    y  —  a         a  +  ß         a  —  ß     .    y+« 
=  —  8  *in  — ^ —  sm  — r —  stn  -^— r —  co«  — ^-^  co«  — r-^  stn  -^-~ — 

.    a  +  i*    .    /+«     .    y— «     .    «  — /5         y+a         y— a 
-j-  8  «1»  — ^ —  «I»  — ö~^  ^''*  "^ —  ^''^  — o —  ^^^  "9 —  ^^^  "9 — 

.    tt  +  /3    .    a  —  ß    .    y+a     .    y—a 
=  —  4  sm  — - —  sin  — - —  stn  — ^ —  sin  -^ — 

(cc-4~ö         cc — ß  y"4"Ct        y — cl\ 

2  cos — K-^f'os — 2"-^  —  2  cos^ —  cos-^-j—j 

€c-\-ß         a — ß         y-\-cc         y — cc 
=  —  4  sin  — - —  sin  —  ^r—  sin  -^— ^ —  sin  -^—r —  {cos a  -f-  cosß  —  cosy  —  cosa) 

tt  J»  ^  A 

.    a  +  ß    .    a  —  ß    .    y+g     .    y— «  /      ^  v 

=  —  4  «II»  — ^ —  «««  — r-^  «m  -^— ^ —  5«n  -^—r —  (cosß  —  eosy) 

&  M  £i  4L 

^    .    a  +  jS     .    ß-\-y     .    y+a     .    a  — /3     .    ß  —  y     .    y  —  a 
=  8  stn  — jr-^  sin      '      stn  -=— ^ —  «f w  — ^-^  «1/»  — r-^  stn  -=— r — , 

Dies  ist,  multipliziert  mit  a^  —  5^,  der  Zähler  von  y. 

Der  gemeinsame  Nenner  von  x  und  ^  ist  nach  Uebnngsaafgabe  245: 

.    a  — i8     .    ß  —  y    .    y  —  a 
A^ahstn  — - —  sin  — ^-^  sin  -=— ^ — , 

a  ^  t» 

Folglich  wird:  ^        a+ß        ß  +  y        y  +  a 

X  =  —-bcos  — ^ —  cos  -^--r-"^  cos  -^— !r — , 

2  2  2      ' 

.    a+ß    .    /3  +  y    .    y+a 
y  =  —  a  5IW  — 5 —  si/t      -      s/M  -^-~ — ^. 

^  a  iB 

Uebnngsaufigabe  249.     Die  Gleichung  des  Umkreises  für  das  einer  Ellipse  ein- 
besehriebene  Dreieck  zu  finden. 

AnflSsnng.    Die  Gleichung  des  Umkreises  für  das  einer  Ellipse  einbeschriebene 
Dreieck  erhält  man  aus  Aufgabe  24,  wenn  man  in  die  Ausdrücke  Ä^  Dy  E^  i  der  Gleichung: 

A{ix^  +  y^)  +  Dx  +  Ey  +  F={) 

statt  der  Koordinaten  der  Ecken  des  Dreiecks  die  Ausdrücke  acosa^  hsina  etc.  ein- 
setzt.   Also : 

A=^  ah  [{sina  —  sinß)  {cosy  —  cosa)  —  {sin y  —  sina)  {cosa  —  cosß)] ; 

D  =  —  b  [{sina  —  sinß)  {a^cos^y+  b^sin^y)  +  {sinß  —  siny)  {ä^cos^a  +  b^sin^a) 

+  {siny  —  sina)  {a^cos^ß  +  b-sin^ß)]] 

E  =  a  [{cosa  —  cosß)  {a^cos^y  +  b^sin^y)  +  {cosß  —  cosy)  {a^cos^a  +  b^sin^a) 

+  {cos  y  —  cos  a)  (a*  cos^ß  +  b^  sin^ß)] ; 

F  :=:ab  [sin {ß  —  y)  (a^ cos^ a  +  b^ sin^ a)  +  sin (y  —  a)  (a« cos^ß  +  b^ sin^ß) 

+  sin  («  —  ß)  {a-cos^y  +  b^sin^y)] ; 
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oder: 

Ä  =  — ab[8in{a  —  /J)-|-«i«(/J  —  y)'['Sin(y —  a)]; 

D  =  — b(a^  —  b'^)lco8^a{sinß  —  stny) -j- cos^ ß (siny  —  «iwa)-|-  C08^y{sina-^8inß)]\ 

E  =  a(a^  —  b^)  [co8^a(co8ß  —  cosy)  +  eo8^ß(co8y  —  C08a)  +  cos^y{co8a  —  €08ß)] ; 

F  =  a^b  [cos^a  8t n  (ß  —  /)  -j-  cos^ß  sin  (y  —  a)  +  eos^y  sin  (a  —  ß)] 

-f-  a  ft^  [sin^  a  sin  (ß  —  y)-{-  sin^ß  sin  (/—«)  +  sin^ y  sin  (a  —  ß)]. 

Nach  den  EDtwicklangen  der  vorigen  Aufgabe  ist  aber: 

COS'  a  (sin  ß  —  sin  y)  -\-  cos^  ß  (sin  y  —  sin  a)  -f-  cos^  y  (sin  a  —  sin  ß) 

a-^ß         ß-^-y         y+a     .    a  —  ß    .    ß  —  y     .    y—a 
=  8  cos  — ^-^  cos       '      cos  ^-~ stn  — ^-^  stn         '  stn  -^-^ — . 

Ferner: 

cos- a  (cos  ß  —  cosy)  -j-  co8^ß(cosy  —  cosa)  +  cos^y(cosa  —  cos  ff) 

o  .  «+^   .  ß+y   .   y+«    .  «—/'   .  ß—y   .  y—a 

=  8  stn  — —^  stn  — g-^  «in  ^—z stn  — -^  stn         '  stn  ^—^ — . 

Femer: 
sin  (a  —  jS)  +  sin  (ß  —  7)  +  sin  (y  —  a)  =  4  sin  — r —  sin      ^      ^^^  ^ — • 

Ausserdem  existiert  eine  goniometrische  Formel  für  drei  beliebige  Winkel  «t,  ßi  y 
(siehe  Kleyery  Lehrbach  der  Goniometrie),  welche  laatet: 

cosa  sin  (ß — y)-{-cosßsin(y  —  a) -\- cosy  sin  (a  —  ß)  =  0. 
Daher  ist: 
cos-  a  sin  (ß  —  7)  -j-  cos-ß  sin  (y  —  «)  +  ^^^^  y  ****  («  —  i^) 

=  cofi^ß  sin  (y  —  a)  +  cos^ y  sin  (a  —  ß)  —  cosa  cosß  sin  (y  —  a)  —  cos a  cosy  sin  (a  —  ß) 
=  cos ß  sin  (y  —  a)  (cosß  —  cos a)  -|-  cos y  sin  (a  —  ß)  (cos  y  —  cos a) 

a-\~ß        a  —  ß  y~f"Ä         y — a 

=  2  cosß  sin  (y  —  a)  sin  — ^ —  sin  — 2  cosy  sin  (a  —  ß)  sin  -^—^ —  sin  -^—r — 

.    a-^-ß    .    a  —  ß    .    7—«         y— «        ^ 
=  4 stn  — ^ —  sin  — ^-^  stn  -=— ^ —  cos -^— ^j —  cosß 

.    a  —  ß         a  —  ß    .    y+a    .    7— a 
—  4  stn  — - —  cos  — r-^  51»  -^—^ —  stn  -^ —  cosy 

.    .    a  —  ß    .    y—a(.    a+ß         y—a  a—ß    .    y-\-a         \ 

=  4  stn  — ^-^  sin  -^-^ —  \sin  — ^ —  cos  -^— ^ —  cosß  —  cos  — r —  sin  -^— ^ —  cosyh 


Aber: 


p  —  — 5 — I — 5 — »    y  — 


2      '     2    '    '        2  2 

daher  der  Klammeransdmck: 

cos         '         CÖ5  ^^ 


2  2 


/  .     a  +  ß         y—a  a  —  ß     .    rt« \ 


.  ß+y  .  i»-y 

«m      '      stn  -    — 


2  2 

Non  ist  aber  der  erste  dieser  beiden  Elammerfaktoren : 

•    ^~\-ß         y — «  a  —  ß    .    y+a 

Stn  — TT^  cos  -^-r cos  — r— =-  Stn  -^-i — 


f  .    a  +  ß        y—a    .         a—ß    .    y+a\ 
(,*'«  -3—  CO«  -g—  +  cos  —^  stn  ^^y 


=  «n  — —^  cos      '      C05  — ^-^  +  «tn — ^ —  stn  — ^-^  sm  — ^ — 

g-ß    .    jg  +  y        a—ß  a  —  ß        jS  +  y    .    a— g 

—  cos r-^  «t»         '        cos  — r-^  —  CO«  — r CO«  — r-^  «in r — 
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==  Y  ^^^      2^ C**** («  +  ft  —  «^^ («  —  ß)]  —  «*« -^^Y^ i^^^OÄ«  — stn^ "2     / 

=  cos     Q      cos a  sin ß  —  sm — ^^cosacosß  (siehe  Kleyers  Lehrb.  der  Goniometrie) 

=  cosa [cos       '   ^  «mp  —  sin  — ^-^  co«|5 )  =  cosa sin  . 

Ebenso  ist  der  andere  der  beiden  Elammerfaktoren: 

.    a  +  jJ         y— «  a  — i5     .    y-\-a 

stn  — ~-^  cos  -^-r 1-  CO«  — ^ —  «in  -^-^ — 

:^^+ß  ..Jl±y     ^+ß\  f  .,.«-/^  .-Jß+y  ,  «-|5 


=  sm  — :^^-  CO« 


V-2 


)  +  «^os-g-  «»  V^^  +  -2-) 


=  s«M  — 5-=-  COS      '      CO»  — 5 1-  Sin"  — 5-'-  «m  — 5-—  +  co«*  — 5-'-  «»»      ' 

,  «—ff         ß  +  1    .    a-9 

=  1 C08  -^  [sm  («  +  (S)  +  sin  («  -  ft]  +  siH  ^^  {co^  -^  +  «n«  -^) 
=  CO« -^«««co^U  +  ^n -"+-''  +«„i±l(co*«^-c«>««^) 

jj-i-y  ß~\~y  ß~\'y 

=  CO«      '      «tn  «  cosp  4"  ^*'''*  — o"  ^*"^  *  *^*''  /^  "t"  ^*^     o 

/        Ä  +  y  Ä  +  y  \  /J  +  y 

=  «m  a  I  cos       '      CO«  j8  +  ***'  — 9"  ^^"w  i^ )  +  ^**»      ' 

jg-y  ,    .  ß+r 

:=  «in  a  cos  — r-^  -j-  «m  — ^-=-. 

Folglich  wird: 
co«*a  «f'n  (ß  —  y)  4-  co«*/5  sin  (y  —  «)  -f-  co«2y  sin  (a  —  /J) 


cc—~ß         y—af       Ä  +  y         jS  — y  ö  — y 

=  4  «in  — ;; —  «t«  — - —  l  cos  — ^-^  cos  — T-^  sin  — r— =-  cos  a 


stn       '       cos  -^r^  5»»  «i»a  —  «/n*       '       «<w  — r— I 


=  +  4  «m  — r —  stn  — ^-^  «?w  -^-^ — 


I  CO«  l  CO«  "^   '      CO« a  —  «m       '      «»n aj  —  «i/r  — g^J 

=  4  «m  — g-^  «iw  — g-^  «I«  -^-^—  [cos  -^^y-^  CO«  i^--^  +  «J  —  sm^  "2     J 


.    a— |J    .    ß  —  y    .    y  —  g 

=  4  stn r-^  «in r-^  «t« r 

cc — /5         |3  —  y         y  —  ä 

=  2  «in  — r —  sin  "^         sin  ^—^ —  [1  +  co«  («  +  jS)  +  co«  (^  +  y)  +  ^^*  (y  +  «)]• 

Endlich  ist: 

«in*  asin(ß  —  y)  -f-  «in- j3  «in  (y  —  a)  -|-  «i«*y  «in  (a  —  ß)  =  sin  (ß  —  y)  +  sin  (y  —  a) 

-}-  «in  («  —  jS)  —  [cos^  a  sin  {ß  —  y)  -|-  cos^ß  sin  (y  —  «)  +  co«*y  «in  («  —  ft]» 
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also  nach  dem  Obigen: 

.    .    a—ß    .    ß—y    .    y—a 
=  4  si»  — - —  8in  — g-^  8tn  -^-"ö — 

—  2 sin  — -^sin — ^-^  sin  -^-r —  [1  +  cos^a  -{- ß) -{- cos (ß -\- y) -\-  cos  (y -|-  a)] 

=  2 .«? in  — - —  sin     T^^  «/« -^-r —  [1  —  cos (a  +  Ä  ~"  <^ö* fi^  +  7)  —  ^^* (y  +  «)]• 
Daher  wird  schliesslich: 

F=2absin^^-^sin^^-^sin^l^^^ 

J^b^[l^cosia  +  ß)^cos{ß  +  y)^cos(y+a)]} 

=  2ab  sin -^^^  sin  ^^  sin  -^^-^  {(a*  +  ft^  +  (a^  -  b^  [cos  (a  +  /J)  +  cos  (jJ  +  y) 

+  cos  (y  +  a)]}. 
Dadurch  erhält  man  als  Scblassgleichung  des  Umkreises: 

«  ,     2       2 (g^ - ft^)  a  +  ß        ß  +  y        y+a 

ar^  +  y« x  cos —^  cos —^  cos -^-^ 


üebungsanfgabe  250.    Die  Gleichung  einer  Schwerlinie  in  dem  einer  Ellipse  ein- 
beschriebenen Dreieck  aufzustellen. 

Auflösung.    Mit  Hilfe  von  Teil  I,  Uebungsaufgabe  80  erhält  man  als  Gleichung 
für  die  vom  Punkte  x^  =  acosaj  !/i=^  bsina  ausgehende  Schwerlinie: 

bx(2 ^in a  —  sin ß  —  sin y)  —  ay{2cosa  —  cosß  —  cosy)  —  ab  [sin  («  —  /3)  +  sin  (a  —  /)]  =  0 

oder:  xf       cc-\-ß    .    a  —  ß    ,  a  +  y     .    a  —  y\ 

7 V'^' "T~  '''' ~2^  +  """ ~2~  '''' ~2~) 

y/  .    a+jS    .    a  —  ß    .     .    a  +  y    .    «  — y\ 

+ y  V'''  —2-  **^  -2" + ''''  ~T" "'"  ~2~) 


oder: 


.    a  —  ß         a  —  ß         .    a  —  y         a  —  y        _ 
—  s%n  — r-^  cos  — s%n  — r-^  cos  — 2~^  =  ö 

.    a  —  ß  (x         a  +  S    ,    y     .    a  +  j?  «  — /3\ 

I    .  « —  y /^^       «H~y  I  y   .  «  +  y         « —  y\ 


Uebungsaufgabe  251.     Die  Gleichung  einer  Höhe  in  dem  einer  Ellipse  einbe- 
schriebenen l^eieck  aufzustellen. 

Auflösung.    Durch  Einsetzen  von  a?^  =  acosa,  ^1  =  bsina  etc.  findet  man  aus 
Teil  ly  Uebungsaufgabe  80  für  die  von  x^^  y^  ausgehende  Höhe: 

ax(cosß  —  cosy)  +  by(sinß  —  smy)  —  a*  cosa(cosß  —  cosy)  —  b^  sina  {sinß  —  siny)  =  0 

oder: 

X — acosa  2 


y^bsina  .    ß  +  y' 

asm      1 


360  Analytische  Geometrie  der  Ebene. 

Uebnngsaufig^abe  252.     Den  Inhalt  des  einer  Ellipse  umbeschriebenen  Dreiecks 
anzugpeben. 

AuflSsniig.    Sind  a,  ßj  y  äie  excentrisohen  Anomalien  der  BerOhrnngspankte,  so 
sind  nach  üebnngsaufgabe  244  die  GFleicbangen  der  Tangenten: 

sc  fi  sc  v  sc  V 

—  cosa-\'-ir8ina  —  1  =  0,    — cos ß -j- -r sin ß  —  1  =  0,    — C08y-\-'  -r-sinj—'i  =0. 

Den  Inhalt  des  Dreiecks  erhält  man  ans  Teil  I,  üebnngsaafgabe  88,  wenn  man  dort: 

cosa                 sin  a      ^  _       . 
^1  —  "^     >    ^i  —      l     f    ^1 A , 

cosß  sinß  _ 


_     cosf  stny  _ 


setzt.    Also : 


— JT4-  [cosa{siny  —  sinß)  -|-  cosß  (sina  —  stny)  -f-  cos  y  (sinß  —  sina)Y 

2J=— 

3,3  (cosa sinß  —  sin a cosß) (cosß stny  —  cosy sinß) (cosy sina  —  cosa sinj) 


__  o  b  [sin  (a  —  ß)-\-  sin  ((?  —  /)  +  sin  (y  —  «)] 
sin  (a  —  ß)  sin  (ß  —  y)  sin  (y  —  a) 
oder  nach  üebnngsaafgabe  245: 


2 


ab -Iß  stn-  — r-^  stn^     ^  '  stn^-^—z — 


2J  = 


daher: 


.    a  —  ß    .    ß  —  y    .    y—a         a  —  ß         ß^y         y^a    ' 
8  stn  — ^p-  stn  — ^-=-  stn  -=— ^ —  cos  — ^-^  cos     ^      cos  -^—r — 

J=^abtg^^tg^^tg^^. 


Uebnngsau^abe  253.    Den  Inhalt  des  von  drei  Ellipsennormalen  eingeschlosseneD 
Dreiecks  zu  bestimmen. 

AuflöSTing.    Die  Gleichung  der  Tangente,  deren  Beröhrnngspankt  die  excentriscbe 
Anomalie  (p  hat,  ist  nach  üebongsanfgabe  243: 

X  y 

—  cos  V  +  T  *»»  y  =  1. 
a  '0 

Daher  ist  nach  Teil  I,  Aufgabe  26  die  Gleichung  der  Normale: 

X  y  (a  b  \ 

-r  sinip cosfp  —  K-r-  sintp-cos  fp cos(p  sintpj  =  0 

oder: 

X  y  a^  —  ft* 

-r-  sin  (p cos  q>  —  — r— r —  sin  2^  =  0. 

0  a  zcto 

Nun  ist  der  doppelte  Inhalt  des  von  drei  Geraden: 

^ia:+5,y+Ci=0,    Ä^x  +  B^y  +  C^  =  0,    ^8^  +  ^8y  +  ^»  =  0 

gebildeten  Dreiecks  nach  Teil  I,  Uebungsanfgabe  83: 

[CM^  B,-^A^B,)  +  C,(A,B,  -A,B,)  +  CMi^2-A^i)] 
(A,B^-A^B,)(A^B^--AsB^)(A^B,^A,B^) 
also  hier  * 

'     (a^'-b^)^a^b^     [sin  2  a  sin  (ß  —  y)  +  sin2ß  (y  —  «)  +  8in2y  sin  (a  —  ß)Y 

4a*  5*  sin(a  —  ß)sin(ß  —  y)sin(y  —  a) 
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ftber ' 


daher: 
sin 
sin 
sin2y 

Ferner: 


cos{a-\-  ß)  8in{ß  —  y)  =  sin  {a -\- ß)  cos  (ß  —  y)  —  sin(j-]-a)j 
cos(ß'{'y)  sin(y  —  «)  =  8in{ß-{-y)  cosiy—  a)  —  8in{a^ß), 
C08{y-\-a)8in{a  —  ß)  =  8in(y -\- a)  co8{a  —  ß)  —  8in(ß-\-  y)] 


—  8tn  {y  +  a)  [sm  {a  —  ß)-{-  sin  (ß  —  y)] 
=  —  [8in{a  +  i?)  +  sin (ß  +  y)-\-  sin (y  -j-  «)]  •  [sin (a  —  ß)-\-  sin (/?  —  y)  +  sin  (y  —  a)] 
+  [sin  (a  +  /3)  sin  {a  —  ß)-\-  sin  (ß-{-y)  sin  (^  —  y)  +  *«"'*  (y  +  «)  ^*^  (y  —  «)]• 
Aber  nach  einer  bekannten  Formel  der  Goniometrie  ist  der  zweite  Teil  dieses  Aus- 
druckes ==  0.    Femer  ist  nach  üebnngsaufgabe  243 : 


«tn(a  — j3)  +  *««(ß  —  y)  4~  **'»  (y "-"  «)  =  — ***^ — -—  sin     o      ^»'^      q 
Daher  ist: 


(a«-ft2)2[^»'«(«+ft+^*«(^+y)+«''«(y+«)r-i6*»>'*V^«^^^^ 


Hirr- 


4aft  .    a  —  ß     ,    ß—y     .    y—a         a  —  ß         ß  —  y         y  —  a 

8  sin ^-^  sm  -  5f  M  -^-^ COÄ r^  cos r C08  "^— T — 

oder: 


J  = 


iab 


t9\^  tg^-^  t9^^[sm{a  +  ß)  +  siniß  +  y)i-sin(y+a)Y. 


Anmerkung  168.    Wenn  der  Inhalt  des  von  den  Normalen  gebildeten  Dreiecks  =  0  wird, 
so  gehen  dieselben  darch  einen  Punkt.    Man  kann  daher  sagen: 

Drei  Normalen  gehen  durch  einen  Punkt,  wenn: 

sinia  +  ß)  +  sin(ß-{-y)  +  8in(y  +  a)  =  0 

ist^  wo  a,  ß,  y  die  ezcentrischen  Anomalien  der  Ellipsenpunkte  sind. 


XTebungsaufjgabe  254.  Die  Koordinaten  des  Schnittpunktes  zweier  Tangenten  in 
den  excentrischen  Anomalien  der  Berührungspunkte  auszudrücken. 

Auflösung.    Die  Gleichungen  der  Tangenten  sind: 

X  ,    y    . 

—  cosa-f-  TStna  =  1, 

X  y 

—  cosß  -\-  -rr-  sinß  =  1. 

Multipliziert  man  die  erste  mit  sinß^  die  zweite  mit  sina^  so  erhält  man  durch 
Subtraktion  x]  ebenso  erhält  man  y,  wenn  man  die  erste  Gleichung  mit  cosß^  die  zweite 
mit  cosa  multipliziert  und  subtrahiert;  man  bekommt  nach  einfachen  Umformungen: 

a  +  ß  a-ß  ,     .    a  +  ß  a  —  ß 

X  =:  acos  — jp^  :  cos  — ^-^ ,    y  =  bsin  — 5^ —  :  cos  — r — . 
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Figrur  149. 


XTebnngBaufgabe  265.  Zn  beweisen:  Das  von  zwei  Tangenten  nnd  den  Halb- 
mesBem  nach  den  Berührnngspnnkten  gebildete  Viereck  wird  von  der  dnrch  den  lüttel- 
pnnkt  gehenden  Diagonale  halbiert. 

Auflösung.  Die  Koordinaten  des  Berühnmgspanktes  A  in  Figur  149  seien  acosa, 
bsina]  die  des  Berühmngspnnktes  B  seien  acosß,  hsinß]  dann  sind  nach  Uebongs- 
aafgabe  254  die  Koordinaten  des  Schnittpunktes  T  der  Tangenten: 

a  +  ß 


a  cos 


0  8tn — t: — 


cos 


a-ß 


COS 


a^ß    • 


2  '^^      2 

Daher  ist,  weil  die  Koordinaten  des  Punktes  0  =  0,  0  sind,  der  doppelte  Malt 
des  Dreiecks  OAT: 


a  COS  a  •  0  stn  — j—- 


b  stna-a  cos 


a  +  ß 


,    .    a  —  ß 
a  b  stn  ■ 


cos 


a-ß 


cos 


a-ß 


2  '^^      2 

Ebenso  der  doppelte  Inhalt  des  Dreiecks  ÜBT: 

a+ß 


cos 


a-ß 


■  =  abtg—=—, 


acosß'b  stn — j-^ 


bsinß'Ucos 


ab  stn 


cos 


a-ß 


cos 


a-l 
2 


cos 


a-ß 


■  =  abtg—;r-' 


TJebnngsanfgabe  256.    Den  Winkel  zwischen  zwei  Tangenten  durch  die  excen- 
trischen  Anomalien  der  Berührungspunkte  auszudrücken. 


Auflösung.    Nach  Teil  I,  Aufgabe  16  erhält  man: 
cosa   sinß        cosß  sina 


tgv  = 


a 


a 


cosa  cos ß         sin a  sin ß 

1 


=  —  ab 


sin  (a  —  ß) 


b^  cosa  cosß  "{-  ä^ sina  sinß 


a' 


=  2ab 


b^ 
sin  (a  —  ß) 


(«2  _  ^2)  cos  (a  +  ß)  —  (a«  +  b^  cos  {a—ß)' 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 

Der  ausführliche  Prospekt  and  das  ausführliche  Inhalts- 
verzeichnis der  „Tollständig  gelösten  Änfgabensunmlnng  von 
Dr.  Ad.  Kleyer"  kann  von  jeder  Bnchbandlang,  sowie  von  der 
Verlagshandlnng  gratis  und  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  und  gut  brochieii,  um  den  sofortigen  und  dauern- 
den Gehranch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
und  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abomiiert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  za  dem  Abonnementspreise  von  25  Pfg.  pro  Heft. 

5).  Die  fieihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  aus  dem  Prospekt  ersichtlich,  ohne  jede  Bedeutung 
für  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  Alles,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Hegeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  für  Schüler  aller  Schulen,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoreu,  das  Torzüglichste  Lehrbuch 
zum  Selbststudium  y  das  vortreffllohste  Naohschlagebuch  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


Das  vollständige 

InhaltsYerzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Drnok  von  Carl  Hammer  in  Stuttgart. 
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Mit  26  Figuren. 


Vollständig  gelöste 

Aufgaben  -  Sammlung 

I       -  Debst  Anhäugen  angelöster  Aufgaben  för  den  Schnl-  &  Selbstnnterricht  - 

§  mit 

I  Angabe  nad  fintwlcUong  der  benntzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  nnd  Antworten 

erläutert  durch 

viele  Holzschnitte  &  lithograph.  Tafeln, 

aus   allen   Zweigen 

der  Rechenkunst 9  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  u.  sph&rischen 
Trigonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  n.  höheren  Mathemalik  (höhere  Analysis, 
Differential-  u.  Integral-Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Baumes  etc.);  — 
aus  allen  Zweigen  der  Physik,  Mechanik,  Graphostatik,  Chemie ^  Geodäsie,  Nautik, 
niatheniat.  Geographie,  Astronomie;  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbahn-,  Wasser-, 
BrQpken-  u.  Hoclibau's;  der  Konstrakt ionslehron  als:  darstell.  Geometrie,  Polar-  u. 

Parallel-Perspective,  Schattenkonstruktionen  etc.  etc. 


Schüler;  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 

zum  einzig  richtigen  und  erfolgreichen 

I      Studium,   zur  Forthülfe  bei  Schularbeiten   und   zur   rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 

herausgegeben  von 

I>r«  Adolph  Kleyer, 

§  Mathematiker,  vereideter  königl.  preuss.  Feldmesser,  vereideter  grossb.  hesHisclier  Qeonioter  I.  Klasse 

in  Frankfurt  a.  H. 

§  unter  Mitwirkung  der  bewährtesten  Kräfte. 


Analytische  Geometrie  der  Ebene. 

Zweiter  TeiL 

Die  einzelnen  Linien  zweiten  Grads. 

Nach  System  Kleyer  bearbeitet  von  Professor  H.  Cranz. 

Fortsetzung  voii  Heft  1341.  —  Seite  353—368.    Mit  26  Figuren. 
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Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 
durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  ähnliches  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3—4 
Heften  zu  dem  billigen  Preise  von  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Aufgaben  aus  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik,  Phyt^lk, 
Mechanik 9  math.  Geographie,  Astronomie,  des  Maschinen- ,  Strassen- ,  Eisenbahn-, 
Brücken-  und  Hoehbanes,  des  konstruktiren  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  Tollstätidi? 
gelöster  Form,  mit  Tielen  Figuren,  Erklärungen  nebst  Angabe  und  Entwlekelnng  der 
benutzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grossere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbstfindigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  nngrclösten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
ftberlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Ldsnngen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Haud  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltsTi'rzelch- 
nis,  Bericbtlgnngen  und  erläuternde  Erklärungen  über  das  betteffendt*  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch  naturwissen- 
schaftlichen Unterrichts  plan  es  folgender  Schulen:  Realschulen  I.  und  II.  Ord«,  gleich- 
berechtigten* höheren  Bflrgerschulen ,  Prifatschulen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro- 
gymnasien ,  SehuUehrer  -  Seminaren ,  Polj  techniken ,  Tech  niken ,  Bange werkbchaleu, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn.  Torberi  itungsschulen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  Universitäten,  Land-  und  Forstwissenschaftsschnleu, 
Militärschulen,  Yorbereitungs-Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Eii^ährig- Frei- 
willige* und  Offlziers-Examen,  etc. 

Die  SchOler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  uud 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese,  Schritt  für  Sehritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Piilfongen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  anch 
die  Überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  ftlr  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktisci.en  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  zum  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lOsen,  die  s:e- 
habteu  Rogelu,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  verwerten.  Lust,  Liehe 
und  YerNtänduis  für  den  Schul-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgeno^sen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Beriifs- 
zweigon  vorkommenden  Auwendungeu  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praki Ischen  Verwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc  ,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.,  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart.  Die  YerlagshandluDg. 
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XTelraiigfanfgabe   257.      Die   wahre   Anomalie   eines  Eüipsenpnnktes    dnrch    die 
ezcentriadie  Anomuie  anssudrücken. 

AnflSflung.    Es  sei  <p  die  wahre,  a  die  excentrische  Anomalie,  «  die  numerische 
Excentricität,  dann  ist  in  Figur  150: 

FR  =:  FO']-0B  =  a£'^aco8a^=QC08(p,  ^^^ 

aber: 


Q  = 


also: 


a{s^cosa)  = 


1  —  ecosfp  * 

a  (1  —  £^  cos  (fi 


1  —  €COS<p 


oder : 

(r+  cosa)  (1  —  tcostp)  =  (l  —  «2j  cos  y, 

oder: 

e-^cosa  —  ^cos(p  —  e  cosa  cosq> 

=  COS(p  —  i^costp, 

oder: 

«  (1  —  cosa  cos(p)  =  cos<p  —  cosa. 

Aber  nach  einer  bekannten  goniome- 
trischen  Formel  (siehe  Kteyer^  Lehrbuch  der 
Goniometrie)  ist: 


cos  a  = 


,      costp  = 


daher: 


oder: 


oder: 


oder: 


tg\^  =  y\ 


Q.  Planimetrische  Konstruktionen  an  der  Ellipse. 

Aufgabe   100.      Eine   Ellipse    za 
zeichnen,   wenn  die  Brennpunkte  und 

die  ^osse  Achse  oder  die  beiden  Achsen       Anflosung  1.  Es  seien  in  Figur  151 
gegeben  smi  pp^  ji^  beiden  Brennpunkte,  2a  die 

grosse  Achse.  Halbiere  die  Verbindungs- 
strecke Ft^  der  beiden  Brennpunkte  in  0 
und  mache  auf  FF^  die  beiden  Strecken 

Cr  am,  Analytisohe  Geometrie  der  Ebene,    n.  28 
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Fignr  161. 


Erkl«  128.  Der  Beweis  der  nebenstehenden 
Konstruktion  folgt  ans  der  Definition  der  Ellipse 
in  ErOrtemng  52;  denn  es  ist  beispielsweise: 

FD,  =  ^C3,  F,D,  =  .iiC,, 
also: 

FD^  +  FiD^=zACt  +  AiC^  =  AÄ^  =  2a. 

Figni  152. 


OA  =  OA^  =  a,  80  sind  A  und 
A^  die  Scheitel  der  grossen  Achse. 
Wähle  auf  OF  eine  Anzahl  be- 
liebiger Punkte  C^y  C„  C,,  C^  etc, 
beschreibe  um  F  mit  AC^j  um  f\ 
mit  A^C^  Kreise,  die  einander  in 
Dl,  D^\  ebenso  um  jF\  mit  -4C,, 
um  -P  mit  ^jCi  Kreise,  die  ein- 
ander in  jE^i  und  jE?/  schneiden. 
Wiederhole  die  Konstruktion  mit 
den  Punkten  C,,  C,,  C^  etc,  so 
sind  die  erhaltenen  Schnittpunkte 
der  Kreispaare: 

..,    JE?,',   E,'  E,'.^. 

Punkte  der  Ellipse. 

Die  Scheitel  -B,  B^^  der  kleinen 
Achse  erhält  man  durch  Kreis- 
bögen um  F  und  F^  mit  Halb- 
messer OA 

Sind  die  Achsen  AA^  und  BBi 
gegeben,  so  erhält  man  die  Brenn- 
punkte durch  Kreisbögen  um  B 
und  B^  mit  AO. 

AnflSsnng  2.  Beschreibe  (s. 
Figur  152)  um  den  Brennpunkt  F 
mit  der  grossen  Achse  2  a  einen 
Kreis,  den  Leitkreis  (siehe  Erör- 
terung 60).  Ziehe  im  Leitkreis  den 
beliebigen  Halbmesser  FQ,  ver- 
\/^  binde  F^^  mit  Q  und  errichte  anf 
-Fl  Q  das  Mittellot,  welches  FQ  in 
P  trifft,  so  ist  P  ein  Punkt  der 
Ellipse ;  denn  wegen  des  Mittellots 
ist  das  Dreieck  P^i^i  gleichschenk- 
lig, daher: 

jPP+jPiP= -P^  =  2a. 

Wiederholt  man  die  Konstruktion 
mit  anderen  Halbmessern  FQ  des 
Leitkreises,  so  erhält  man  weitere 
Ellipsenpunkte. 


AuflSsniiip  3.  Beschreibe  (siebe 
Figur  153)  aber  den  beiden  Achsen 
AA^  und  BB^  als  Durchmessern  Kreise^ 
ziehe  einen  beliebigen  Halbmesser,  wel- 
cher den  Kreis  über  der  grossen  Achse 
(Umkreis)  in  P',  den  Kreis  über  der 
kleinen  Achse  (Inkreis)  in  P"  trifl 
Ziehe  durch  P'  die  Senkrechte  znr 
grossen  Achse,  durch  P"  die  Senkredite 
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Figur  168. 


zur  kleinen  Achse,  beide  schneiden 
einander  in  P.  P  ist  ein  Punkt  der 
Ellipse.  Der  Beweis  folgt  aus  Er- 
örterung 66. 

Auflösung  4.  Es  seien  in 
Figur  164:  OA,  OB  die  Halb- 
achsen. Verlängere  OA  um  OB 
nach  2).  Wähle  auf  OD  die  be- 
liebigen Punkte  Z>i,  Dg,  Dg,  be- 
schreibe um  sie  mit  OD  Kreis- 
bögen, welche  die  kleine  Achse  in 
J&j,  J&2,  Eg  schneiden;  ziehe  -D^JS?., 
Dj jS?2,  D^E^'*  und  mache  darauf: 

D,P,  =  D^P^  =  D,P,  ...  =  0B 

gleich  der  kleinen  Halbachse,  so 
sind  Pi,  Pg,  Pj  Punkte  der  Ellipse. 

Der  Beweis  folgt  aus  dem  Satz 
von  üebungsaufgabe  210. 

Auflösung  6.  Beschreibe  (s. 
Figur  166)  um  die  Mitte  der 
Ellipse  mit  der  halben  Summe  der 

Halbachsen,  also  mit     "^  ,  einen 

Ereis  und  um  beliebige  Punkte 
Qij  Q2  dieses  Kreises  mit  gleichem 
Halbmesser  Kreisbögen,  welche  die 
grosse  Achse  in  22^,  £g  •  •  •  schnei- 
den, trage  auf  B^Q^  bezw.  B^Q^ 
die  Strecken  B^P^  =  ^2^  ••• 
gleich  der  kleinen  Halbachse  0  ab, 
so  sind  Pi,  P2  •  •  Punkte  der  Ellipse. 

Der  Beweis  folgt  aus  dem  Satz 
von  üebungsau%abe  211. 


Figur  166. 
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Aufgabe  101.  Die  Schnittpunkte 
einer  gegebenen  Geraden  mit  einer  durch 
Brennpunkt  und  grosse  Achse  gegebenen 
Ellipse  zu  konstruieren. 


Figur  166. 


Figur  167. 


Analysifii.  Nach  Erörterung  69  ist 
die  Ellipse  der  geometrische  Ort  ffir  die 
Mittelpunkte  aller  Kreise,  welche  den 
Leitkreis  des  einen  Brennpunktes  von 
innen  berühren  und  durch  den  andern 
Brennpunkt  gehen.  Man  hat  also  einen 
Kreis  aufzusuchen,  dessen  Mittelpunkt 
auf  der  gegebenen  Geraden  liegt,  welcher 
den  Leitkreis  um  F  bertthrt  uiä  durch  jF\ 
geht  Dieser  Kreis  wird  wegen  der 
Symmetrie  des  Kreises  in  Bezug  aof 
jeden  Durchmesser  auch  durch  denjenigen 
Punkt  G  gehen,  welcher  zu  F^  in  B^ng 
auf  die  gegebene  Gerade  sjinmetrisch 
rp  liegt,  den  sogenannten  Gegenpunkt 
von  Fy  Die  betreffende  Kreisberührungs- 
aufgabe  ist  in  „Cram,  das  apollonische 
Problem",  gelöst  (siehe  ErkL  129). 

Konstruktion   (siehe  Figur  167). 
Beschreibe  um  F  mit  der  grossen  Achse 
als  Halbmesser  den  Leitkreis,  f&lle  von 
F^  auf  die  gegebene  Gerade  L  das  Lot, 
beschreibe  um  irgend  einen  Punkt  der  L 
einen  Kreis,  der  durch  F^  geht  und  den 
Leitkreis  in  tn  und  n  trifft.   Ziehe  mii, 
welche  das  Lot  in  A  schneidet 
Ziehe  von  A  an  den  Leitkreis  die 
Tangenten  AT  und  AT^y  ziehe 
FT  und  FT^  welche  die  Gerade 
L  in  X  und  X  schneiden,  so  sind 
X  und  X^  die  gesuchten  Schnitt- 
punkte. 

Beweis  folgt  aus  Analysis  und 
Erkl.  129. 


£rkl.  129.    Die  Auflösung  der  Auf- 

fabe:  einen  Kreis  m  zeichnen,  welcher 
urch  zwei  gegebene  Punkte  F  und  G 
geht  und  einen  gegebenen  Kreis  K  be- 
rührt, lautet  nach  „Cranz,  das  apoUoni- 
sehe  Problem**,  so: 

Beschreibe  (siehe  Figur  156)  einen  be- 
liebigen Kreis,  welcher  durch  F  und  G 
geht,  und  der  den  gegebenen  Kreis  in 
m  und  n  schneidet. 

mn  trifft  die  FO  in  A;  siehe  von 
Ä  an  ^r^s  K  die  Tangenten  ^  T  und 
AT^i  »ehe  KT  und  KT^,  welche  das 
Mittellot  von  FO  m  x  und  x^  treffen. 
JDiese.PxmktQ  aind  die  Centra  der  ge- 
suchten Kreise. 
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Aufgabe  102.  An  eine  Ellipse  die 
Tangente  zu  legen ,  wenn ,  die  Brenn- 
pankte  nnd  der  Berfihmngspankt  oder 
eine  der  Achsen  und  der  Bertthrungs- 
punkt^  oder  ein  Leitkreis,  die  Richtung 
der  Hauptachse  und  der  Berührungs- 
punkt gegeben  sind. 


Figur  158. 


Figur  159. 


Auflösung  1.  Nach  Erörterung  72 
halbiert  die  Normale  den  Winkel  zwischen 
den  Brennstrahlen  eines  Ellipsenpunktes; 
wenn  also  die  Brennpunkte  F  und  jP\ 
und  der  Berührungspunkt  P  gegeben 
sind,  so  (siehe  Figur  168)  ziehe  PF 
und  P^i  und  halbiere  bei  Pden  Aussen- 
winkel  .des  Dreiecks  FPF^.  Die  Halbie- 
runffsgerade  des  Winkels  FPF^  selbst 
ist  Nonnale. 

AuflSsnng  2.  Ist  in  Figur  159  die 
grosse  Achse  AÄ^  und  der  Berührungs- 
punkt P  gegeben,  so  beschreibe  über 
AA^  als  Durchmesser  einen  Kreis,  ziehe 
durch  P  die  Senkrechte  znAA^j  welche 
den  Kreis  in  P'  schneidet;  ziehe  an  den 
B[reis  die  Tangente  in  P',  welche  AA^ 
in  T  schneidet,  dann  ist  TP  die  ge- 
suchte Tangente. 

Ist  die  kleine  Achse  BB^  gegeben, 
so  verfährt  man  ebenso:  Der  Kreis  über 
Durchmesser  BB^^  wird  von  der  Senk- 
rechten zu  PÄj  durch  P  in  P"  ge- 
schnitten, die  Tangente  an  den 
Kreis  in  P''  trifft  BB^  in  T', 
T'P  ist  Ellipsentangente. 

Der  Beweis  folgt  aus  Erör- 
terung 66. 

Auflösung  3.  Sind  die  Sich- 
tungen der  Achsen  0  A  und  OB 
in  Figur  160  und  die  grosse 
Halbachse  a  gegeben,  so  be- 
schreibe um  den  Berührungs- 
punkt P  einen  Kreisbogen, 
welcher  die  Richtung  der  klei- 
nen Achse  in  E  schneidet;  EP 
treffie  die  Bichtung  der  grossen 
Achse  in  jD,  DE  ist  dwn  die 
Lage  der  beweglichen  Geraden 
von  üebungsaufgabe  210,  bei 

welcher  der  die  Ellipse  beschreibende 

Punkt  die  Lage  P  hat 

Ziehe  zu  den  Achsen  die  Parallelen 
durch  D  und  Ey  welche  einander  in  H 
schneiden,  so  ist  HP  die  Normale  und 
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Figur  160. 


die  zn  HP  Senkrechte  PT  die  Tangente 
der  EUlipse« 


Beweis.  Sei 


X' 


Erkl.  180.    Setzt  man  in: 


*y      ^^     ^« 


f -h-  — 1  =  0  die 

Gleichnng  der  Ellipse,  x^  y  die  Koordi- 
naten von  Pj  so  ist: 

xiOD^^aia-^-bj  yiOE^h:a-^h\ 

daher  sind: 

{a-^-Vjx       {a-{'b)y 

a        '  b 

die  Koordinaten  des  Punktes  K 

Die  Normale  der  Ellipse  hat  nach 
Aufgabe  94  die  Gleichnng: 

gy       rix  a>-6«  _ 

Setzt  man  statt  ^  und  n  die  Koordi- 
naten von  H  ein,  so  wird  die  Gleichnng 
der  Normalen  befdedigt  (siehe  ErkL  130^ 


statt  der  laufenden  Koordinaten  {,  i;  die  Werte: 


ein, 


so  erh&lt  man: 
(a  +  h)xy 
ah» 

(a-(-^)*y  /'l 

""  äh 


as»a 


/l        1        a~6\ 


Figur  161. 


Auflösung  4.  Ist  in  Fignr  161  der 
Leitkreis  F^  die  Richtung  der  Haupt- 
achse FA^  und  der  Berährungspunkt  P 
ji.y(a2  — &2)  gegeben,  so  ziehe  FP,  welche  den  Leit- 
kreis in  Q  schneidet,  beschreibe  nm  P 
mit  PQ  einen  Kreis,  welcher  die  Haupt- 
achse in  F^  trifft,  ziehe  QI^  und  Me 
darauf  von  P  das  Lot,  so  ist  dieses  die 
gesachte  Tangente* 

Beweis.   Da  PT  Mittellot  von  F^Q 
ist,  so  ist: 

FP-^F^P  =  FQ  =  2a, 

daher  jP^  der  andere  Brennpunkt  Das 
Mittellot  von  F^P  halbiert  den  Winkel 
an  der  Spitze  des  gleichschenkhgen 
Dreiecks  QPF^  d.  h.  den  Aussenwinkel 
des  Dreiecks  PPF^,  ist  also  Tangente. 


Aufgabe  103.  Von  einem  gegebenen 
Punkte  an  eine  durch  die  Achsen  oder 

eine  Achse  und  die  Brennpunkte   ge-        .    «... ^       t>^«^i.««,-k^    r^i^y^a 

,eb«,e  Elllp^  die  T«^nte.  z.  d*!,.  ^^'Z  L  ^^V^F 

eüien  Kreis  mit  dem  Halbmesser  PF^, 
der  den  Leitkreis  des  Brennpunktes  F 
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Fignr  162. 


in  Q{Q,)  triffl,  ziehe  F^QiF^Q^)  und 
fälle  darauf  von  P  das  Lot;  dieses  ist 
Tangente. 

Zieht  man  FQ{FQ^j  so  schneidet 
diese  das  Lot  im  Berührungspunkt  T{T^. 

Beweis  folgt  aus  der  vorigen  Aufgabe, 
Auflösung  1. 

Auflösung  2.  Da  nach  Aufgabe  97 
die  Fusspunkte  der  von  den  Brenn- 
punkten auf  eine  Tangente  gefällten 
Lote  auf  dem  Umkreis  der  ElUpse  lie- 
gen, so  ergiebt  sich  unter  Zuhilfenahme 
des  bekannten  planimetrischen  Satzes 
vom  Peripheriewinkel  im  Halbkreis  fol- 
gende Konstruktion: 

Beschreibe  (s.  Figur  163)  über  der 
grossen  Achse  als  Durchmesser  den  Um- 
kreis. Verbinde  den  gegebenen  Punkt  P 
mit  einem  der  Brennpunkte,  z.  B^  F. 
Beschreibe  aber  PF  als  Durch- 
messer einen  Kreis,  welcher  den 
Umkreis  in  Q  und  Q^  schneidet^ 
dann  sind  PQ  und  PQ^  Tangenten 
an  die  Ellipse,  denn  sie  stehen 
auf  den  Strecken  FQ  und  FQ^ 
in  ihren  Schnittpunkten  mit  dem 
Umkreis  senkrecht 


Die  Berührungspunkte  erhält 
man,  wenn  man  die  Qegenpunkte 
6?,  G^  des  andern  Brennpunktes 
F^  mit  F  verbindet 


Anmerknng  169.  Will  man  die  Tangente  parallel  einer  gegebenen  Geraden  ziehen,  so 
verfährt  man  entweder  unter  Zuhilfenahme  des  Leitkreises  (siehe  vorige  Aufgabe, 
Auflösung  1)  so,  dass  man  von  F^  aaf  die  Gerade  das  Lot  fällt,  welches  den  Leit- 
kreis in  Q  schneidet,  and  anf  Fj  Q  das  Mittellot  errichtet,  welches  die  gesachte 
Tangente  darstellt;  oder  man  benutzt  den  Umkreis,  dann  gieht  das  Lot  von  einem 
Brennpunkt  auf  die  gegebene  Gerade  den  Punkt  Q  auf  dem  Umkreis,  durch  welchen 
die  Tangente  in  der  gegebenen  Richtung  zu  ziehen  ist 


Aufgabe  104.  Aus  zwei  gegebenen 
konjugierten  Durchmessern  die  Ellipse 
zu  konstruieren. 


Auflösung.  Beschreibe  (s.  Fig.  164) 
über  dem  einen  der  konjugierten  Durch- 
messer, CC^j  als  Durchmesser  'einen 
Kreis,  ziehe  den  zu  CC^  senkrechten 
Durchmesser  EE^  desselben  und  ver- 
binde E  und  E^  mit  den  Endpunkten 
Z>,  Z)j  des  andern  der  gegebenen  kon- 


/' 
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Yigüx  164. 


jugierten  Durchmesser.  Durch  einen 
beliebigen  Punkt  N  von  CC^  ziehe  die 
Parallelen  zu  DD^  und  EE^y  die  letz- 
tere schneidet  den  Kreis  in  M  und  M*. 
Ziehe  durch  M  und  M'  die  Parallelen 
zu  ED,  welche  die  andere  durch  N 
gehende  Parallele  in  den  Ellipsenpunkten 
P,  P'  trifft.  Durch  Veränderung  des 
Punktes  N  erhält  man  weitere  Punkte 
der  Ellipse. 

Beweis  "folgt  aus  Erörterung  68. 


Aufgabe  106.  Wenn  von  einer 
Ellipse  zwei  konjugierte  Halbmesser 
gegeben  sind,  die  Bichtung  und  Grösse 
der  Achsen  zu  finden. 


Figui  165. 


d 


Analysis.  Es  seien  in  Figur  165 
OÄ,  OB  zwei  konjugierte  Halbmesser, 
man  ziehe  in  B  die  Tangente  an  die 
Ellipse.  Es  seien  dann  OC,  OD  ein 
beliebiges  zweites  Paar  von  konjugierten 
Durchmessern,  welche  von  der  Tangente 
des  Punktes  £  in  c  und  d  ge- 
schnitten werden,  so  ist  nach 
dem  Satze  von  üebungsanf- 
gabe  209: 

Bc'Bd=OA\ 

Wenn  man  also  auf  der  Tan- 
gente in  B  nach  beiden  Seiten 
die  Lote  BQ  und  BR  =  OA 
errichtet,  so  wird: 

BcBd  =  BQ*BS 

sein;  es  werden  also  nach  der 
Umkehrung  des  Sehnensatzes 
(siehe  Erkl.  131)  die  Punkte 
c,  d,  Qy  R  auf  einem  Kreise 
liegen,  dessen  Mittelpunkt  anf 
der  Tangente  liegt,  weil  diese 
Mitteliot  der  Seime  QR  isL 

Man  kann  daher,  weil  die 
Punkte  jB,  Q  bekannt  sind,  be- 
liebig viele  Paare  konjugierter 
Richtungen     zeichnen ;     unter 
ihnen   werden    diejenigen   die  Acbsen- 
richtungen  sein,  für  welche  Winkel  cOrf 
ein  rechter  Winkel  ist;  in  diesem  Falle 
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sohnitten  der  andern. 


I 


muss  nach  dem  Satze  vom  Winkel  im 

Erkl.m.    Der  Selmensatz  lautet:  ^^'^f  .^^"^    ^^^    ^^^'    ^""'^'^    ^ 

Schneiden  zwei  Sehnen  im  Kreis  einander,  ™id«rcügelien. 
80  ist  das  Rechteck  ans  den  Abschnitten  der        Bezeichnet    man    nun    OA    mit    a^ , 

einen  Sehne  gleich  dem  Eechteck  ans  den  Ab-  OB  mit  h,,   ^AOB  mit  y,   die  Halb- 

achsen  mit  a  und  o,  so  ist,  wenn  man 
OQ  and  OE  zieht: 

0B''=  RB'-\-OB'  —  2BB-OBcosOBB, 

oder : 
0Q^  =  a^*-{-b^*  —  2a^  b^  cos  (9(fi  +  y), 

OÄ»  =  a/  +  ii*  —  2  Ol  6i  cos  (90»  —  y), 
oder: 

00«  =  ai*+V+2oiftiSt»y, 

Oif«  =  fli* -|- V  —  2  «1  ft,  8»«  y. 

Nnn  ist  aber  nach  Aufgabe  89: 

a'+b*  =  a,*  +  b», 

ab  =  a^b^siny] 
daher: 

0Ä«  =  a«  +  6«  — 2a6; 

oder  : 

OQ  =  a'^b,  OB  =  a  —  b. 

Konstrnktion.  Ziehe  (s.  Fig.  166) 
durch  B^  die  Parallele  zum  konjugierten 
Halbmesser  OA^^,  errichte  auf  der  Pa- 
rallele in  B  die  Senkrechte  und  mache 
auf  ihr  B^Q  =  B^B=0 A^.  Beschreibe 
einen  Kreis  durch  die  drei  Punkte  Q,  0,  R. 
Dieser  Kreis  schneidet  die  Parallele  in  c 
und  d\  ziehe  Oc  und  Od,  so  sind  dies 
die  Achsenrichtungen. 

Ziehe  OQ  und  OB,  schneide  OB  auf 
QO  von  Q  nach  S  ab,  halbiere  OS  in  T, 
mache  auf  der  Achsenrichtung  Od  die 
Strecke  OB=.OT  und  auf  der  Achsen- 
richtung Od  die  Strecke  OA=iQT,  so 
sind  OA  und  OB  nach  Richtung  und 
Grösse  die  Halbachsen  der  Ellipse. 

Beweis  folgt  aus  der  Analysis. 


Fignr  166. 


Aufgabe  106.  Wenn  eine  Ellipse 
gezeichnet  vorUegt,  den  Mittelpunkt, 
ein  Paar  von  konjugierten  Durchmessern, 
die  Achsen,  die  Brennpunkte,  die  Tan-  ^ 

gente  in  einem  gegebenen  Punkte  und 

parallel  zu  einer  gegebenen  Geraden,  AuflSsnng.  Zieht  man  (s.  Fig.  167) 
das  Tangentenpaar  von  einem  gegebenen  die  zwei  beliebigen  parallelen  Sehnen 
Punkte  aus  zu  zeichnen.  DE,  D^E^,    so   ist   die  Verbindungs- 
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Fign  167. 


Figur  168. 
D 


Figur  169. 


gerade  ihrer  Mitten  Fy  G  ein  Durch- 
messer OC,,  und  die  Mitte  der 
Ellipse  erhält  man,  wenn  man  CC^ 
in  0  halbiert  Zieht  man  dm'ch 
0  die  Parallele  zu  DE,  so  ist 
diese  der  zu  CC^  konjugierte 
Durchmesser  (siehe  Erörterung  60 
und  61). 

Beschreibt  man  um  0  einen  Kreis, 
der  die  Ellipse  in  L,  L^,  M,  M^ 
trifft,  so  sind  LL^  'und  MM^  die- 
jenigen beiden  konjugierten  Durch- 
messer, welche  einander  gleich  sind 
(siehe  Erörterung  62),  Halbiert 
man  also  die  Winkel  zwischen  LL^ 
und  MM^,  so  erhält  man  die  Achsen 
ÄÄ^  und  BB^. 

Um  ein  Paar  von  konjugierten 
Durchmessern  zu  finden,  welches 
einen  gegebenen  Winkel  einschliesst, 
beschreibe  (siehe  Figur  168)  über 
einem  beliebigen  Durchmesser  CC^ 
einen  Kreis,  welcher  diesen  Winkel 
fasst  und  welcher  die  Ellipse  in  D 
schneidet,  und  ziehe  durch  den 
Mittelpunkt  die  Parallelen  zu  CD 
und  C^D  (siehe  Anmerkung  152 
und  Uebungsaufgabe  206). 

Die  Tangente  im  Punkte  P  er- 
hält man,  wenn  man  (s.  Figur  169) 
parallel  zum  Durchmesser  des  Punk- 
tes P  die  Sehne  CD  zieht, 
in  E  halbiert  und  zu  OL 
durch  P  die  Parallele  zieht 
Parallel  der  gegebenen  Ge- 
raden L  zieht  man  eine  Tan- 
gente, indem  (s.  Figur  169) 
man  die  beliebige  Sehne  mn 
parallel  L  in  die  Ellipse  legt 
und  in  p  halbiert ;  der  Halb- 
messer Op  giebt  dann  den 
Berührungspunkt  T. 

Ist  ein  Punkt  P  ausserhalb 
der  Ellipse  gegeben,  von 
welchem  aus  Tangenten  an 
sie  gezogen  werden  sollen, 
so  findet  man  dieselben,  falls 
die  Achsen  noch  nicht  gezeichnet  sind,  so: 
Ziehe  (s.  Fig.  170)  zwei  Sekanten,  PAB 
und  PCD,  in  die  Ellipse.  Zidie  AG  nnd 
BD,  die  einander  in  E^  und  AD  und 
BC,  die  einander  in  t  schneiden.  EF 
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Figur  170. 


trifft  die  Ellipse  in  den  Berührungs- 
punkten T  und  Tj.  Denn  ABDC 
ist  ein  vollständiges  Viereck.  Die 
Diagonale  EF  teüt  also  die  Seiten 
AB  und  CD  so,  dass  die  Schnitt- 
punkte G  und  H  mit  P  harmo- 
nisch gegen  Ä  und  B^  bezw.  C 
und  D  liegen  (siehe  Teil  I,  Auf- 
gabe 84);  nach  Anmerkung  146 
und  Aufgabe  10  ist  also  EF  Po- 
lare von  Py  geht  daher  durch  die 
Berührungspunkte. 

Sind  dagegen  die  Achsen  und 
daher  nach  Aufgabe  100  auch  die 
Brennpunkte  schon  gefunden,  so 
ist  nach  Aufgabe  103  zu  ver- 
fahren. 


Figur  171. 


D 


N» 
.^i 


Aufgabe  107.  In  ein  Parallelo- 
gramm eine  EUipse  einzuzeichnen,  wenn 
der  Berührungspunkt  auf  einer  der  Seiten 
gegeben  ist 


Auflösung.  Es  sei  (in  Figur  171) 
der  Berührungspunkt  P  auf  AD  ge- 
geben; mache  BP^  =  DP,  so  ist  P^ 
der  Berührungspunkt  der  Gegenseite 
und  PP^  Durchmesser.  Die  Diagonalen 
AC  und  BD  sind  konjugierte  Rich- 
tungen, denn  sind  ö,  Qt  die  Berüh- 
rungspunkte auf  AB  und  CD,  so  ist 
nach  Anmerkung  146  OD  konjugiert 
zur  Berührungssehne  PQ,  OC  zur  Be- 
rührungssehne Pjö;  PQ  und  P^Q  sind 
aber  Supplementarsehnen  (siehe  Anmer- 
kung 158),  also  konjugierte  Sichtungen. 
Aus  Uebungsaufgabe  209  folgt  dann, 
dass  der  zu  AD  und  BC  parallele 
Halbmesser  Oa  =  der  mittleren  Pro- 
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portionale  Pi  aus  PA  und  PD,  ebenso 
der  zu  AB  und  CD  parallele  Halb- 
messer Ob  mittlere  Proportionale  ans 
CQ  und  DQ  ist  Daraus  lassen  sich 
die  Punkte  a,  a^,  b,  b^  bestimmen,  so- 
wie die  Tangenten  in  diesen  Punkten. 

Bestimmt  man  dann  noch  zwei  be- 
liebige Grössen  PM  und  P^N  so,  dass 
die  mittlere  Proportionale  aus  ihnen 
gleich  Pi'=^Oa  ist,  so  ist  MN  nach 
Uebungsaufgabe  208  Tangente  der 
Ellipse. 

Es  lassen  sich  daher  beliebig  viele 
weitere  Tangenten  der  Ellipse  kon- 
struieren. 

Anmerkung  170.  Weitere  planimetrlsche  Eonstrnktionsaafgaben  über  die  Ellipse  siehe 
in  „  Vönderlinfif  Lehrbuch  der  projektivischen  Geometrie",  sowie  in  ^Krimmel,  die 
Kegelschnitte  in  elementargeometrischer  Behandlang". 


R.    Die   Hyperbel. 

Erörterung  76.  Das  Gegenstück  zur  Ellipse  bildet  die  letzte  der  Linien 
zweiten  Grades,  die  Hyperbel.    Ihre  Definition  lautet: 

Die  Hyperbel  ist  der  geometrische  Ort  eines  Punktes,  dessen 
Abstände  von  zwei  festen  Punkten  eine  gegebene  Differenz  haben. 

Es  seien  in  Figur  172:  Fj  F^  die  beiden  festen  Punkte,  die  Brennpunkte, 
0  die  Mitte  von  FF^  OF=OF^  werde  mit  e  (lineare  Excentricität), 
die  konstante  Differenz  mit  2  a  bezeichnet  Für  irgend  einen  Punkt  P  der 
Hyperbel  muss  PF^  —  PF=z2a  sein.  Uuter  Zugrundelegung  eines  rechtwink- 
ligen Systems,  dessen  X-Achse  die  Brennpunkte  enthält  und  dessen  Ursprung 
0  ist,  bekommt  man  analog  wie  bei  der  Ellipse  (siehe  Erörterung  62)  die 
Gleichung : 

V(^TW+y  -  V(e-xy  +  7/  =  2  a, 

Figur  172. 
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oder  nach  einigen  Umformungen: 

x^  {e^  —  a«)  -  a«  «^«  =  a«  {e"  —  a% 
oder: 


a"        e'  —  a' 

Erörterung  77.  Soll  das  Dreieck  FPF^  möglich  sein,  so  muss  die  Dif- 
ferenz der  Seiten  PF^  und  PF,  d.  h.  2a,  kleiner  als  FF^,  d,  h.  als  2e  sein, 
also  muss  bei  der  Hyperbel  stets  e^  >  a*  sein ;  die  positive  Grösse  e^  —  a*  werde 
durch  6*  bezeichnet,  so  wird  die  Hyperbelgleichung: 

daher :  

Die  Hyperbel  hat  somit  reelle  Abscissen  fär  alle  Werte  der  Ordinate,  da- 
gegen reelle  Ordinaten  nur  für  alle  die  Abscisseu,  deren  absoluter  Wert  grösser 
als  a  ist.  Mit  anderen  Worten:  Die  Hyperbel  wird  von  aUen  Parallelen  zur 
Achse  der  Brennpunkte  in  zwei  zur  7- Achse  symmetrischen  Punkten  geschnitten ; 
die  Parallelen  zur  F- Achse,  deren  Abstand  von  ihr  beiderseits  grösser  als  a  ist, 
schneiden  die  Hyperbel  in  zwei  zur  X-Achse  symmetrischen  Punkten;  diejenigen 
ParsJlelen  zur  Y-Achse,  deren  Abstände  von  ihr  <  a  sind,  schneiden  die  Hyperbel 
nicht  (in  imaginären  Punkten).  Die  Hyperbel  besteht  somit  aus  zwei  ge- 
trennten, gegen  die  F- Achse  symmetrischen  Zweigen,  deren  jeder  die  X-Achse 
zur  Symmetrieachse  hat  Beide  Zweige  sind  durch  ein  Stück  der  X-Achse  von 
der  Länge  2  a  getrennt 

Von  den  beiden  Symmetrieachsen  nennt  man  diejenige,  welche  die  Brenn- 
punkte enthält  und  die  Hyperbel  in  den  zwei  reellen  Punkten  mit  den  Abscissen 
±a  (den  Scheiteln)  schneidet,  die  Hauptachse  oder  reelle  Achse;  die 
r-Achse,  welche  die  Hyperbel  nicht  schneidet,  Nebenachse  oder  imaginäre 
Achse.  Die  Grösse  a  wird  speziell  als  reelle  Halbachse,  die  Grösse  b  als  Neben- 
halbachse bezeichnet. 

Erbitterung  78.  Unter  Einfährung  der  Polarkoordinaten  r  und  o,  wobei 
x  =  rcosa,  y=rsina  gesetzt  wird,  bekommt  man  als  Polargleichung: 

oder : 

3)  .  .  .  r  =  ± 


Eeelle  Werte  fftr  r  erhält  man  daher  nur  fttr  solche  Werte  von  a,  für 

welche:  «  .  «  r 

eos^a  ^  stnra      ,        ^       ^  o   .  ^ 
— =— >    .g    ,  oder:  tga<,—  ist 

Die  beiden  reellen  Zweige  der  Hyperbel  liegen  somit  innerhalb  der  von 
der  Hauptachse  halbierten  Winkel  zwischen  zwei  Geraden,  deren  Neigungswinkel 
gegen  die  Hauptachse  durch:  

4l\  .  .  .  tgK  =  -\ —  =  ± 
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bestimmt  ist  Für  a  =  A  wird  der  Nenner  in  Gf^leiclL  3)  =  0,  daher  r  =  ±  od. 
Jene  Geraden  schneiden  somit  die  Hyperbel  in  zwei  zusammenfallenden  Punkten 
in  unendlicher  Entfernung,  d.  h.  sie  berühren  die  Hyperbel  im  Unend- 
lichen.   Die  Hyperbel  hat  also  zwei  reelle  Punkte  im  unendlichen. 

Für  irgend  einen  andern  Wert  von  Oj  welcher  kleiner  als  ^  ist,  giebt  es 
zwei  gleiche  und  entgegengesetzte  Werte  von  r  aus  Gleichung  3).  Für  irgend 
einen  Wert  a>l  liefert  Gleichung  3)  zwei  gleiche  und  entgegengesetzte 
imaginäre  Werte  von  r. 

Jede  durch  den  Koordinatenursprung  gehende  Gerade  schneidet  also  die 
Hyperbel  in  zwei  vom  Ursprung  gleichweit  entfernten  Punkten  (reellen  oder 
imaginären),  d.  h.  jede  durch  den  Eoordinatenursprung  gehende  Hyperbelsehne 
wird  in  ihm  halbiert.  Wie  bei  der  Ellipse  nennt  man  daher  die  Hitte  zwischen 
den  Brennpunkten  den  Mittelpunkt,  jede  durch  ihn  gehende  Sehne  einen 
Durchmesser  der  Hyperbel. 

Die  beiden  Durchmesser,  welche  die  Hyperbel«  im  Unendlichen  berühren, 
nennt  man  die  Asymptoten  der  Hyperbel.  Man  erhält  sie,  wenn  man  (siehe 
Figur  172)  um  den  Mittelpunkt  0  mit  der  Excentricität  OF=^OF^  einen  Kreis 
beschreibt,  welcher  die  Nebenachse  in  C  und  C  schneidet,  und  auf  der  Haupt- 
achse in  den  Scheiteln  A  und  Ä^  die  Lote  errichtet,  welche  den  Ereis  in  D 

Figur  178. 


Figur  174 


Die  Hyperbel. 
Fi^r  176. 
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und  Dj  schneiden.  Dann  sind  DOE  und  DjO-E^  die  Asymptoten,  ÄD  =  ÄD^ 
=  OB  ist  die  halbe  Nebenachse,  denn  OD  =  Op=.  6,  OÄ  =  a,  also  im  recht- 
winkligen Dreieck  OAD\ 


AD  =  VOD^  —  OÄ''^Ve^^a''  und  tgDOA  =  DA:OÄz=ib:a=:tgL 

Ist  6<a,  so  ist  A<45^;  ist  i>a,  so  wird  >l>45*;  wenn  6  =  a  ist,  so 
wird  X  =  46^,  also  der  Asymptotenwinkel  ein  rechter;  man  nennt  in  diesem 
Ffldle  die  Hyperbel  eine  gleichseitige.  Die  Gtestalt  der  Hyperbel  in  diesen 
drei  Fällen  ist  in  den  Fluren  173,  174,  176  angedeutet 

Erörterung  79.  Aehnlich  wie  durch  die  analogen  Untersuchungen  ffir 
die  Ellipse  findet  man  auch  ffir  die  Hyperbel  die  Bedingung,  unter  welcher  die 
allgemeine  Gleichung  zweiten  Gf^rades: 

eine  Hyperbel  darstellt. 

Man  erhält  als  Koordinaten  des  Mittelpunktes: 

.  ^_       BE—2CD  _       BD  —  2AE 

nnd  zwar  gelten  diese  Formeln  sowohl  f&r  ein  rechtwinkliges  als  für  ein  schief- 
winkliges Koordinatensystem  (siehe  Erörterung  64  und  66). 

Der  Winkel,  welchen  die  Hauptachse  gegen  die  positive  X-Achse  bildet, 
ist  (siehe  Erörterung  66)  unter  Voraussetzung  eines  rechtwinkligen  Koordinaten- 
systems gegeben  durch: 

6)  .  •  .  tg2a=    . ^. 

Bezeichnet  man  durch  O  den  Ausdruck: 

AE*  +  CD^-^FB*  —  BDE—AACF, 
so  muss  die  G-leichung  11)  von  Erörterung  66  identisch  sein  mit: 

x^       y*       1  _  A 
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oder  es  mass  sein: 


7)  .  .  . 


—  (Acos^a  -{-Bcosa  sina'\-  Csin^a) pj =  —^, 

—  (A  sin^a  —  Bcosa  sina  -f-Ccos^a) ^ =  -p-. 


Durch  Addition  und  Subtraktion  dieser  Gleichungen  erhält  man  (siehe 
Erörterung  56): 

J 1  _       (Ä+C){B^  —  ^AC) 


8)  .  .  . 


11^  {A  —  C){B^  —  ^AC) 
6*    '    a"  ~  Gco82a 


Femer  erhält  man  aus  den  Gleichungen  7)  (vergl.  Erörterung  56): 

Aus  der  Gleichung  9)  ist  ersichtlich,  dass  die  aUgemeine  Gleichung  zweiten 
Grades  eine  Hyperbel  darstellt,  wenn  J5*  —  4t AC  positiv  und  G  von  Null  ver- 
schieden ist.     Aus  der  zweiten  Gleichung  von  8)  folgt  femer,  da  p-^ — ^ 

positiv  sein  muss,  dass  cos  2  a  das  gleiche  Vorzeichen  haben -muss  wie  (-4  — C):6r, 
womit  die  Zweideutigkeit  der  Gleichung  6)  aufgehoben  ist 

Nach  Kleyer,  Lehrbuch  der  Goniometrie,  ist: 

cosa=Vl'\-'tg*a, 
daher : 

C082a  =  -j^  •  V£«  +  (^  — C)S 

also  wegen  Gleichung  8): 

1    .    1         jB«  — 4^C 


10)  .  .  .  ■jr  +  ^=         ^^^  VWJ^{A-C)\ 

wo  die  Wurzel  dasselbe  Vorzeichen  haben  muss  wie  ö. 

Aus  Gleichung  8  a)  und  10)  lassen  sich  a  und  b  berechnen. 

Erörterung  80.  Die  Untersuchung  der  allgemeinen  Gleichung  zweiten 
Grades  giebt,  wie  die  Erörtemng  79  zeigt,  für  Ellipse  und  Kyt>€frbel  das  gleiche 
Resultat,  wenn  man  das  Vorzeichen  von  h^  ändert ;  daher  hat  auch  das  Besnltat 
von  Erörtemng  69  seine  Giltigkeit  für  die  Hyperbel 

Die  Ausdrücke: 

A  +  C  —  Bcosoj       ^   B^  —  4kAC 

' r-5 und  r-s 

bleiben  bei  der  Transformation  von  einem  Koordinatensystem  auf  ein  anderes 
ungeändert  Femer  ist,  wenn  die  allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades  auf  ein 
scUefes  Koordinatensystem  bezogen  ist : 

J 1  _  B^  —  4:AC     A  +  C  —  Bcosio 

b^       a^~         G         *  stn'w  ' 

4    _W'T-4:ACy    _1_ 


11)  .  .  . 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 

Der  ausführliche  Prospekt  nnd  das  ansfOhrliche  Inhalts- 
rerzeielmls  der  „vollständig  gelösteD  Anfgahensammlnng  voo 
Dr.  Ad.  Kleyer"  kann  von  jeder  Bochhandlang,  sowie  von  der 
Verlagshandlnng  gratis  nnd  portofirei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

* 

1).  Jedes  Heft  ist  aafgeschnitten  und  gut  brochiert,  um  den  sofortigen  und  daaern- 
den  Gebrauch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
und  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zu  dem  AbonnementsprelBe  von  25  Pfg.  pro  Heft. 

5).  Die  Beihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  ans  dem  Prospekt  ersichtlich,  ohne  jede  Bedeutung 
für  die  Interessenten. 

G).  Das  Werk  enthält  Alles,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Deweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  für  Schüler  aller  Schulen,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vorsüglichste  Lehrbuch 
8um  Selbststudium,  das  vortrefflichste  Nachschlagebuch  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhimdlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


Das  vollständige 

Inhalt  syerzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  Über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Dm«k  von  Carl  Hammer  in  Stuttgart. 
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1  O  J  O     f¥  £i       !     ^^^^^    !  AMJyüsche  Geometrie  der  Ebene. 

I  ffT-ff  -      rlivTlj«     /   I     de»  Heftes    !i>ie  einzelnen  Linien  zweiten  Grads. 
^^        "v*  !/•      (    E  . .:  .         -    -    ,  &  p^^  ^  jj^^^  ^3^2.  -  Seite  369-384. 

Mit  2  Figoxen. 
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Vollständig  gelöste 


Aufgaben  -  Sammlung 

-  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  - 

mit 

Angabe  nnd  EntwlcUnng  der  benutzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  nnd  Antworten 

erläutert  durch 

viele  Holzschnitte  &  lithograph.  Tafeln, 

aus  allen   Zweigen 

der  Rechenkunst,  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  u.  Bphärischen 
Trigonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  u.  höheren  Mathematik  (höhere  Analysis, 
Differential-  u.  Integral-Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Baumes  etc.);  — 
aus  allen  Zweiiren  der  Phygik,  Mechanik «  Graphostatik,  Chemie ,  Geodäsie,  Nautik, 
mathemat.  Geographie,  Astronomie;  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbahn-,  Wasser-, 
BrDcken-  u.  Hochban's;  der  Konstraktionslehren  als:  darstelL  Geometrie,  Polar-  o. 

Parallel-PerspectiTe,  Schattenkonstraktionen  ete.  etc. 

für 

Schüler,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 

zum  einzig  richtigen  und  erfolgreichen 

Studium,   zur  Forthülfe  bei  Schularbeiten  und   zur  rationellen  Verwertnng 

der  exakten  Wissenschaften, 

herausgegeben  von 

]>r.  Adolpli  Kleyer, 

Mathematiker,  rereideter  kOnigl.  preusi.  Feldmesser,  Tereideter  grossh.  hessischer  Geometer  I.  Klasse 

in  Frankfurt  a.  H. 

unter  Mitwirkung  der  bewährtesten  Kräfte.  * 


Analytische  Geometrie  der  Ebene. 

Zweiter  Teil. 

Die  einzelnen  Linien  zweiten  Grads. 

Nach  System  Kleyer  bearbeitet  von  Professor  H.  Cranz. 

Fortsetzung  von  Heft  1342.  —  Seite  369—384.    Mit  2  Figuren. 

Inhalt: 

Die  Hyperbel. 


Stuttgart  1894. 

Verlag  von  Julius  Maier. 


Das  folUtandige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt |[  erschienenen  Hefte  kann 
durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 
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Preisgekrönt  in  Franklart  a.  M.  1881, 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  ähnliches  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3 — 4 
Heften  zn  dem  billigen  Preise  von  25  ^  pro  Heft  und  hringt  eine  Sammlang  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Aafig^aben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik,  PhjHik, 
Mechanik;  math«  Geogrraphie,  Astronomie ,  des  Maschinen- ,  Strassen- ^  Eisenbahn-, 
Brficken-  und  Hochbanes,  des  konstrnktiyen  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  Tollständig 
gelöster  Form,  mit  yielen  Figuren,  Erklärungen  nebst  Angabe  und  Entwiekelnng  der 
benutzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sieh  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist 'ein  Anhang  von  ungelösten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltSTerzeieh- 
nis,  Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärungen  über  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch  naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  I.  und  II.  Ord.,  gleich- 
berechtigten höheren  Bürgerschulen,  PriTatschnlen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro- 
gymnasien,  Schullehrer -Seminaren ,  Polytechniken,  Techniken,  Baugewerkschnlen, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn.  Yorbereitnngsschulen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  Universitäten,  Land-  und  Forstwissensehaftsschnlen, 
Militärschulen,  Torbereitungs-Anstalteu  aller  Arten  als  z.  B.  fttr  das  Einjährig-Frei- 
willige- und  Offlziers-Examen,  etc. 

Die  Schüler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese.  Schritt  für  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigefi  Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktisclieu  Teiles  der  mathematischeu 
Disziplinen  —  zum  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lösen,  die  sre- 
habteu  Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  verwerten.  Lust,  Liebe 
und  YerständuiH  für  den  Schul-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  xirt,  Militär!« 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Bernfs- 
zwelgen  yorkommcudeu  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc  ,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Kleycr,  Frankfurt  a.  M.,  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart.  Die  Yerlagshandlnng. 
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Erörterung  81.    Aus  Aufgabe  84  folgt,  dass  die  allgemeine  Gleichung 
zweiten  Grades  in  Linienkoordinaten; 

au*'-{'buV'\-cv^-^du-\-ev^f=  0 

eine  Hyperbel  darstellt,  wenn  f>0  ist,  und  gleichzeitig  cP  —  A^af  und  e^  —  A.cf 
von  Null  verschieden  sind. 


Aufgabe  108.  Die  Gleichung  der 
Hyperbel  auf  verschiedene  Koordinaten- 
systeme zu  beziehen. 


12) 


Eiti.  181a.    Die  Gleichnng  13)  erhält  man 
aus  Gleichung  12),  wenn  man  dort: 

«'  +  f  =  ar,    y'  +  t;  =  y 

einsetzt,  wo  |  und  n  ^^^  Gleichung  5)  zn  ent- 
nehmen sind.    Der  Ausdruck  G  wird  hier: 

Daher  ist  nach  Gleichung  8)  und  9): 
J 1_  __  _  {Ä-\-C){B^  —  4.AC) 

62  ~ 


a2 


a2&> 


6« 


+äV  = 


H{m  —  ^AC) 
{A-'C){B^'-'^AC) 


(^Bi-'^AC)Hco82a 

Ist  die  Gleichung  13)  auf  ein  schiefes  System 
mit  Achsenwinkei  w  hezogen  und  die  Gleichung 
der  Hyperhel  in  einem  rechtwinkligen  System 
mit  gleicher  X-Achse: 

A'x^  4-  B'x^  +  C'y2  +  H  =  0, 
60  ist  nach  Erörterung  59  und  80: 

A'  +  C*  =  (A  +  C  —  Bcoscj):  «m«  w, 
B'2  — 4^'C"  =  (B«  — 4^C):«tn2oj-, 
daher  ist  wegen  Gleichung  14): 

J 1   _  _  A  +  C  —  Bcoso) 

4  -B2  — 4^C 


Auflösung,  a)  Die  allgemeine 
Gleichung  zweiten  Grades  in  Punkt- 
koordinaten, bezogen  auf  ein  schiefes 
oder  rechtwinkliges  System: 

stellt  eine  Hyperbel  dar,  wenn: 
^^.     5^  —  4^00  und  G20, 

G  =  AE^-\-CIß']-FB^  —  BDi:—4:ACF 

(vergl.  auch  Frage  2  und  3). 

b)  Die  Gleichung  der  Hyperbel,  be- 
zogen auf  ein  schiefes  oder  recht- 
winkliges System  mit  dem  Mittel- 
punkt als  Ursprung,  ist: 

13)  .  .  .  Äx^-{-Bxy  +  Cy^-\-II  =  0 
unter  der  Voraussetzung,  dass: 

Für  die  Halbachsen  erhält  man  unter 
Voraussetzung  eines  rechtwink- 
ligen Systems: 

14)  .  .  .  j   *' 


4 


H     ' 
B^  —  AAC 


a«6« 


Hsin^iü 


und  für  den  Neigungswinkel  a  der  Haupt- 
achse gegen  die  positive  JT-Achse  die 
Gleichung: 

tg2a  =  -TZTc    ^^^^"^^  ^^'  ^^^' 

wo  cos  2  a  dasselbe  Vorzeichen  haben 
muss  wie  {Ä  —  C)  :  H  [vergl.  Auf- 
gabe 85,  b)]. 

Unter  Voraussetzung  eines  schiefen 
Koordinatensystems  ist: 


15) 


A-^C  —  Bcoso) 


a' 


»/»« 


H  sin 
B*  —  4:AC 
H^sin^u  ' 


8 


0} 


i 


Cianz,  Analytische  Geometrie  der  Ebene.    II. 


Bsincj  —  Asin2(a 

^  Bcoscj  —  Acos2a)  —  C 

(siehe  Erkl.  131a). 

24 
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Erkl.  182.    Es  wird: 
1 


V- 


a  l/e2  —  a» 


a«  v/^2  __  1 


1        _      g  l/{g  —  1 

g  \/€2fos2a  — 1  \/€2c(W2««_l 


Erkl.  188.  Sind  X*,  Y'  die  Achsen  der 
Hyperbel,  X,  Y  diejenigen  des  parallelen  Sy- 
stems, so  ist: 


also: 


X=ZX'  +  ^,     yz=y*  +  7l, 


X    =  X 


t 


,    y'  =  y~ij; 


dies  ist  einzusetzen  in: 

g2  &2         ^  -  "» 

daher : 

a?2        y2        2a?|    ,    2ijy 


02  52  a2        ' 


fc2 


Diese  Gleichung  hat  die  Form: 

Axi  +  C^i-{-Dx  +  Ep  +  Fz=zOy 
wobei  C  negativ  sein  muss. 
Nun  ist  aber: 

2f 


D  = 


ai 


=  -2A^, 


daher : 


^=+i'-=- 


l=- 


Z> 


2Ci?, 


ü 
g2 


2.i' 


4uia  '     62 


^*  __ 


4C2  » 


folglich : 


c)  Die  Achsengleichnng  ist  nach 
der  Definition: 


^ 1  =:  0 


oder: 


a 


6* 


e*  —  a 


r— 1  =  0. 


d)   Die    PolargleichuBg   des 
Mittelpunktes  ist  nach  ErGrter.  78: 


oder: 

16)...  r  =  + 


-1  f  cos^a       siri'a 


oder  unter  Einführung  der  sogenannten 
numerischen  Excentricität  £  =  -: 


17)..  .  r  =  + 


Ve^cos^a  —  1 
(siehe  Erkl.  132). 


e)  Bezogen  auf  ein  zu  den 
Achsen  paralleles  System,  in 
welchem  der  Hyperbelmittelpunkt  die 
Koordinaten  ^,  ij  hat,  lautet  die  Hyperbel- 
gleichung : 


18) 


X 

a 


2 


2 


6« 


2x^       2yti 

-\ — ki- 


a' 


(siehe  Erkl.  133). 

Daraus  folgt,  dass  eine  Gleichung 
zweiten  Grades  von  der  Form: 

19)  . . .  ^ar»+Cy*4-Z)a:+J5'y+F=0, 

also  ohne  das  Glied  Bxy,  eine  Hyperbel 
mit  zu  den  Koordinatenachsen  parallelen 
Achsen  darstellt,  wenn  erstens  C  negativ 
ist,  zweitens: 

20)  .  .  .  ^ACF=CI)*'^AE^  —  UC 

[siehe  Aufgabe  85,  d)]. 

f)  Ist  die  Hyperbel  auf  ein  recht- 
winkliges Koordinatensystem  zu 
beziehen,  dessen  X-Achse  die  Haupt- 
achse  und  dessen  Ursprung  ein 
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Brennpunkt    ist,    so   hat   man    in 
Gleichung  18): 

zu  setzen  und  erhält: 


EOa.  184.    Soll: 
identisch  mit: 


f  (x+ey 


afi    ,    2er  


^2  ^ 


21)  .  .  . 


oder : 


2 


.2 


oder: 

(x  -  ey 


^ 1  =  0 


y 


>2 


T-1  =  0, 


a2 


mit: 

x^'±2ex^  ^^;^^^y2+g2-a2 

identisch  sein,  so  ist: 

+  2e  =  — ,     tf2-a2  =  JL, 

a2  « 

«2  —  a2         m  ' 

daraus  folgt,    dass    für  positives  m    auch 
positiv  nnd  p  negativ  ist. 

Femer : 

n2 


«2  = 


4m2  ' 


je  nachdem  §  =  —  e  oder  f  =  -j-  «  ist 
Die  Gleichung: 

22)  .  .  .  ma?*-f-^^+i^y""f"?  =  ö 
stellt  daher  eine  Hyperbel  dar,  bezogen 
auf  die  Hauptachse  als  X-Achse  und 
einen  Brennpunkt  als  UrspruDg,  wenn 
(siehe  Erkl.  134)  für  ein  positives  m 
der  Koeffizient  von  y^  negativ,  das 
Absolutglied  positiv  und 

23)  .  .  .  w*  =  4y(m — p)  ist 

Dabei  ist  zu  beachten,  dass  im  Falle 
der  Gleichung: 


also: 


daher: 


(x+ey  y' 


4m2       "  "  ' 


a' 


e»-a« 


—  1  =  0 


m 


folglich : 


woraus : 


4m  j  —  n2 

m       4mg  —  n2         p 

— ^— >  •  ^— ^^^~^^-^_^_^  ^^_  -  ■  -■ 

9  4m2  m 

n2  =  49(m— 1>). 


der  Mittelpunkt  der  Hyperbel  die  Ab- 
scisse  — e  hat,  also  auf  der  negativen 
Seite,  vom  Brennpunkt  an  gerechnet, 
Uegt,  während  die  Gleichung: 


[x-eY 


y 


2 


a 


8 


e*  —  a* 


1  =  0 


Erster  FaU: 


auf  denjenigen  Brennpunkt  als  Ursprung 
sich  bezieht,  der  vom  Mittelpunkt  an 
gerechnet  auf  der  negativen  Seite  liegt, 
wie  dies  die  beiden  folgenden  Schemata 
zeigen. 

Zweiter  Fall: 
Y 


i 


4i 


o 


A 
+■ 


+       - 


^x 


+ 


^ 


o 


Gleichnng : 


.   (*+^ 


a2 


e«  — a2 


—  1  =  0. 


Gleichung : 


{x  ~  e)2 


e2  — a2 


—  1  =  0. 
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Erkl«  185.    Man  setze  in  Gleichung: 
(X  ±  e)2  y8 


a2 


6«  — a« 


—  1  =  0: 


80  wird  sie: 

+  — ST-  -^' 
oder : 

-^— ^^ Z -^ -  +  2QeC08(p-\-€^  —  Or  =  0, 

e«  —  a* 
oder: 

^        2g6coay(e2~a2)  (e2--ag)g      ^^ 

^  ~       e^C08^ff--a'^        '    c2«)«2y  — a«  * 

oder: 

/         g  cQg  y  (g2  —  a2)  Y  ,       (g2  — ggp 
V  «* coÄ^fy  ^a^   J"^  e^cos^ff  —  a« 

e2cQg2y  (g2  — o2)2    ^ 

""     (e2cos2y-_a2)2     ~    ' 
oder: 

(  e  cos  (f  (g2  —  o2)  \2  ^        o2  (g2  ^  gj)« 

^  ~    e^cos^ip  —  a^   )  ""  (e2 co«2 y  —  o2)2  ' 

oder : 

,     eco8(p  (e2  —  «2) d  (g2  —  a*) 

^  —     e2coÄ2y  __  (,2     ~  ^  e^cos'^tf  —  a^  * 

(«2  —  a^)  (+  a  +  e  <Jo«(p) 

^  e^C08^q>  —  a2 


also: 


,    («2  —  a2)  (a  +  gco«y) 

—         e^co8^ip  —  a2         ' 


«2  —  a2         ^  «2  —  o2 

^  = == —  oder  ^  =  — 


eco8(p-^a 


eco8(p-\-a 


g)  Die  Scheitelgleichnng  der 
Hyperbel,  bezogen  auf  die  Hauptachse 
als  XAchse  und  einen  Scheitel  als  Ur- 
sprung, folgt  aus  Gleichung  18),  wenn 
man  dort: 

I  =  +  a  und  ij  =  0 

setzt,  nämlich: 


24) 


X 


2 


.2 


.2 


2x 


e'  —  a"  ~  a 

Für  das  Vorzeichen  gilt  die  gleiche 
Begel  wie  bei  f). 

h)  Führt  man  in  die  Brennpunkts- 
gleichung die  Polarkoordinaten  q 
und  (p  ein  (Radiusvektor  und  wahre 
Anomalie),  so  erhält  man  nach  einiger 
Rechnung  (siehe  ErkL  135): 


25  a)  .  .  .  ^  = 


.2 


a' 


oder: 


e  cos  (p  +  €t 


25  b)  .  .  .  ^  =  — 


^*-a* 


ecosq)  +  a 

Da  für  qp  =  0  in  Gl.  25a)  Q  =  e  +  a 
wird,  so  bezieht  sich  diese  Gleichang 
auf  den  Fall,  wo  der  Hyperbelmittel- 
punkt auf  der  positiven  Seite  des  Brenn- 
punktes liegt  (zweiter  Fall  von  f). 

Li  GL  25  b)  wird  für  g)  =  0  q  negativ, 
der  Mittelpunkt  liegt  also  auf  der  nega- 
tiven Seite  des  Brennpunktes  (erster 
Fall  von  f). 

Führt  man  an  Stelle  der  linearen 
Excentricität  die  numerische  ein,  so 
erhält  man  die  Polargleichungen: 

26a).  ■.g=  "^^'-L^i 
'  '        ecos(p-\-l 


oder:  , 

26b)...g=-  °^^-\>, 
^  ^  ecosq>  +  l 

wo  sich  die  Gleichung  26  a)  auf  den 
zweiten,  Gleichung  26b)  auf  den  ersten 
Fall  von  f )  bezieht. 

Um  die  Unterscheidung  nicht  regel- 
mässig besonders  angeben  zu  müssen, 
möge  festgesetzt  werden,  dass  die  posi- 
tive Achsenrichtung  von  links  nach  rechts 
gehe,  F  der  Brennpunkt  rechts,  F^  der 
Brennpunkt  links  sei,  dann  sind  die 
Gleichungen  25a)  und  26a)  auf, den 
Brennpunkt  I^,  die  Gleichungen  25b) 
und  26  b)  auf  den  BrennpunM  I  als 
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Ursprung  bezogen,  und  es  stellen  die 
Gleichnngen : 

c*  —  a*     ,  «*  —  a^ 


Q  = bezw.  o  =  — 

^       ecos(p  —  a  ^  eco8(p  —  a 

den  Zweig  rechts,  die  Gleichungen: 


Q  = 


ecos 


— j —  bezw.  0  = \ — 

flp-f-a  ecosq>-\-a 

^«.f^*  ^^'    ^'^^  ,^*V  ^'  i"^"^,  ^  "*•  den  Zweig  links  vom  Mittelpunkt  dar, 

weil  m  =  21,  o  =  — A,  also  «u  +  o  =  X:  ,.  .1*  f    7°,       "•  ■~^>^»f"^"  '*«"> 

wobei  jedoch  stets  zu  beachten  ist,  dass 


+ 
^  _-     ^o--ij^  /oll  B^ur   positive   werte  von  o   für   reelle 

y  =  — x*  8tn  JL -f- y  8tn  A  j  tt         v  i       i  j.         u.  ^ 

oder:                          i  ^        »  Hyperbelpunkte  gelten. 

a?  =  (ar'+yOcMX,  i)  Um  die  Hyperbelgleichung  auf  die 

y  =  (— ^'+yO«>«^;  Asymptoten  als  Achsen  zu  trans- 

diea  in  die  Hyperbelgleichung  gesetzt,  giebt:  formieren,  wendet  man  (siehe  ErkL  136) 

cosnjx'  +  py  _  8inni--x'+fy  ^  ^  die  Formeln  von  TeU  I,  Aufgabe  7  an, 

«*                    ««  — a«              '  wo  die  neue  XAchse  gegen  ffle  alte 

oder  wegen  der  Werte  von  eosl  und  8inX :  den  Winkel  —  X  bildet  und  der  Koordi- 

x'^  +  ^x'ff'+if'i  _  x'i^2x'y  +  y'i  _  ^  natenachsenwinkel  =  2  A  ist  Dann  findet 

^                          «*                  '  man,  da: 

oder:  ,  -/-0 s 

M  P  C 

27)  .  .  .  xf'i/  =  —. 

Diese  Gleichung  gilt  sowohl  fttr  recht- 
winklige als  t&r  schiefe  Asymptoten. 


Aufgabe  109.    Die  Gleichung  der 
Tangente   an   die  Hyperbel   in   einem 

l^!?m^?*  *^  S?  7«^*^«*«?«'^       Auflösung,     a)  Ist   die   Hyperbel 
Fomen  der  Hyperbelgleichung  aufeu-  ^^  ^  ^^  beliebig  gewähltes 

"^  schiefes   oder  rechtwinkliges 

System  bezogen,  so  lautet  nach  Auf- 
gabe 6,  Gl.  23)  die  Tangentengleichung: 

28)  .  .  .  a?(2^Xi  +  5yi  +  D)  +  y(5a;,  +  2Cy,  +  £^ 

4--P^i  +  %i  +  2i^=  0. 
b)  Für  die  Mittelpunktsglei- 
chung: 

lautet  die  Tangentengleichung: 

29)  .  .  .  a:(2^a:i  +  5yi)  +  y(Bir,  +  2Cyi)  +  2ff=0. 

Erkl.  1S7.     Die  Gleichung  der  Tangente        ^)  ^ÜT  die  Achsengleichung  er- 
wird zunächst:  hält  man  aus  Gl.  28),  wenn  man  dort: 

oder: 

aber :  Setzt : 


a^2_  30)...^_^_1  =  0. 
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daher:  d)  Liegt  die  Gleichung  der  Hyperbel 

r[«2c<waco«Oi  — a2cofi(«  — «i)]  in  Polarkoordinaten,  bezogen  anf 

=:  a  Ve^  —  a»  \^c« eos^ a^  —  a«.  den  Mittelpunkt  als  Pol,  vor  und 

Erkl.  188.   Es  wird  in  Gleichung  28):  sind   r^,  a,   die  Polarkoordinaten  des 

i  1  2f  Berührungspunktes,   so  wird  die  Glei- 

^  =  -^1  B  =  o,  c  =  —  — ,  Z)  =  — ^,  chung  der  Tangente  in  laufenden  Polar- 

2ri     „__  ^       ij2  koor^aten  r,  a  erhalten,  wenn  man 

■^-+"P"'  ^-■^""■ftT^^'»  in  Gleichung  30): 


daher : 


X  :=  rcosa,      y  =  rstna, 


sma^ 


2fa:       2iyy        21«      2ij«  ^etzt  uud  berücksichtigt,  dass  der  Punkt 

^+    ^2'  +'"^ 52 — 2  =  0,  ^^^  of^  auf  der  Hyperbel  liegt    Nach 

woraus  man  nach  Division  durch  2  die  Glei-  e^g^r  Rechnung  (siehe  Erkl.  137)  er- 
chuDg  82)  erhält.  hält  man: 

31)  .  .  .  r  [«^  cosa  cosa^  —  a*  cos  (a  —  aj\  =  a  Ve^  —  a*  V^^cos^a^  — a*. 

e)  Liegt  ein  zu  den  Achsen  paralleles  System  vor,  so  ist  die  GleichuDg 
der  Tangente  (s.  Erkl.  138): 

32) . . .  (^— g)(^i— g)      (y—n)(yi—v)     ^^p 

/    •    •    •  ^2  J2 

f)  Die  Brennpunktsgleichung  der  Hyperbel  liefert  die  Gleichung: 


a« 


33)  .  .  .  xx,±e(x-\-x,)  —  -^-—^ytf,-^e^  —  a*  =  0. 
g)  Für  die  Scheitelgleichung  erhält  man: 

Erkl.  189.    Fttr  den  Brennpunkt  F  als  Pol   34)  .  .    -^^ ^^^  ^  4-  ^"t""^'  =  0. 

hat  man  ans  33)  die  Gleichung:  a*  e^  —  ar  a 

xx^  +  e(x  +  x^)  —  --—^yy^  +  e^  —  a^  =  0',       h)  Um  die  Polargleichuug  der 

hier:     x  =  Qco8tp,^      "" y  =  Q sintp,  Tangente  für  den  Brennpunkt  als 

X  7=e  costp,       y,  =  ei«>»<Pi  Pol  zu  erhalten,  wenn  g^,  (p^  diePolar- 

eingesetit,  gieht  zi^^ächst: '       '       '  koordinaten  des  Berührungspunktes  sind, 

a«  setze  man  in  Gleichung  33): 


X  =  QCOSipj       1/  =.  gsincp, 


Q  (^1  €08  (p  COS  y  1  +  «  C08  (f>)  —  QQ^  -^ 8in(p  Sift  y j 

-\-eg.  co3(p.  4-  «^  —  ö*  =  0» 
oder,  da :  \^  _  j^  x^  =  Q^cos<p,    y,  =  ß,  an  g), , 

p,  = — ^ —  ist :  und  berücksichtige,  dass  Qi  und  yj  der 

,      ,,  *'***!  +  *  Gleichung  28)  genügen,  dann  erhält  man 

^cos<p(e-  (^-'")g^yA  +  "'?'*"»!''' gl  (s.  Erkl.  139)  ab  Gleiehing  der  Tangente: 

«(«2— a2)cosy,    ,    2_   2  —  0  ^^^  •  •  •  QCOsq)(acosq)^  +  e) 


oder:  «co«<Pi  +  a  +  ß « sinq)sinq>^  +  ((?*  —  a*)  =  0 

aec<wy(aro«(^i  +  «)  +  a2p«t#i<pÄm</),  fflr  den  Brennpunkt  jP  als  Pol,  wo  das 

+  (^^-f)(^^oo^p  +  <^-^<^<^Vi)  =  ^^  obere  oder  untere  Vorzeichen  gilt,  je 

oder  nach  Division  dn^h  a :  ^^^^^^^  ^^^  Berührungspunkt  auf  dem 

gco8<p{aco8<p,Te)^±ag^^^^^  Ast  rechts  oder  ßnks  Uegt 

Analog  gestaltet  sich  die  Rechnung  für  den        Für  jP^   als  Brennpunkt  erhält  man 

Brennpunkt  F^  als  Pol,  wenn  man  die  Glei-  auf  gleiche  Weise: 

chungen:  «  -lx  /  \ 

xx,-e(x  +  x,)---~^yi^i  +  ei-a^  =  0  35b)  .  -  .  QCOS<f){aCOS(p^  +  e) 

^'    J*  -|-^as/«<)psiwg)j  +  (^*  —  a^  =  0, 

™^  Pi  =  ^co8w  ^la  w<^  ^*s  obere  Vorzeichen  sich  auf  den 

zu  Grunde  legt.  '  Zweig  rechts  bezieht 
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Erkl.  140.    Es  ist  zn  setzen :  i)  Ist  endlich  die  Hyperbel  auf  die 

ii  =  c=:  z>  =  ^=0,   B  =  i,  F=  — --;  Asymptoten  als  Achsen  bezogen, 

,  ,     .  ^     so  erhält  man  nach  Erkl.  140  folgende 

"""^ '  o:  (0  +  y,  +  0)  Gleichung  der  Tangente : 

+  y(ar,  +  0  +  0)  +  0  +  0--J=:0.  36)  .  .  .  xt/,-^x,y ^f  =  ^' 

AAmerknng  171.     Liegt  der  Pnnkt  .r,,  y^  nicht  auf  der  Hyperbel,    so  stellen   die 
Gleichungen  28)  bis  36)  die  Polare  von  x^^  y^  dar. 

Erörtemng  82.  Da  die  Mittelpunktsgleichung  der  Hyperbel  dieselbe 
Form  hat  wie  diejenige  der  Ellipse,  so  können  alle  Eigenschaften  der  Ellipse, 
welche  mittelst  der  Mittelpunktsgleichung  bewiesen  wurden,  direkt  auf  die 
Hjrperbel  übertragen  werden. 

So  folgt  aus  Erörterung  60: 

Die  Mitten  aller  parallelen  Sehnen  einer  Hyperbel  liegen 
auf  einem  Durchmesser. 

Dieser  Durchmesser  heisst  konjugiert  zur  Schar  der  parallelen  Sehnen,, 
er  geht  auch  durch  die  Berührungspunkte  der  Tangenten,  welche  parallel  jenen 
Sehnen  an  die  Hyperbel  gelegt  sind.  Alle  Sehnen,  welche  zum  konjugierten 
Durchmesser  einer  Schar  paralleler  Sehnen  parallel  sind,  werden  von  dem  zur 
Schar  parallelen  Durchmesser  halbiert,  d.  h.  zwei  konjugierte  Richtungen  sind 
gegenseitig  konjugiert.  Die  Achsen  der  Hyperbel  sind  die  einzigen  senkrecht 
aufeinander  stehenden  konjugierten  Durchmesser  der  Hyperbel  (ausser  bei  der 
gleichseitigen  Hyperbel;  siehe  Erörterung  87  und  Anmerkung  187a). 

Erörternng  83.  Sind  a  und  a^  die  Winkel,  welche  zwei  konjugierte 
Durchmesser  gegen  die  XAchse  bilden,  so  ist  (siehe  Aufgabe  88): 

2Acosa-\-Bsina 

^"'~~'Bcosa-^2Csina  ' 

Bcosa-\-2Csina 

cos  ff  t  = r^^ -     - '    - ^_  - , 

•V4^«co6'2a  +  ^2  +  4C*sm*a  +  45(^  +  C)co5as«n« 
_  2Acosa-\-Bsina 


mn  ff, 


V^Ä^cos^a  +  B'''^4C^~sin^a'f4B{Ä-\-C)cosasma 


Ist  y  der  Winkel  zwischen  den  beiden  konjugierten  Durchmessern,  so  ist 
nach  Anmerkung  136: 

A-\-C-\-Acos2a-{-Bsin2a  —  Ccos2a 

Asin2a  —  Bcos2a  —  Csin2a 

Sind  x^,  y, ;  x^^  y^  die  Koordinaten  der  Endpunkte  der  zwei  konjugierten 
Halbmesser,  so  ist: 

^  ^:r  Bx,^2Cy,  ^       ^Ax,  +  By, 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt,  dass  für  reelle  x^  und  y^  die  zugehörigen 
Grössen  x^  und  y^  imaginär  sind.  Man  kann  somit  bei  der  Hyperbel  eigentlich 
nicht  von  konjugierten  Halbmessern  sprechen,  da  von  solchen  stets  der  eine 
imaginär  ist,  sondern  nur  von  konjugierten  Durchmesserrichtungen;  d.  h.: 
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Wenn  der  eine  von  zwei  konjugierten  Durchmessern  die 
Hyperbel  in  reellen  Punkten  schneidet,  so  thut  dies  der  andere 
nicht 

Erörterung  84.    Wenn  -^  —  -r^ — 1  =  0  die  Gleichung  einer  Hyperbel 

mit  den  Halbachsen  a  und  b  ist,  deren  Hauptachse  mit  der  X-Achse  zusammen- 
fällt ,  deren  reelle  Scheitel  somit  im  Abstände  ±  a  vom  Mittelpunkt  auf  der 
X-Achse  liegen,  während  die  (imaginären)  Scheitel  auf  der  F-Achse  die  imagi- 
nären Werte  ±  b  V— 1    haben ,    so   stellt   -^  —  -r?-  +  1  =  0   ebenfalls  eine 

Hyperbel  dar,    deren  Hauptachse  mit  der  I^Achse  zusammenfällt  und  deren 

Nebenhalbachse  den  Wert  +aV—  1  hat.  Man  nennt  diese  Hyperbel  die  kon- 
jugierte Hyperbel  zur  gegebenen.    Beide  haben  dieselben  Asymptoten. 

Ist  Äx^ -\' Bxy -^-Cy^ -\- H  =1  0  die  Gleichung  der  einen  Hyperbel,  so  ist 
ebenso  Ax'^-^-Bxy-A-Cy^  —  H=:0  die  Gleichung  der  konjugierten  Hyperbel, 
denn  durch  Vertauschung  der  Vorzeichen  von  H  in  Aufgabe  108,  Gl.  13)  und  14) 
werden  auch  die  Vorzeichen  von  a^  und  b^  vertauscht 

Setzt  man  x^=rcosa^  y  =  rsina,  so  wird  die  Polargleichung  des  Mittel- 
punktes fftr  die  erste  Hyperbel: 


=Vi 


H 


Ä  C08^  a'^Bco8a8ina-\-C  sin*  a ' 
ftir  die  konjugierte  Hyperbel: 


=v; 


+  // 


A  cos^a-\-  B  cosa  sina  -f-  Csin^a 

In  der  konjugierten  Hyperbel  ist  somit  r  imaginär  für  diejenigen  Halb- 
messerrichtungen, für  welche  r  in  der  ersten  Hyperbel  reell  ist,  und  umgekehrt 
Die  beiden  konjugierten  Hyperbeln  erfüllen  also  zusammen  die  vier  Winkehüume 
der  Asymptoten,  deren  Gleichung: 

A  cos*a-\-  B cosa  sina  +  Csin^a  =  0  ist. 

Man  kann  somit  auch  bei  der  Hyperbel  von  konjugierten  Halbmessern 
sprechen,  wenn  man  den  einen  davon  als  zur  ersten,  den  andern  als  zm*  kon- 
jugierten Hyperbel  gehörig  ansieht. 

Aufgabe  110.  Die  Beziehungen  zwischen  den  Halbachsen,  den  Längen 
zweier  konjugierten  Halbmesser,  ihren  Neigungswinkeln  gegen  die  Hauptachsen, 
den  Koordinaten  ihrer  Endpunkte  und  ihrem  Zwischenwinkel  anzugeben. 

Anflösnng.  Es  möge  die  Hyperbel  auf  die  Achsen  bezogen  sein;  Xj,  y, 
seien  die  Koordinaten  des  Endpunktes  für  den  Halbmesser  r^,  welcher  gegen 
die  Hauptachse  den  Winkel  a^  bildet. 

^2J  y%y  «2  seien  die  entsprechenden  Grössen  für  den  zu  r^  konjugierten 
Halbmesser  r^,  wo  nach  Erörterung  80  und  84  x^,  y^,  r^  imaginär  sind. 

Wie  bei  der  Ellipse  findet  man  dann  (siehe  Erkl.  141)  die  Beziehung: 

b^ 
37)  .  .  .  tga^*tga^^=-{--^. 

Es  fallen  daher  die  zwei  konjugierten  Diirchmesserrichtungen ,  weil  ihre 
trigonometrischen  Tangenten  dasselbe  Vorzeichen  besitzen,  stets  in  denselben 
Quadranten. 
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Man  bekommt  nun  (siehe  Erkl.  141): 


38)  .  .  . 


2 


aH^ 


X 


Daraus  folgt: 


^.*  = 


a^sin^ai 


j 6*cos*ai 


o«7  a )  •  •  • 


y,  =  xyi-^^^» 


Vi 


a    ^ 


'2      ^2    i 


und  (siehe  Erkl.  142): 

39  b)  .  .  .  V  +  r/  =  a«  — t«. 

Ist  Tg'  der  zur  Richtung  a^  gehörige  Halbmesser  der  konjugierten  Hyperbel, 
so  ist  nach  Erörterung  84: 

daher  hat  man  den  Satz: 

Die  Differenz  der  Quadrate  zweier  konjugierten  Hyperbel- 
halbmesser ist  konstant. 

Für  den  Zwischenwinkel  '^  erhält  man  aus  Erörterung  83  (siehe  Erkl.  143) : 

b^cos^a^ — a^sin^a^ 

^  ^         (ö^^  +  ^*)  oosa^  sin a^  ' 
.  ,  (b^cos^a. — a^sin^a.Y 

2    (g'  -f-  b^^  mT?  «1  cQg'  a^ 

'  a*  sin*  «1 4"  ft*  008^  a^ 

Also  wird  wegen  Gleichung  38): 

a^b^ 
TT    siti^  y  —  ■  ■■■  .  ■■  N^ 

^    ^  '        b^cos^a^  —  a^sin^Oi 

a^sifi^a^-^b^cos^a^      {b^cos^a^  —  a^stn^a^Y 2,2 

a^sin^a^^  —  b^cos^a^        a^sin^a^  -f-  b^cos^a^ 
Daher  ist: 


40)  .  .  . 


i.x  f  r, r«s^iny  =  at  V— 1,  oder: 

41)  .  .  .  i    ^  *,  .  ^  , 


d.  h.:    Das   aus   zwei   konjugierten  Durchmessern  (Halbmessern) 
gebildete  Parallelogramm  hat  konstanten  Inhalt. 
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£rkl.  141.    Nach  Erörterung  83  ist: 


tga^  z=  — 


hier  ist: 


daher: 


Beosa^^^2C8ina^   ' 


^  =  -^'  5  =  0,   c  =  — 1., 


tgu^  =  — 


2c08a^ 

—H-: =  H i"  C^5^«r 


Es  ist  femer: 


daher : 


r,2  = 


am 


1 


a2  62 


62 CO«« a^—a^ sin^ «j         co«2 „^     62  —  (,2 ^^2 «^  ' 

a?62cQg2c^  ^  o262 


ajj2  =  r|2cO«2|{^  =: 


y^«  =  r,2«m2«i  = 


62fo«2„j__a25m2aj         &2_fl2^^„j  ' 


a262«in2o 


Vr^ib 


■U         g'^^^y'«! 


Ebenso : 


r,2  = 


62  cö«2  flfj  —  a2«tn2  «1  ^       62  —  a2  f^2  «^ ' 
a2  62  1  a262 


2  —  O2  62c0g2«,  __  a262 


*2*  = 


aber: 


and 


also: 


y,»  = 


^i)r2«,  = 


62co«»aj  —  a^ain^tt^         62  —  a^tg^a^  ' 
a262«in2«,  a2  62/^2«^ 


h^cos^a^  —  ä^sin^a^         62  —  a2^^2a^  » 
6*        _   6^cog2g^ 


*'""  ""    a2«>l2„j_62cö52«j    ' 


a:,2  = 


a^«in2aj 


a2sin2ffj  —  62c(?^2a^  ' 


y,8  = 


6<CO«2ffj 


a2s»n2a^_  62^052«/ 


ErU.  142.    Es  wird: 
^         ^  _  a262  —  a^gi>|2«^  —  6^CQg2g^   ^  g2 62^0^2«^ ^  a4gtn2«^  -f  a262gin2g,  —  6*<»g2c^ 
'"i  +  »■«   —  62cö«2aj  —  a2«i>i2aj  ""  62^0820^ —  «2  «»2  «^ 

__  a2(62coga,  — a2gtw«^)  —  62(62cQg2c^  _  a2sm2ff^2  —  „j  _  m 

62cos2(j{j  —  a28m2(Cj 


Erkl.  148.    Nach  Erörterung  83  ist : 


A  +  C-\-Acoa2a-\-Bain2u--Ccoa2a 
'  Ä8in2a  —  Bcos2a  —  Csm2a 


also  hier: 


tgy  -- 


1    1     ,    eo82a        C082« 

"^"""62""^     a2      +      62 
8in2a    ^^  8in2a 


02 


62 


—  (1  +  tfos2«)  — -^(1  —  C082«) 
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aber  (siebe  Kleber,  Lehrbach  der  Goniometrie): 

1  -|-c<»2o  =  2co8^«,    1  — C082a  =  Qsin^a,   8in2a  =  2co8a8intt, 
also: 

—  g^     ~     b*  __   hUtga  —  aß^tga 

daher ' 

.  •  ^9^Y       _  {h^cign  —  d^tgaY (««  +  6«)« 


^-Vtg^r         («■  +  ^  [(«*  +  W  +  (&*  ctg  a  —  a^tg  «)]2 
daher : 

Anmerknng  172.  Die  Anflösnng  Ton  Anfgabe  90  Iftsst  sich  ebenfalls  wörtlich  auf  die 
Hyperbel  übertragen,  wenn  man  unter  dem  zum  Halbmesser  r^  koi\jngierten  den 
betreffenden  Halbmesser  r^  der  koi\j  agierten  Hyperbel  versteht  Man  erhält  dann 
als  Gleichung  der  Hyperbel,  bezogen  auf  ein  Paar  von  konjugierten  Halbmessern 
7\  und  r^\  die  Gleichung: 

42)  .  .  .  — §■       —t%  =  !• 
'^i  ^« 

Dagegen  lassen  sich  in  den   Endpunkten  zweier  konjugierten  Halbmesser 

keine  Tangenten  an  die  Hyperbel  ziehen,  weil  der  zweite  Halbmesser  einer  andern 

Hyperbel  angehört. 

Aufgabe  111.   Die  Gleichung  des  Tangentenpaares  von  einem  gegebenen 
Punkt  an  eine  Hyperbel  aufzustellen. 

Auflösung.    Man  erhält,  wie  in  Aufgabe  92,  die  Gleichung: 

wo  x',  y*  die  Koordinaten  des  gegebenen  Punktes  sind. 

Liegt  die  Achsengleichung  vor,  so  wird  die  Gleichung  des  Tangentenpaares 
(siehe  Erkl.  144): 

")  ■■  •  +(^-^-0(l^-l^-0-(^-f^-0'=«- 

Dies  ist  dieselbe  Gleichung  wie  bei  der  Ellipse,  wenn  dort  das  Vorzeichen 
von  t*  geändert  wird. 

Brkl.  144.    Ersetzt  man  Ä  dnrch  — r-,  C  durch r—,  H  durch  —1,  also  B^—-AiAC 

durch  -| ^T^,  so  wird: 

oder : 

(a?y'  —  or'y)»  +  6«  (a:  —  x^  —  a«  (y  —  y')*  =  0, 
oder : 

\a     b         a     bj^        o«        ^        6«  ' 

oder  nach  einigen  Umformungen  (siehe  Erkl  121): 

(^-&-)(-^+^+0+(^-^-)=«' 
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Anmerkung  173.  Der  Winkel  des  Tangentenpaares  ist  nach  Anmerknng  144  gegeben  durch: 

Dnrch  üebergang  znr  Achsengleichang  findet  man: 

45).../^P  —  ±       ^2    j    y*2^J2__a2      • 

Man  erkennt  daraas,  dass  das  Tangentenpaar  imaginär  wird,  wenn  —^ AT  '^  ^ 

ist;  sodann,  dass  der  geometrische  Ort  für  die  Schnittpunkte  rechtwinkliger 
Tangentenpaare  (für  welche  v  =  90^  also  tgv  =cx>)  der  Kreis  a?^-|-y«  =  ar  —  b- 
ist,  dessen  Halbmesser  den  Wert: 

/a«  —  b^  =  Va^  —  {e^  —  «*)  =  V2a^  —  e^  =  a  l/2^=^  _ 

hat  'Wenn  daher  die  numerische  Excentricität  der  Hyperbel  grösser  als  V  2  ist, 
so  giebt  es  keine  rechtwinkligen  Tangentenpaare. 

Anmerkung  174.    Anch  die  Sätze  von  Anmerkung  145  und  146  lassen  sich  direkt  auf 
die  Hyperbel  tibertragen: 

Die  Berührungssehne  eines  Tangentenpaares  ist  konjugiert 
zum  Durchmesser  nach  dem  Schnittpunkt,  und: 

Ein  gegebener  Punkt   und    seine  Polare   teilen   den  Durch- 
messer nach  dem  Punkt  harmonisch. 

Anmerkung  176.    Die  Oleichong  der  Normale  an  die  Hyperbel  im  Punkte  si^^  ^ 
ist,  da  sie  in  diesem  Punkte  senkrecht  zur  Tangente  steht: 


oder: 


_  xy^  ___  y^  _  (      x'y'  _  x'y*\  _ 
b^  «2         V         ft«  a^  J'^^' 

xy*        x'y  a^A-h^ 

46)  .  .  .  -^  +  _f -a-y'-^  =0. 


Der  Winkel  zwischen  den  beiden  Normalen: 
und 


^2-1-^2      ^  y    ^252    — " 


ergiebt  sich  wie  in  Aufgabe  93: 

a^h^{x'y'*^x"y* 


tgv  =  — 


j*   ) 


und  für  den  Schnittpunkt  der  Normalen  erhält  man  die  Koordinaten: 
^^'(^  —  y**^         a«  +  ft-  y'y**{x*  —  x**>i         0^  +  ^' 


Anmerkung  176.  Auf  analoge  Weise,  wie  in  Aufgabe  94,  erhält  man  für  den  Schnltt- 
punkt  T  der  Hyperbeltangente  mit  der  Hauptachse  die  Abscisse:  ^r^  =  -;;-,  also 
ist  die  Länge  der  Snbtangente: 


^i 


«1  — 


x^  a?! 
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Die  Länge  der  Tangente  ist  daher: 


Die  Abscisse  des  Fusspanktes  der  Normalen  ist: 


Xq  —  a?j 


a' 


daher  ist  die  Subnormale: 


Folglich  ist  die  Länge  der  Normale: 


V 


y'  +  "^  =  -^2-  Vx,^  h^  +  yi«a*  =  a  l/y ,«  (a^  +  ft«)  +  b*. 


Daraas  ergeben  sich  die  Sätze: 

Die  halbe  Hauptachse  der  Hyperbel  ist  mittlere  Proportionale 
zur  Abscisse  eines  Hyperbelpunktes  und  dem  Abschnitt,  welchen 
seine  Tangente  auf  der  Hauptachse  bildet 

Die  Normale  teilt  die  Abscisse  in  einem  konstanten  Ver- 
hältnis, d.  h.  wenn  0  der  Mittelpunkt,  E  der  Endpunkt  der  Abscisse,  N  der 
Fusspunkt  der  Normalen  ist,  so  ist: 

ONl  EN=  02  +  J2  .  2,2  ^  g2  .  ^2  __  a\ 

Die  Ordinate  OQ  des  Schnittpunktes  der  Normalen  mit  der  Nebenachse  erhält 
man,  wenn  in  der  Gleichung  der  Normalen  x  =  0  gesetzt  wird,  nämlich: 

«'  +  *- 


Figur  176. 


ä2       • 

Daher  haben  die  von  der  Normale  auf  der 
Achse  gebildeten  Abschnitte  das  Verhältnis: 

Da  aber  (siehe  Figur  176):  • 

FN:PQ=^FE:QS 

=  yi'yi — p yi 

a^A-b^ 
=  1 ' 1 

=  6« :  a\ 
so  folgt  wie  bei  der  Ellipse  der  Satz: 

Die  Abschnitte,  welche  auf  der  Normalen  durch  die  Achsen 
gebildet  werden,  verhalten  sich  umgekehrt  wie  die  Quadrate  der 
Halbachsen. 

Das  Rechteck  aus  den  Abschnitten  IN  und  PQ  der  Normalen  ist : 
PN'  PQ  =  Vy,^+EN^  .  Vx,^  +  Ä<?2  =\/ y2j^ li^L  .  \fx,^  + 
a^j/i^-j-b^x^^ 

oder  nach  Gleichung  39)  =  r^'^ ;  d.  h. : 


yi^<^* 
b^ 
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Das  Rechteck  aus  den  darch  die  Achsen  gebildeten  Ab- 
schnitten einer  Hyperbelnormale  ist  gleich  dem  Quadrate  des 
Halbmessers,  welcher  in  der  konjugierten  Hyperbel  zum  Halb- 
messer nach  dem  Hyperbelpunkt  konjugiert  ist. 

Das  Lot  vom  Mittelpunkt  auf  die  Tangente: 


X  x^ 


.yyi 


—  1=0 


erhält  man  ans  Teil  I,  Aufgabe  15.    Es  wird: 


folglich : 


P'== 


P 


ab 


*2    » 


,.'2  • 


Multipliziert  mau  das  Lot  auf  die  Tangente  mit  der  Länge  der  Normale,  so 
erhält  man: 


a 


2 


=  bK 


9  = 


Das  Lot  vom  Mittelpunkt  auf  die  Normale  wird  dagegen: 

Es  folgen  daraus  die  Sätze: 

Das  Bechteck  aus  dem  Lot  vom  Mittelpunkt  auf  die  Tangente 
und  dem  zum  Halbmesser  nach  dem  Berührungspunkt  konjugierten 
Halbmesser  ist  gleich  dem  Bechteck  aus  den  Halbachsen.    Und: 

Die  halbe  Nebenachse  ist  mittlere  Proportionale  zur  Normale 
und  dem  Lot  vom  Mittelpunkt  auf  die  Tangente. 


Figur  177. 


Erörterung  85.    Auch  die  Brennpanktseigenschaften  der  Ellipse  haben 
bei  der  Hyperbel  ihre  Analogien. 

Da  nach  der  Definition  der  Hyperbel  (siehe  Erörterung  76)  die  Differenz 
der  Brennstrahlen  PF^  und  PF  eines  Hyperbelpunktes  P  konstant  ==  2  a  ist, 
so  wird  in  dem  aus  den  Brennpunkten  F  und  F^  und  dem  Hyperbelpunkt  P 
gebildeten  Dreieck  (siehe  Figur  177)  PF^—PF  =  PD  =  2a  sein;   der  geo- 
metrische Ort  für  D  ist  somit  ein  Kreis 
um  F^  mit  2a,  der  Leitkreis.    Ein 
um  P  mit  PF  beschriebener  Kreis  be- 
rührt den  Leitkreis  in  i>.    Also: 

Die  Hyperbel  ist  der  geo- 
metrische Ort  für  die  Mittel- 
punkte aller  Kreise,  welche  durch 
den  einen  Brennpunkt  gehen  und 
den  Leitkreis  des  andern  Brenn- 
punktes berühren;  je  nachdem  die 
Berührung  eine  äussere  oder  umschlies- 
sende  ist,  erhält  man  den  einen  oder 
andern  Zweig  der  Hyperbel  Daraus 
folgt  die  geometrische  Losung  der  Auf- 
gabe: Die  Schnittpunkte  einer  Geraden 
mit  einer  durch  Brennpunkte  und  Leit- 
kreis gegebenen  Hyperbel  zu  zeichnen. 
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Da  die  Polargleichung  der  Hyperbel  für  einen  Brennpunkt  als  Pol: 

,      e^  —  a^ 

q  =  H = — 

ist,  so  erhält  man  die  Ordinate  des  Brennpunktes,  oder  den  Halbparameter, 
wenn  man  qp  =  90^  setzt;  es  wird  somit  der  Parameter: 

47)...  2i,  =  2— ^— =  ^  =  2a(e»-l), 
woraus  folgt: 

47a)...  a  =  -^^^,     6»  =  aj,  = -^^5^. 

Daher  kann  man  die  Hyperbelgleichung  auch  schreiben: 

bezogen  auf  Brennpunkt  i<\ :     bezogen  auf  Brennpunkt  I : 

48)  .  .  .  Q  = ^  „^  ,  0  = ^  -^, . 

^  ^        ecosq^+l  ^  eco8g)+l 

Für  die  folgenden  Untersuchungen  soll  I\  als  Pol  gewählt  werden;  also  ist: 


ecosq)+l  ' 

wo  das  obere  Zeichen  für  den  vom  Brennpunkt  entfernteren,  das  untere  für  den 
dem  Brennpunkt  näheren  Zweig  gilt. 

Anmerkung  177.  Die  beiden  Abschnitte  einer  Brennpnnktsehne  erhält  man,  wenn  man 
in  Oleichung  48)  entweder  beide  Vorzeichen  berttcksichtigt  oder  <p  am  180^  wachsen 
lässt,  wobei  aber  nar  positive  Werte  von  q  berücksichtigt  werden  dürfen  (siebe 
Teil  I|  Erörterung  3).    Der  erstere  Fall  tritt  ein,  solange  eco9g)>>l,  also: 

cosq)  >  — ,     cos^q)  >  — g- ,    sin^q)  <1 1 §-  oder  <C ^2 —  > 

O  G  CO 

also: 

tg^q)<e^  —  l  oder  < — ^ —  oder  <-^, 

d.  h.  qo  kleiner  als  der  halbe  Asymptotenwinkel  (siehe  Erörterung  78)  ist 

Man  erhält  somit  für  die  beiden  Abschnitte  der  Bi-ennponktsehne,  welche  mit 
der  Hauptachse  den  Winkel  <p  bildet,  solange  <p<X  ist: 

P  P 


wenn  (p>X  ist: 

_  P _  P 

Daher  ist  die  Länge  der  ganzen  Brennpunktsehne  (im  ersten  Falle 
=  Qi  —  ^2»  i"^  zweiten  =^1  +  ^2)- 

-^   i^C08^<p —  l   ' 

je  nachdem  der  Nenner  positiv  oder  negativ  ist 

Das  Bechteck  aus  den  beiden  Abschnitten  der  JBrennpunkt- 
sehne  ^ird: 

,,         ,  P' 

^1^2  — :t  (^s^^^Sy^l^- 
Daher  ist: 

Qi  +  Qi  ^^ 
QiQi  P  ' 
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oder: 

Die  Länge  einer  Brennpnnktsehne  steht  znm  Bechteck  aas 
ihren  Abschnitten  in  konstantem  Verhältnis;  oder: 

Das  harmonische  Mittel  ans   den  Abschnitten  einer  Brenn- 
pnnktsehne ist  gleich  dem  halben  Parameter. 

Der  Halbmesser,  welcher  mit  der  Hauptachse  den  Winkel  (p  bildet,  hat  nach 
Erkl.  141  den  Wert: 

ab  a  Ve^  — •  «*  a  V^  —  1 


r  = 


Vb^  cos^  if  —  a*  sin^  tp         Ve-  cos^  (p  —  a*         Va^cos^  (p  —  1 
_  P 

V^  —  1   V€^C0S^<P—1     ' 

daher: 

t^  = 


(6^  —  1)  («2  COS*  <p—l)' 

Multipliziert  man  aber  die  Länge  der  Brennpnnktsehne  mit  der  Länge  der 

2p 
Hanptachse,  oder  mit      g__  >  ,   so  erhält  man  den  vierfachen  Ansdmck^  wie 

für  r^,  also: 

Das  Rechteck  ans  einer  Brennpnnktsehne  nnd  der  Hauptachse 
ist  gleich  dem  Quadrat  des  zur  Sehne  parallelen  Durchmessers. 

Da  nach  Aufgabe  110  r^^  —  rg^  konstant  ist,  wenn  r^  und  r,  konjugierte 
Halbmesser  der  H^'perbel  und  ihrer  konjugierten  bezeichnen,  so  folgt  aus  dem 
vorigen  Satze: 

Die  Differenz  zweier  Brennpunktsehnen,  welche  zu  konja- 
gierten  Durchmessern  parallel  gehen,  ist  konstant. 

Anmerkung  178.    Sind  JR^  und  E^  zwei  aufeinander  senkrechte  Halbmesser  der  Hyperbel 
und  ihrer  konjugierten,  so  ist  nach  der  vorigen  Anmerkung: 

also: 

-"'1  F 

Da  sich  B^  auf  die  konjugierte  Hyperbel  bezieht,  so  ist: 

Folglich  ist: 

1-  —  -inT  =  l^r («  —  1)  i^^cos^V  +  e^stn^^P  —  2)  = 


J^  2  jf^  2       ^2    V«     i/  VC    ».uro     ^  -y-  c     o..,r    ^  U,   ,  , 

also  konstant. 

Sind  «1  und  s^  die  zu  B^  und  E^  parallelen  Brennpunktsehnen,  so  ist  nach 
der  vorigen  Anmerkung: 

daher: 

J 1 \(\ 1_\        (g^  — l)(g^-2) 

Ey^         Äg«    —  2a  V«!         «g/  i?2 

oder: 

Die    Differenz    der    reciproken  Werte    zweier    zu    einander 
senkrechten  Brennpunktsehnen  ist  konstant. 

Anmerkung  179.    Die  Abscisse  eines  Hyperbelpunktes  sei  (vom  Mittelpunkt  gegen  den 
Brennpunkt  t  hin  positiv  gemessen)  =  x^^  der  Brennstrahl  vom  Punkte  /,  aus 


in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


Der  ausfährliclie  Prospekt  und  das  ansfilhrllche  Inhalts* 
rerzeiolmis  der  „Yollständig  gelösten  Aufgabensammlung  von 
Dr.  Ad.  Kleyer''  kann  Ton  jeder  Bnchhandlang,  sowie  Yon  der 
Verlagshandlnng  gratis  und  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  und  gut  brochiert,  um  den  sofortigen  und  dauern- 
den  Gebrauch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
und  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreise  von  25  Pfg.  i)ro  Heft. 

5).  Die  Reihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  ans  dem  Prospekt  ersichtlich,  ohne  jede  Bedeutung 
für  die  Interessenten. 

()).  Das  Werk  enthält  Alles»  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  für  Schüler  aller  Schalen,  das 
beste  Handbach  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  Yorzüglichste  Lehrbach 
zum  Selbststadiam,  das  Yortrefflichste  Nachschlagebach  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


Das  vollständige 

Inhaltsyerzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Druok  von  Carl  Hammer  in  Stuttgart. 
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Zwett«r  TetL 

einzelnen  Linien  zweiten  Grads. 
rts.  V.  Heft  1343.  —  Seite  385—400. 

Mit  3  Figuren. 
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Vollständig  gelöste 


Aufgaben  -  Sammlung 


-  nebst-Anhäiigen  ungelöster  Aufgaben  für  den  Schnl-  &  Selbstunterricht  - 

mit 

Angabe  nnd  EntTicUnng  der  benutzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  In  Fragen  nnd  Antworten 

erläutert  durch 

viele  Holzschnitte  &  lithograph.  Tafeln, 

aus  allen   Zweigen 

der  Rechenkunst^  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  u.  sphärischen 
Trigonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  u.  höheren  Mathematik  (höhere  Analysis, 
Differential-  u.  Integral-Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Baumes  etc.);  — 
aus  allen  Zweigen  der  Physik,  Mechanik«  Graphostatik,  Chemie 9  Geodäsie,  Nautik, 
mathemat.  Geographie,  Astronomie;  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbahn-,  Wasser-, 
Brficken-  u.  Hochbaues;  der  Konstruktionslehren  als:  darstell.  Geometrie,  Polar-  u. 

Parallel-PerspectiTe,  Schattenkonstruktionen  etc.  etc. 

für 

Schüler,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 

zum  einzig  richtigen  und  erfolgreichen 

Stadium,   zur  Forthülfe  bei  Schularbeiten  und   zur  rationellen  Terwertong 

der  exakten  Wissenschaften, 

herausgegeben  von 

I  ]>r«  Adolpli  KJleyer, 

Mathematiker,  vereideter  königl.  preusB.  Feldmesser,  vereideter  grossh.  hessischer  Qeometer  I.  Klasse 

in  Frankfurt  >.  M. 

unter  Mitwirkung  der  bewährtesten  Kräfte. 
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Analytische  Geometrie  der  Ebene. 

Zweiter  Teil. 
Die  einzelnen  Linien  zweiten  Grads. 

Nach  System  Kleyer  bearbeitet  von  Professor  H.  Cranz. 

Fortsetzung  von  Heft  1343.  —  Seite  385—400.    Mit  3  Figuren. 

Inhalt: 

Die  Hyperbel.    -  UebungEtanfgabeu  Ober  die  Hyperbel. 

Stuttgart  1894. 

Verlag  von  Julius  Maier. 

Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 
durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 

PROSPEKT. 

DieseB  Werk,  welchem  kein  ähuliclieg  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3 — 4 
Heften  zu  dem  bllligren  Preise  von  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichticr- 
sten  und  praktischsten  Aufgraben  aus  dem  Gesamt^eblete  der  Mathematik,  Physik, 
Meetaaniky  math*  Geographie,  Astronomie ,  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbahn-, 
Brtteken-  und  Hochbaues,  des  konstruktiven  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  Tollstiicdig 
grelOster  Form,  mit  lielen  Figuren,  Erklärungen  nebst  Angabe  und  Entwickeling  der 
l>enntzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  verstandlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieiüolben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
TeUe  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selhst&ndigen  Ka[>i- 
teln  angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelösten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
äberlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titeiblatt,  InhaltsTerzeich- 
nis,  Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärungen  Über  das  betreifendc  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch  naturwisser.- 
schaftlichen  Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  I.  nnd  11.  Ord.,  gleich- 
berechtigten höheren  Bärgerschnlen ,  Privatschulen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro- 
gjmnasien ,  Schullehrer  -  Seminaren ,  Pol)  teehuiken ,  Techniken ,  Bangewerk&eholen, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techu.  Yorbereitungsschulen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildungsschulen,  Akad(^mien,  Universitäten,  Land-  und  Forst wissenschaftsschnlen, 
Militärschulen,  Torbereitungs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  flir  das  Einjährig- Frei- 
willige- und  Offlziers-Examen,  etc. 

Die  Schüler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  luiJ 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese.  Schritt  für  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  fiberaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stfitze  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  zum  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zn  lösen,  die  jtp- 
habten  Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  verwerten.  Lust,  Liebe 
und  Yer>täudnis  für  den  Schul-Unterricht  wird  dadurch  erlialten  und  belebt  werden. 

Den  Ingeuienreu,  Architekten,  Technikern  und  Fachgeno'sen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergesseneu 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Berufs- 
zweigen Torkomuienden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Verwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 
*  Alle  Buchhandlungen  nehmen   Bestellungen   entgegen.     Wichtige  und  praktische  Auf- 

gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc  ,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.,  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart.  Die  YerlagshaiidlnDg. 
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=  ^|,  vom  BreDDpnnkte  2^  aas  =  q,  die  zngebörig^eii  Werte  der  Anomalien  seien 
9i  und  fp.    Dann  ist: 

QlCOS(f^  =  X^'{'e,       QCOS(p  =  X^  —  Ö, 

also: 

cosfpi  =  — *— ^ — ,      cos(p  = 


^1  '  Q  ! 

Setzt  man  diese  Ausdrücke  in  die  Brennpnnktgleichong^  der  Hyperbel  : 

g (e^  —  1)  _  g(g'-"l) 

^'        6  COS  qpj  üp  1 '    ^  e  cos  (jp  +  1 

ein,  wo  das  obere  oder  nntere  Vorzeichen  ^t,  je  nachdem  der  Hyperbelpnnkt  auf 
dem  rechten  oder  linken  Ast  liegt,  d.  h.  je  nachdem  x^  positiv  oder  negativ  ist, 
so  findet  man: 

_      (gc^  —  ä)Qi  __    ( — aa^-\-a)'Q 

^*""  «(^i  +  ««)  +  ^i  '    ^^  B{x^  —  aej^' 
folglich: 

für  positives  x^:    g^  =z  -^(a-\-  «a?i),    ^  =  -[-  (ex^  —  a), 
für  negatives  x^:   Qi  =  —  (o -|- ex{)y    ^  =  —  (earj  —  a). 

Für  das  Rechteck  ans  den  beiden  Brennstrahlen  erhält  man  somit  in  beiden 
Fällen:  2    s      ..s 

Ist  nnn  r^  der  Halbmesser  nach  dem  Hyperbelpnnkt,  so  ist  die  Gleichung 
der  Hyperbel,  da  y^  =  r^  ^x^: 

h^x^^  —  a«  (rj«  —  x^^  =  aH\ 
woraus: 

oder: 

^x^  =  a2  (ri2  +  ^  —  a«),  oder:  ««äTi«  =  r^s  4-  q^  (««  ^  l) ; 

daher  ist:  % 

^^i  =  ''i'  + «'(«'- 2). 

Ist  nun  r,'  der  zu  r^  koigug^erte  Halbmesser  der  koiyugierten  Hyperbel,  so 
ist  nach  Aufgabe  110: 

ri«  —  r^^  =  a2  —  6^ 

daher: 

rjj'«  =  rj2  — ««  +  «>«  =  n«  — a«  +  e«  — a2  =  r^«  +  a«  (a«  —  2), 
oder: 

r^«  =  r,'2  —  a«  (e«  —  2), 
folglich : 

oder: 

Das  Rechteck  ans  den  beiden  Brennstrahlen  nach  einem 
Hyperbelpnnkt  ist  gleich  dem  Quadrat  des  zum  Halbmesser  nach 
dem  Hyperbelpunkt  konjugierten  Halbmessers  der  konjugierten 
Hyperbel. 

Anmerkung  180.  Die  Lote  q  und  q*  auf  die  Hyperbeltangente  von  den  Brennpunkten 
jPund  F^  aus  findet  man  aus  Teil  I,  Aufgabe  21,  wenn  man  dort  a;j  =  4-^  bezw. 
—  e  und  yi  =  0  setzt.    Dann  wird: 

(«a?!  —  a)ab^  (aar, -f-a)aft^ 

oder  mit  Rücksicht  auf  Aufgabe  110: 

hiex-^^  —  a)  {€X^-\-d)'h 

Cr 8112,  Analytische  Geometrie  der  Ebene.    II.  25 
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oder  mit  Bäcksicht  auf  Anmerkung  179: 

je  nachdem  x^  positiv  oder  negativ  ist. 

Fiir  das  Rechteck  aus  beiden  Loten  erhält  man  somit  in  beiden  Fällen: 

oder  wegen  Anmerkung  179: 

(Das  Produkt  qq*  ist  negativ,  weil  die  Tangente  zwischen  den  Brennpunkten 
hindurchgeht;  siehe  Teil  I,  Erkl.  32). 

Es  folgt  also  der  Satz: 

Das  Rechteck  aus  den  Loten  von  den  Brennpunkten  auf  eine 
Hyperbeltangente  ist  gleich  dem  Quadrat  der  halben  Nebenachse. 

Anmerkung  181.   Auf  gleiche  Weise  wie  in  Erörterung  73  wird  der  folgende  Satz  bewiesen: 

Die  Tangente  der  Hyperbel   halbiert  den  Winkel   zwischen 
den  Brennstrahlen  nach  dem  Berührungspunkt 

Anmerkung  182.  Auch  der  Satz  von  Anmerkung  152  gilt  für  die  Hyperbel,  wenn  der 
feste  Punkt  ausserhalb  des  Kreises  liegt.  Im  folgenden  soll  ein  direkter  Beweis 
desselben  gegeben  werden: 

Die  Gleichung  der  Tangente  ist: 
die  Gleichungen  der  Lote  von  den  Brennpunkten  auf  die  Tangente  sind: 


und 


/ 


Daraus  folgt: 


Setzt  man  also: 

a?!  =  — a^{x  +  e)a^     y^  =  ^2^.^ 

in  die  Gleichung  der  Tangente,  so  erhält  man: 

1 

x^  -\-y^  +  ex  * 

daher:  »/     i    x  72 

a^{x  +  €)  — h^y 

^1=  x'^  +  y^±ex  '      y  =  a^j^y'i  +  ex' 

Da  nun  der  Berührungspunkt  x^,  y^  auf  der  Hyperbel  liegt,  so  ist: 

a2  «>2    —  1» 

^^^^ '  a«  (ar  +  e)^  —  b^y^  =  (a?«  +  y«  ±  ex)^ 

d.  h. : 

a^x^  ±2aex-^  a^e^  —  e^y^  +  a^y^  =  (x^  +  y^)«  +  2€X  (x^  +  y^ '+  ^^ 
oAer: 

{x^-^y^)(a^^y2—a^)±2ex{x^'\-y^  —  a^)-\-e^-(x^  +  y^  —  a^=0, 

oder: 

(ar^  +  y2  _  ^2)  (^.2 _^ yS  +  2ex  +  e^)  =  0; 

es  ist  also  entweder: 

a;2-f-y2  =  a2,  oder:  0:2  +  ^2  + 2^0:4- e«  =  0,  d.h.:  (a: ± i?)^  +  y«  =  0. 
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Die  erste  Gleichiing  stellt  den  Scheitelkreis,  die  zweite  ein  imaginäres  Oe- 
radenpaar  dar,  welches  geometrisch  hier  nicht  in  Betracht  kommt  Es  folgt  daher 
der  Satz: 

Die  Fasspunkte  der  Lote  von  den  Brennpunkten  auf  eine  be- 
liebige Hyperbeltangente  liegen  auf  dem  Kreis  über  der  Haapt- 
achse  als  Durchmesser.    Oder: 

Durchläuft  die  Spitze  eines  rechten  Winkels  einen  Kreis,  und 
dreht  sich  einer  seiner  Schenkel  um  einen  festen  Punkt  ausser- 
halb des  Kreises,  so  berührt  der  andere  Schenkel  eine  Hyperbel, 
deren  Hauptachse  der  Durchmesser  des  Kreises  ist. 

Anmerkung  183.    Liegen  (unter  Voraussetzung  des  Brennpunktes  F^  als  Pol)  zwei  Tan- 
genten [siehe  Aufgabe  109,  h),  Gleichung  35a)]  vor: 

Q  €08  (f  (a  cosq)^  +  ^)  +  ^  <*  ^*^  <P  si«(jPi  +  (^  —  a^  =  0 


Q'C08qi(aco8(p2'^e)-\'Qasinq)8tnq}2i.(!^^  —  ^*)  =  0, 
Q  cos  (f  (co8q)i  ip  fi)  -j-  ^  sin  qp  stn  (Pi  il?  =  0 


und 

oder: 

und 

Q cos qp  (cos q)^Zfe)^Q sin qp  sin qP2 ii>  =  0, 

so  findet  man  für  die  Koordinaten  ^',  qp'  des  Schnittpunktes,  gerade  wie  in  Auf- 
gabe 98,  die  Ausdrücke: 

cos r 


p'  cos  qp'  =  +  » 1 • • 

^  ""         _, ^l  +  (P2  _.    9^1  — <P8 


±  e  cos         ' — cos 


p  stncp  =  +  » i 

±  B  cos    ^^    '    ^'    —  cos    ^^         ^* 


J 


daher: 


und 


,^^.  =  ,,.ji±ft 


^'^±p 


±BCOS    ^'     '     ^^ COS   ^^         ^' 

Daraus  folgt: 

Der  Brennstrahl  nach  dem  Schnittpunkt  zweier  Hyperbel- 
tangenten halbiert  den  Winkel  zwischen  den  Brennstrahlen  nach 
den  Berührungspunkten. 

Anmerkung  184.    Wie  in  Anmerkung  154  folgt  aus  dem  vorigen  Satze  der  weitere: 

Der  Winkel,  unter  welchem  das  zwischen  zwei  festen 
Hyperbeltangenten  liegende  Stück  einer  dritten  Tangente  Yom 
Brennpunkt  aus  gesehen  wird,  ist  konstant 

Anmerkung  186.    Liegt  die  Mittelpunktsgleichung  der  Hyperbel  vor,  so  stellt: 

die  Polare  des  Punktes  a^j  y*  dar  (siehe  Anmerkung  171).    Setzt  man  x*  =^±e, 
y  =  0,  so  erhält  man  als  Polare  des  Brennpunktes  jF\  die  Gerade: 

a^  a  1 


«   —      ^   e(fi2  — 1)  ' 
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und  die  Polare  des  Brennpunktes  F  hat  die  Gleichung: 

a^         .    a  .  1 


Diese  Geraden  stehen  also  senkrecht  zur  Hauptachse,  und  zwar,  da  e>a  ist, 
zwischen  Mittelpunkt  und  Scheitel. 

Sie  enthalten  (vergl.  Erörterung  73)  die  Pole  aller  durch  den  betreffenden 
Brennpunkt  gehenden  Sehnen.    Dies  lässt  sich  auch  direkt  nachweisen: 

Eine  durch  den  Brennpunkt  F  gehende  Gerade  hat  nach  Teil  I,  Erörterung  9 
eine  Gleichung  von  der  Form: 

e    '     m 
Soll  diese  identisch  sein  mit: 

so  muss: 

1 


XX' 

— 

yy 

a2 

b^ 

= 

e 

und  - 

x' 

a« 

« 

62  m 

daher: 

«'  =  - 

e 

d.  h.  der  Pol  x\  y*  liegt  auf  der  Polaren  des  Brennpunktes  F  in  dem  Abstand  — 
von  der  Hauptachse.  *** 

Die  Polare  eines  Brennpunktes  nennt  man  wie  bei  der  Ellipse  die  Direktrix. 

Die  Verbindungslinie  des  Brennpunktes  F  mit  dem  Pol: 

e   *     ^  m 

der  Brennpunktsehne: 

^    ,    y 

—  +  -^—1  =  0 

hat  nach  Teil  I,  Erörterung  8  die  Gleichung: 

—  x y  A =  0, 

oder,  da  6*  =  e?  —  a*  ist : 

X         y    ,     e 

—  H —  =  0, 

woraus  in  Verbindung  mit  Teil  I,  Aufgabe  29  hervorgeht,  dass  die  Verbindungs- 
linie eines  Brennpunktes  mit  dem  Pol  einer  durch  ihn  gehenden 
Hyperbelsehne  senkrecht  auf  der  Sehne  steht 

Der  Abstand  des  Hyperbelpunktes  x^  von  einer  Direktrix,  beispielsweise  der- 
jenigen des  Brennpunktes  F^^  ist: 


(a2\  ,    a  a-^-ax. 


Nach  Anmerkung  179  hat  aber  der  Brennstrahl  den  Wert  +(«  +  ea?i)i  ^^ 
verhält  sich  jener  Abstand  zum  Brennstrahl  wie  — :  + 1  =  1 :  +  «• 

Man  kann  daher  die  Hyperbel  auch  mit  Hilfe  der  Direktrix  definieren: 

Die  Hyperbel  ist  der  geometrische  Ort  aller  Punkte,  deren 
Abstand  von  einer  festen  Geraden  (Direktrix)  zum  Abstand  von 
einem  festen  Punkt  (Brennpunkt)  ein  gegebenes  Verhältnis  l:+£ 
hat,  wo  8  grösser  als  die  Einheit  ist. 
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Figur  178. 
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Erörterimg  86.  Fällt  man  von  einemHyperbelpunktP  (siehe  Figur  178) 
das  Lot  PB  auf  die  Hauptachse  und  zieht  vom  Fusspunkt  B  an  den  Scheitel- 
kreis ^e  Tangente  BS,  so  ist,  wenn  man  den  Winkel  BOS  mit  ß  bezeichnet: 

cosß        cosß 
Setzt  man  also  in  der  Gleichung  der  Hyperbel: 


X 


2 


r-  _ 


& 


statt  x^  den  Ausdruck 


a' 


o^  ein,  so  erhält  man: 


cos^ß 

.2 


1  oder 


b^        cos^ß  cos^ß ' 

daher : 

y  =  PB  =  btgß. 

Man  kann  somit  die  Mittelpunktsgleichung  der  Hyperbel  auch  durch  die 
beiden  Gleichungen: 

a 


49)  ...  ^ 


X 


'  cosß  ^ 
y  =  htgß 

ersetzen.    Der  Winkel  ß  bildet  dann  ein  Analogen  zur  excentrischen  Anomalie 
der  Ellipse. 

Für  die  konjugierte  Hyperbel: 


a 


erhält  man: 


50)  ...  < 


^         cosß ' 
x*  =  atgß. 


Anmerkimg  186.    Da  die  Winkel  a^  and  «2»  welche  zwei  koi\jngierte  Dorchmesserrich- 
tUDgen  mit  der  Hauptachse  bilden,  nach  Aufgabe  110  durch  die  Relation: 

tg(Xi'tga2  =  +--x 


O" 


▼erknüpfb  sind,  so  müsste,  wenn  ß^  und  ß^  ^^^  ^^^  Endpunkten  der  konjngierten 
Durchmesser  entsprechenden  Hilfs winke!  sind: 
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^9 
also: 


yi         hsinß^                   _  ^2  _  ^^*^ft 
a-  =  —  = and   tga  =  —  = 


2  sinß^  sinß^  =  -y ,    oder:    sinß^'Sinß^  =  1 


sein,  was  unmöglich  ist,  da  der  Sinus  eines  Winkels  stets  ein  echter  Brach  ist 
Versteht  man  jedoch  anter  ß^  den  HUfswinkel,  welcher  dem  reellen  Endpunkt  des 
koiy agierten  Dorchmessers  in  der  konjugierten  Hyperbel  entspricht,  so  ist: 


x^         astnß^  ' 

daher: 

b^   sinß,  b^        ,  .    ^  ./,,,/» 

tgai'tga^  =  -^  -^7^  =  -^,  oder:  stnß^  =  stnß^,  d.  h.  ^^  =  ß^. 

Den  Endpunkten  zweier  koigugierten  Halbmesser  entspricht  derselbe  HOfs- 
winkel;  man  erhält  also  konjugierte  Halbmesser  der  beiden  konjugierten  Hyperbehi, 
wenn  man  in  den  Punkten,  wo  eine  beliebige  Tangente  des  Scheitelkreises  die 
Achsen  schneidet.  Lote  auf  den  Achsen  errichtet  bis  zum  Schnitt  mit  den  koiga- 
gierten  Hyperbeln. 

Anmerkung  187.  Um  die  Längen  zweier  konjugierten  Halbmesser  durch  den  Hilfs- 
winkel ß  auszudrücken,  beachte  man,  dass  r^^  =  x^^-^-y^^,  r^^  =  ar^'^+y,'*  ist; 
daher: 

^»*  =  7^  +  *^'^*^'   '•«"  =  7^  +  «^'^*^' 

oder: 

a^  +  b^stn^ß  ,^        b^  +  a^sin^ß 

^1  ""         cos^ß         '       ^    ■"■         cos^ß 
Aus  beiden  Gleichungen  folgt: 

a^^b^-l-b^sin^ß  —  a^sin^ß        (a^  —  &«)  (1  —  m««/J)         ,     „ 

/f    2  ____  4>    *Z    ^-^  '  ^^-     .^-^__^— .^^.^^^— ^-^-^^^—  -    fl*  —  O". 

'^i        "^^    —  cos^ß  cos^ß  ^         ' 

wie  schon  in  Aufgabe  110  bewiesen.    Femer  ist: 

yi  _  y«' 

J-  n •  — r 

-       a^i^r^'  +  y^y,'  -        ^tgß_^tgß^   -"^  {a^^b^)8inß^ 

cosß  "^  cosß 

Erörterung  87.  Nach  Erörterung  78  ist  tiie  Hyperbel  gleichseitig, 
wenn  der  Asymptotenwinkel  =  90^,  also  A  =  45*^,  tgl=:lj  dsJier  b  =  a  ist; 
ihre  Gleichung  lautet  also  dann: 

51)  .  .  .  x''  —  y^  =  a\ 

Da  6  =  a,  so  ist  i*  oder  e^ —  a*=  a*,  also  «*=  2a*,  also  6*  =  2,  «  =  v'2; 
Man  erhält  daher  die  Brennpunkte  der  gleichseitigen  Hyperbel,  wenn  man  an 
den  Scheitelkreis  unter  45°  Neigung  gegen  die  Achsen  Tangenten  zieht  Ke 
konjugierte  Hyperbel  wird  ebenfalls  gleichseitig  und  hat  denselben  Scheitelkrel^ 
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Damit  die  allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades  eine  gleich- 
seitige Hyperbel  darstelle,  muss  (siehe  Erörterung  79  und  80): 

-(A  +  OJB'-AAC)  ^^^^    (A^C-Bcosoi)(B'-4.AC)  ^^ 

G  '  Gsin^o)  ' 

also :        bei  rechtwinkligen  Koordinaten :   A-\-C=0  oder  A  =  —C, 

bei  schiefwinkligen  „  :   ^  +  ^  —  B cos (0  =  0  sein; 

ausserdem  B*  —  4lAC  positiv  und  O  von  Null  verschieden. 

Bezogen  auf  einen  Brennpunkt  als  Ursprung   lautet   die  Gleichung  der 
gleichseitigen  Hyperbel:  ^ 

{x±aV2Y—f/  =  a\ 

bezogen  auf  einen  Scheitel  als  Ursprung: 

x*±2ax'-y*=z0. 
Die  Polargleichung  des  Brennpunktes  wird: 

Q  =  ±"77= :=^y 

V2co8q)  +  1 

der  Parameter  2p  =  2a(e^—])  wird  =  2a;  die  Polargleichung  kann  auch  in 
die  Form  gebracht  werden: 

a{V2cosq)  +  i) 

^""~      2  cos^cp  -^      ' 

oder  da  2cos*qp  — 1  =  co8  2(p  ist  (siehe  Kleyer,  Lehrbuch  der  Goniometrie): 

,    a{V2cos(p  +  i) 

^       ~~  cos2q> 

wo  das  obere  Vorzeichen  vor  dem  Bruchstrich  auf  den  Brennpunkt  F^y  das 
untere  auf  den  Brennpunkt  F  geht  und  das  obere  Vorzeichen  im  Zähler  den 
Ast  rechts,  das  untere  den  Ast  links  bezeichnet 

Die  Gleichung  der  Tangente  im  Punkte  x^,  y^  wird: 

xx^  —  yy^  =  a*,  bezogen  auf  den  Mittelpunkt,  und 

QCO8(p{cos(f^  +  ^f2)'{-Qsin(psin(p^±^a  =  0  für  den  Brennpunkt  F^  als  Pol. 

Die  Gleichung  der  Normale  wird  für  die  Mittelpunktsgleichung: 

xy* -\-yx*  —  x'y':=:  0 

und  für  die  Polargleichung  des  Brennpunktes  F^:  ^ 

(  — 1/77\        ,      asinq).V2 

Qcosfp stnq)^  —  q smcp  [cos(p^ -f  V 2;  ^  +  —z=z — ^     _ — . 

y2cosq>^  +  l 

Anmerkung  187  a.    Das  Lot  vom  Mittelpunkt  auf  die  Tangente  hat  bei  der  gleichseitigen 
Hyperbel  (siehe  Anmerkung  176)  den  Wert: 

ö*  2  X,  y, 

p  =  —  — - ,  das  auf  die  Normale :  i  •  i 


Die  Abscisse  des  Fusspunktes  der  Normale  wird  =  2a:|,  die  Subnormale  =  x^; 

die  Länge  der  Normale  =  Vx^'-^-y^-. 

Die  Normale  der  gleichseitigen  Hyperbel  ist  also  stets  gleich 
dem  Halbmesser. 

Femer  folgt  aus  dem  in  Anmerkung  176  angeführten  Satze: 

Das  zwischen  den  Achsen  liegende  Stück  der  Normalen  einer 
gleichseitigen  Hyperbel  wird  von  der  letzteren  halbiert 
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Ist  r^  der  Halbmesser  nach  dem  Pankte  ar,.  ^,  der  gleichseitigen  Hyperbel, 
80  folgt  aus  Aufgabe  110,  wenn  man  dort  ä^  =  b^  setzt,  dass: 

rJ^  = =  r  2 

Ferner: 
r^r^'siny  =  c^  oder,  da  r^  =  r^'  ist:  r^siny  =  a*,  also:  «f«y  =  — ^, 

Ferner: 

tgai'tga2=  1,  woraus  folgt,  dass  «^-[-«2  =  90®  ist. 

Ans  Aufgabe  111  folgt,  dass  der  Winkel  des  vom  Punkte  x',  ^  an  die 
gleichseitige  Hyperbel  gelegten  Tangentenpaares  durch: 

a  V^a^a  —  y'«  —  a« 
/^  t;  = ^^2-p  -72 gegeben  ist. 

Da  xf^'\-y*^  nur  verschwinden  kann,  wenn  o:'  =  y'  =  0  ist,  so  gehen  nur 
vom  Mittelpunkt  aus  rechtwinklige  Tangenten  an  die  gleichseitige  Hyperbel;  es 
sind  dies  die  Asymptoten. 

Führt  man  den  Hilfswinkel  ß  auch  für  die  gleichseitige  Hyperbel  ein,  so 
werden  ihre  Gleichungen: 

X  =  aicosßf    y=iatgß\ 
daraus  erhält  man: 

y  =  xstnß, 

Aufgabe  112.  Die  Asymptoten  einer  durch  ihre  Mittelpunktsgleichung  in 
einem  schiefwinkligen  System  gegebenen  Hyperbel  zu  bestimmen. 

Anflösnng.  Es  sei  Ax^']-Bxy-\-Cy^'{-H  =:  0  die  Gleichung  einer 
Ellipse  oder  Hyperbel,  bezogen  auf  ein  rechtwinkliges  oder  schiefwüikliges 
Koordinatensystem  mit  dem  Mittelpunkt  als  Ursprung. 

Man  führe  nach  Teil  I,  Aufgabe  6,  Polarkoordinaten  ein,  indem  man  setzt: 

r»in((p  —  co)  rsmq> 

X  — ;  ,     y  —      :         , 

sino)  sino) 

dann  wird  die  Oleichung: 

62)  .  .  .  r*  =  -T  - 


} 


A  sin^  (cp  —  cül)  —  B  sin  {(p  —  o)  sin  q>  +  Csivl^q> ' 

Für  die  Ellipse  ist  nun  H  negativ  und  B^  —  4AC  negativ  (siehe  Erör- 
terung 58).  Daher  ist  nach  Erkl.  4  der  Ausdruck  im  Nenner  stets  positiv,  also 
r  stets  reell. 

Die  Gleichung  52)  liefert  daher  für  die  Ellipse  stets  zwei  reelle,  endliche, 
nur  durch  das  Vorzeichen  verschiedene  Werte  des  Halbmessers. 

Bei  der  Hyperbel  ist  dagegen  H  positiv  oder  negativ,  B^  —  AAC  positiv. 
Folglich  ist  nach  Erkl.  3  für  zwei  Werte  von  ff  der  Nenner  in  Gleichung  52)  =  0, 
nämilich  (siehe  Erkl.  145)  für: 

^q^  ,  3  _  sinw{2Acosa}  —  B±VB'  —  4AC) 

bö)  .  .  .  tgk  —  g-^^  ^^^2^  ^Bcoso}  4-  C) 

Liegt  ein  rechtwinkliges  Koordinatensystem  zu  Grunde,  so  wird: 
54)  .  .  .  tgl  = —^ . 
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Da  nun  in  diesem  Falle  der  Nenner  von  r*  =  0  wird,  so  wird  r=  oo. 
Den  beiden  Werten  von  l  entsprechen  also  unendlich  grosse  Halbmesser;  sie 
stellen  daher  die  Asymptotenrichtungen  dar. 

Für  die  zwischen  l^  und  l^  liegenden  Werte  von  cp  (wo  l^  und  X^  die 
Wurzeln  der  Gleichung  53)  bezw.  54)  sind,  ist  r  reell,  wenn  H  negativ, 
imaginär,  wenn  H  positiv  ist;  umgekehrt  bei  positivem  K 


80  wird: 


oder: 


Erkl.  146.    Wenn: 

A  «»*(<p  —  <o)  —  Bsin  (tp  —  cü)  sintp  -|-  Cain'^fp  =  0, 


sin  ((f-to)         B+  VB^  —  ^AC 
8in(p                            2A                ' 

sinto         B+  VB^  —  4AC 

cos  tu  — •      ■ —    ■■■                  -  ■ ■    --, 

tgtp                      2A 

2A8in(o                            2A8into  {2Acos(o  —  B  +  V B^  —  ^^C) 

2AC03IO- 

-B+VJ^-^AC                (2Acos(ü  -  BP  -  (B^  -  4AC) 

sinfoi^Acosta  —  B  +  VB^  —  ^AC) 

oder: 

igtp  = 


2  (A  coa^oi  —  Bcosm  +  C) 
Aus  ErkL  3  ergiebt  sieb,  dass  der  Aasdruck: 

A  sin^  ((f  —  üi)  —  B  sin  (tp  —  oi)  sin  fp-^-C  sin'^tp  =  0 

für  diejenigen  Werte  von  «f  positiv  ist  (^ei  positivem  A),  welche  zwischen  den  beiden  Werten 
X.  und  X^  liegen,  wo  l^  und  A,  die  Wurzeln  der  Gleichung  53)  sind;  dagegen  negativ  für  die 
Werte  von  (^,  welche  zwischen  iL,  und  A,  Uegen.  Also  wird  der  rechte  Teil  der  Gleichung  52) 
für  die  Werte  von  ip  zwischen  X^  und  X^  das  entf^egengesetzte  Zeichen  von  H  haben,  dagegen 
für  die  Werte  von  tp  zwischen  A,  und  X^  das  gleiche  Vorzeichen  wie  H. 

Anmerkung  188.  Da  für  ^  =  ;l  der  Ausdruck  für  r^  unendlich  wird,  so  fallen  für  jede 
der  beiden  Asymptotenrichtungen  zwei  Punkte  der  Kurve  im  Unendlichen  zusammen, 
die  Asymptoten  berühren  also  die  Hyperbel  im  Unendlichen.  Jeder  der  beiden 
unendlich  entfernten  Schnittpunkte  des  Asymptotenpaares  mit  der  Hyperbel  ist  Pol 
der  durch  ihn  gehenden  Asymptote,  daher  ihre  Verbindungslinie,  d.  h.  die  Gerade 
im  Unendlichen,  Polare  des  Schnittpunktes  der  Asymptoten,  d.  h.  des  Mittelpunktes. 

Anmerkung  189.    Die  Gleichung  des  Asymptotenpaares  ist: 

55)  .  .  .  Äx^-'\-Bxy  +  Ciß=:Q, 

wie  man  leicht  nachweisen  kann,  wenn  man  die  Gleichung: 

A  sin^q)  (qp  —  «)  —  B sin  (qp  —  to)  sin  <p-\-C^xp 

r^  ,..  ,.  .  ,  r  sin  (cd  —  tu)  rsinw        ^  ^ 

nut     .  g     multipliziert  und  x  = r^ ,  y  =  — : setzt 

stn^m  '^  stnm  stnm 

Ist  also  die  Hyperbel  auf  ein  Paar  koiyugierter  Halbmesser  r^  und  r^'  be- 
zogen, so  ist  das  Asymptotenpaar  gegeben  durch: 


-o  2 


55  a)  .  .  .      2  ^  ^  <2  ^^  ^» 


^l  ^2 


und  für  die  Achsengleichung  durch: 

56b)  ...  -^2 p"  =  ^• 


Die  Gleichungen  der  einzelnen  Asymptoten  sind  also: 

X         r^         ,    X  r, 

-r  und  —  =  — 


y       ^i  y  V  ' 


d.h.:  Wenn  man  aus  zwei  konjugierten  Halbmessern  einer  Hyperbel 
bezw.  ihrer  konjugierten)  ein  Parallelogramm  konstruiert,  so  liegt 
die  vierte  Ecke  auf  einer  Asymptote  (siehe  Figar  179). 
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Figur  179. 


Da  die  Tangente  im  Endpunkte  eines  Durchmessers  paraUel  dem  koigagierten 
Dorohmesser  ist,  so  werden  die  Seiten  des  Parallelogramms,  welches  dorch  die 
Endpunkte  von  zwei  konjugierten  Durchmessern  gelegt  ist  und  dessen  Seiten  parallel 
diesen  Dorchmessem  sind,  Tangenten  an  die  Hyperbel  bezw.  ihre  konjugierte  sein. 
Die  Durchmesser  AA^^  BB^  sind  aber  Mittelparallelen  dieses  Parallelogramms  und 
seine  Ecken  liegen  nach  dem  vorigen  Satze  auf  den  Asymptoten;  daraus  folgt: 

Das  von  den  Asymptoten  begrenzte  Stück  einer  Hyperbel- 
tangente wird  im  Berührungspunkt  halbiert  und  ist  gleich  dem 
zum  Berührungsdurchmesser  konjugierten  Durchmesser. 

Anmerkung  189a.  Zieht  man  (siehe  Fignr  179)  parallel  zur  Tangente  MN^,  welche  die 
Hyperbel  in  A  berührt,  eine  Sehne  DDy,  welche  das  Asymptotenpaar  in  C  und  C^ 
und  den  Dorchmesser  OA  in  E  schneidet,  so  ist  nach  belumnten  Sätzen  der  Plani- 
metrie  (siehe  Sachs- Kleyer,  Lehrbuch  der  Planimetrie): 

MAiNA  =  CE'.C^E, 

daher  mit  Eücksicht  auf  den  letzten  Satz  von  Anmerkung  188: 

CE=C^E. 

Da  aber  der  Darchmesser  OA  koigugiert  zur  Richtung  MN^  oder  CC^  ist, 
so  halbiert  er  auch  die  Sehne  DD^\  daher  erhält  man:  CD  :=.  C^D^,  oder: 

Die  zwischen  Hyperbel  und  Asymptoten  liegenden  Stücke 
einer  Hyperbelsehne  sind  einander  gleich. 

Anmerkung  190.    Ist  — ^ ^  =  1  die  Gleichung  einer  Hyperbel,  bezogen  auf  ein 

Paar  konjugierter  Dnrchmesserrichtungen,  und  — ?- 1^  =  0  die  Gleichung  des 

Asymptotenpaares,    so  ist    für  eine  beliebige    zur  F-Achse   parallele  Sehne    die 
Ordinate  y  der  Hyperbel: 


also  (siehe  Figur  179)  die  Ordinate  von  Punkt  D: 

yi  =  +  '•«' V-S--1' 


»•i 
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von  Punkt  Z>, :  i/"^^* 

y«  =  —  '•2'  V  THT  —  1 ; 

dagegen  die  Ordinate  Y  des  Schnittpunktes  zwischen  Sehne  nnd  Asymptote: 

daher  die  Ordinate  von  C: 

Y^  =  +  r,' 
die  Ton  C^: 


n 


Es  ist  somit: 
CD 


X 
X 


CD,  =  y,  -  y,  =  r,'(-^  +  V^- 1)  =  DC,> 
daher  ist  das  Eechteck  aus: 

CDCD,  =  (r,-yO(ri-yO  =  r,'«.(-^-^  +  l)  =  r,'^ 

oder  mit  Worten: 

Das  Bechteck  ans  den  beiden  Abschnitten  einer  Hyperbel- 
sekante, welche  zwischen  ihrem  Schnittpunkt  mit  einer  Asymptote 
einerseits  und  den  Schnittpunkten  mit  der  Hyperbel  andererseits 
liegeu,  ist  konstant,  gleich  dem  Quadrat  des  parallelen  Halb- 
messers der  konjugierten  Hyperbel. 

Läset  man  nun  die  Sekante  parallel  mit  sich  selbst  vorrücken,  so  wächst  die 
Länge  von  CD^  mit  wachsendem  x,  d.  h.  mit  der  Entfernung  der  Sekante  vom 
Mittelpunkt.    Daher  muss  CD  beständig  abnehmen.    Daraus  folgt: 

Das  zwischen  Hyperbel  und  Asymptote  gelegene  Stück  einer 
Sekante  nimmt  mit  wachsender  Entfernung  der  Sekante  vom  Mittel- 
punkt beständig  ab.  Die  Hyperbel  nähert  sich  vom  Scheitel  an  der 
Asymptote  beständig,  eireicht  sie  aber  erst  in  unendlicher  Ent- 
fernung. 

Anmerkung  191.  Bezogen  auf  die  Asymptoten  als  Achsen  lautet  die  Hyperbelgleiohung 
nach  Aufgabe  108:  ^ry  =  -7-.  Da  nun  (siehe  Kleyer^  Lehrbuch  der  ebenen  Trigono- 
metrie) xy  Sinti  der  luhalt  des  von  den  Koordinaten  und  den  Achsen  des  Punktes 
Xy  y  gebildeten  Parallelogramms  ist,  und  für  dieselbe  Hyperbel  sinta  konstant  ist, 
so  ist  auch  xyainto  konstant. 

Der  Inhalt  des  durch  die  Asymptoten  und  die  zu  ihnen  durch 
einen  Hyperbelpunkt  gezogenen  Parallelen  gebildeteiy  Parallelo- 
gramms ist  konstant. 

Anmerkung  192.  Die  Tangente  der  Hyperbel  hat,  bezogen  auf  die  Asymptoten,  die 
Gleichung  (siehe  Aufgabe  109): 

^yi  +  ar,y—  2-  =  0; 

daraus  folgt  mit  Rücksicht  auf  Teil  I,  Erörterung  16,  dass  die  Abschnitte,  welche 

die  Tangente  auf  den  Achsen  bildet,  m  =  -r —  und  n  ==  — —  sind.    Der  Inhalt 

^y\  £x^ 

des  von  der  Tangente  und  den  Asymptoten  gebildeten  Dreiecks  ist  aber: 

1  ,            e*5ino> 
-rrm^n-sinv}.  also  =  -r , 

2  SaTj^i 
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oder  wegen  Anmerkung  191: 

e^  sin  (o  •  4 


2 


=  -TT^smto, 


Also : 


Der  Inhalt  des  von  einer  Hyperbeltangente  and  den  Asymp- 
toten gebildeten  Dreiecks  ist  konstant  und  zwar  gleich  dem 
doppelten  Inhalt  des  Parallelogramms,  welches  von  den  auf  die 
Asymptoten  bezogenen  Koordinaten  des  Berührungspunktes  ge- 
bildet wird. 


Anmerkung  193.    Die  auf  die  Asymptoten  bezogenen  Koordinaten  der  Scheitel  erhält 
man,  wenn  man  in  der  Asymptotengleichung  x  =  y  setzt,  also: 

Koordinaten  der  Scheitel,  bezogen  auf  die  Asymptoten:   a;  =  y  =  ±-s"- 


Figur  180. 


Sind  durch  den  Brennpunkt  F  (s.  Figur  180) 
die  Parallelen  FM  und  FN  zu  den  Asymptoten 
gezogen,  so  ist,  da  F  auf  der  Halbierungsgeniden 
des  Asymptoten  winkeis  liegt: 

OM  =  x  =  ON=p  =  FM, 

daher  Dreieck  OifF  gleichschenklig;  dsß  Lot  MQ 
auf  OF  halbiert  daher  OF,  und  man  eihftlt  ans 
dem  Dreieck  OMQ: 

■    '^  =  y  =  — 4-' 

2cos  — 

wenn  a  der  Asymptotenwinkel  ist.  Aber  nach 
Erörterung  77  ist: 

Ol         b 


'^T=«' 


daher : 

X 


(U 


^V^  +  .  =  V^^-±T 


cos  -. 


folglich  sind    die  Koordinaten   der  Brennpunkte    in  Bezug  auf  die 
Asymptoten: 


a:  =  y  =  -jr—  = 
•^        2a 


2  cos 


fü 


Anmerkung  194.  Sind  rr^,  y^\  x^^  y^  die  auf  die  Asymptoten  bezogenen  Koordinaten 
zweier  Eyperbelpunkte,  so  ist  nach  Teil  I,  Erörterung  8  die  Gleichung  der 
Sehne: 

aber  wegen  der  Gleichung  der  Hyperbel  ist: 


yi  =  T:r-»    ^2  = 


daher: 


4ari  ' 


4^2  ' 


X 


oder: 

a?  (g^  —  4  a?!  yg) 
4ari 


(^-yJ-y('^^-^)  +  ''»y»-T6^  =  «' 
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»der:  -,         y         ^  +  4a?,y, 

oder: 

a^ya  +  a:iy  =  — +  a:iy2- 

Daraus  ergiebt  sich  wieder  die  schon  früher  [Aufgabe  109,  Gleichnng  36)] 
erwähnte  Gleichnng  der  Tangente,  wenn  man  x^^  y^  mit  x^^  y^  zusammenfallen  lässt. 

Anmerkung  195.    Gehen  zwei  Sehnen  durch  denselben  Hyperbelpunkt  x^,  y^,  so  sind 
ihre  Gleichungen:  ^ 

a^y8  +  ya:i  =  — +  ariy8; 

die  Abschnitte,  welche  dieselben  auf  den  Achsen  (Asymptoten)  bilden,  sind  also 
nach  Teil  I,  Erörterung  16: 

«2 


4- +  ^1^2 

auf  der  X-Achse:  — 


y% 

X  +  ^i^a 
auf  der  F-Achse:  — 


^1 


=  ^1+ 

4y2 

und 

^1+ 

4y,' 

+y. 

und 

4Xj 

+  ^8- 

^ 

^ 

ys- 

-y« 

Die  Differenz  der  Abschnitte  ist  also: 

auf  der  XAchse:  -. ^       —  ^ 

4y2        4y3         2         yjys 

auf  der  F-Achse:  y^  —  y^. 

Sind  also  die  Punkte  ar^,  y2  und  0^3,  yg  auf  der  Hyperbel  fest,  der  Punkt 
^1)  y\  beweglich,  so  folgt,  da  die  Differenz  der  Abschnitte  auf  den  Asymptoten 
von  x^  und  y^  unabhängig  ist: 

Verbindet  man  zwei  feste  Hyperbelpunkte  mit  einem  be- 
liebigen dritten,  so  schneiden  die  Verbindungsgeraden  auf  den 
Asymptoten  Strecken  von  konstanter  Länge  ab. 

Anmerkung  196.   Es  seien  x^^  y^,  bezogen  auf  die  Asymptoten,  die  Koordinaten  für  den 
Endpunkt  des  Halbmessers  Tj,  dann  ist  nach  Teil  I,  Aufgabe  6: 

rcosqp  =  aji-j-y^co^ft»,    rÄincp  =  yi^mo»; 

daher :  o  ^^„ 

e^  cos  OD 

ri»  =  arj«  +  2x^y^  cosa,-}-  y^-  =  x^^  +  y^«  -\ — . 

Nun  ist  aber:  ^ 

w  =  2A.  und  tgX  =  —  , 

daher: 

cos  (u  =  cos  2  A  =  2  cos^  X  —  1 ; 

h 
aus  tgX=^  —  folgt: 

1  —  cos^  X  h^         e^  —  a^ 

cos^X  a^  ä^      ' 

daher: 

cos^  X  =  —ö- ,  also :  cos  oi 


folglich : 

»'i'  =  ^1' + y  1*  H 5 — • 
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Für  einen  zweiten  Halbmesser  r,  ist: 

Sollen  die  beiden  Halbmesser  koigagiert  sein,  so  ist  nach  Aufgabe  110,  OL  39a): 

folglich  mnss  sein: 

V  +  yi'  +  ^2'  +  y«^  +  2«*  — «^  =  2a2-<?2, 
oder: 

Daraus  folgt: 

oder,  wenn  man  den  imaginären  Halbmesser  r,  dorch  den  reellen  der  koigagierten 
Hyperbel  ersetzt:  

Nun  ist  aber  die  Gleichung  der  konjugierten  Hyperbel: 

x^  •  ya'  =  — T-   (siebe  Erörterung  84), 
daher  ist: 

<'+y2''+2Vy2'  =  V+yi*-Y  =  ^i*+yi'-2^iyi' 

folglich : 

^%  +  y»'  =  ±  (^1 — yi),   a?a' —y^  =±  (a?i + yi), 

folglich : 

Man  erhält  daher  den  Satz: 

Schneidet  man  zwei  konjugierte  Hyperbeln  durch  Paralleleo 
zu  den  Asymptoten,  so  erhält  man  die  Endpunkte  konjugierter 
Halbmesser. 


S.  Uebungsaufgaben  Über  die  Hyperbel. 

Vebnngsaufgabe  258.    Die  Mittelpnnktsgleichung  einer  Hyperbel  ist: 

a:*  +  4a;y4-y«  — 8  =  0. 
Ihre  Achsen  zu  bestimmen  und  die  Hyperbelgleichung  auf  die  Achsen  zu  transfonnieren. 

Auflösung.    Es  ist: 

^>«  ^  a«  ~  +  8  ""  4  ' 
4  12  S 


a^ft«  ""  64  ■"  16' 
Quadriert  man  die  erste  dieser  Gleichungen  und  addiert  die  zweite,  so  erhält  man 

-p-  +  -^  =  ±y,  daher:  **=3-,  a«  =  8; 
somit  die  Gleichung  der  Hyperbel,  bezogen  auf  die  Achsen: 

^     ^y' 

8  2     ■*~-^' 

Für  die  Richtung  der  Achsen  erhält  man: 

ig2a  =.___.   =00,   2a  =  90^   «  =  45*. 


Uebangsanfgaben  Über  die  Hyperbel.  399 

Vebungsanflgabe  269.    Von  der  Hyperbel: 

ir*+6a?y  — 3y2  — 5  =  0 
die  Asymptoten  anzugeben  und  die  Hyperbelgleicbung  auf  sie  zu  transformieren. 

AuflQsung.    Die  Oleicbnng  des  Asymptotenpaares  ist  nach  Anmerkung  189: 

Der  Winkel,  welchen  sie  mit  der  X-Achse  bilden,  ist  gegeben  dnrch: 

tgX  =  — :3g =  i  +  jV3. 

Der  Winkel  zwischen  den  Asymptoten  ist  nach  Anfgabe  4»  Gleichnng  23): 

,    VB^^^äC  1/48  ^r- 

um  die  lineare  Excentricität  e  zu  erhalten,  beachte  man,  dass: 

J 1 Ä  +  C    _  2      _4 B^  —  ^ÄC         48 

b^        a«  "~  H       ^  b  '     a^b^  ~"  H^  "~  25  ' 

daher  wie  bei  der  vorigen  üebnngsanfgabe : 

b^  "^  a^  "~     aH^      ""5    ^    "^^ 
daher: 

a  -^ö  —4.    ^2^2     .  ^2j,  —  g  V13, 

aber  a^-^b^  =  ^,  folglich  wird  die  Asymptotengleichong: 

6      ,— 


Vebnngian^be  S60.    Der  Winkel  zwischen  den  Asymptoten  einer  Hyperbel  ist 
0)  =  60^  ihre  Hauptachse  hat  die  Länge  2a  =  6.    Was  ist  die  Gleichung  der  Hyperbel? 

Auflösung.    Nach  Erörterung  78  ist  ^^  -—  =  — ,  also : 


folglich  die  Gleichung: 


"9         T"^^' 


Die  Excentricität  ist:  

e  =  Va2  +  ft2  =  21/3; 

folglich  ist  die  Asymptotengleichung: 

xy  =  3. 


Vebungsauflgabe  261.    Die  Koordinaten  eines  Hyperbelponktes,  bezogen  auf  die 
Achsen,  sind  8,  10;  die  lineare  Excentricität  ist  6;  was  ist  die  Aehsengleichung? 

Auflösung.    Zur  Bestimmung  von  a^  und  b'^  hat  man  die  Gleichungen: 

^-J^  =  ,,    ..  +  ».  =  36; 
daraus: 

a*  — 200  a2  + 2304  =  0,    a«  =  100  — 4  V^isT, 
also: 

52  =  — 64+4  Vm. 
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XTebnngsan^abe  262.   Was  ist  der  Asymptotenwinkel  and  was  die  Achsengleichimg 
einer  Hyperbel,  für  welche  die  lineare  Excentricität  =12,  die  numerische  =  3  ist? 

Anfldsnng.    Es  ist: 

e  =  ae  ==  12t    «  =  3, 
daher: 

a  =  4,     b^=:.e^  —  a^=  144—16  =  128; 

folglich  die  Gleichung: 

^ y!__- 

16         128 
Der  halbe  Asymptotenwinkel  ist  gegeben  durch: 


b         Vl28  /-  /- 


XTebungflaufgabe  263.     Zwei   konjugierte  Halbmesser  einer  Hyperbel  haben  die 
Länge  5  und  7,  il^  Z wischen winkel  sei  45^    Was  sind  die  Achsen? 


und 


Auflösung.    Man  hat: 

a«  —  ft2  =  r^2  ^  r^2  =  49  —  25  =  24 


daraus: 


also: 


35      — 
ah  =  r^r^siny  =  5'7-5m45^  =  -^  V2', 

a        b         2iV2         ,        /aV      24  l/ 2      a 

y~«  =~^5-'  "^""^  \t) — 35~'y"-i  =  ^» 

a  12  V2±  /1453 


b  35 

also  nach  Multiplikation  mit  ab: 


a«  =  12+^726,5,     b^  =  Vl2ß,b—]2. 


Vebungsauf^be  264.    Wie  gross  ist  das  Lot  von  einem  Brennpunkt  auf  die 
Asymptoten? 

Auflösung.    Ist  X  der  halbe  Asymptotenwinkel,  so  ist  das  Lot  =  esinX; 

b      .  .  sin^X  b^         e^  —  a^ 


folglich: 


also  das  Lot: 


a  ' 

ACi  •       ^ 

—  sin^ 

'k 

sinX 

e 

» 

Ve^  — 

0«  = 

b. 

a^  ^       a« 


ITebungsaufgabe  265.    Es  soll  die  Gleichung  der  Tangente  an  die  gleichseitige 
Hyperbel  x^  —  y^  =  1  in  dem  Punkte  aufgestellt  werden,  dessen  Abscisse  =  +  3  ist 

Auflosung.    Vermöge  der  Hyperbelgleichung  erhält  man  für  die  Ordinate  des  Be- 
rührungspunktes:    2  V2,     Die  Gleichung  der  Tangente  ist  also: 

Sx^2V2i/  =  l. 
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PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  alinlicheg  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3 — 4 
Heften  zn  dem  billigren  Preise  von  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtift- 
sten  und  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik,  Physik, 
Meehanik,  math.  Geographie,  Astronomie ,  des  Maschinen- ,  Strassen-,  Elsenbahn-, 
Brücken-  und  Hochbanes,  des  konstrnktiTen  Kelohnens  etc.  etc.  und  zwar  in  Tollständir 
gelöster  Form,  mit  tlelen  Figuren,  Erkl&rongen  nebst  Angabe  und  Entwickelnag  der 
benutzten  Sfttze,  Formeln,  Begeld  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grossere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  Ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbstflndigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  nngel$sten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösang  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  Inhaltsrerxeich- 
nis,  Berichtigungen  und  erl&uternde  Erklärungen  Ober  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch  naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  I.  und  IL  Ord.,  gl<9ch- 
berec^htlgten  höheren  Bflrgersehnlen,  Priratsehulen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro- 
gjrmnaslen,  Schnllehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Bavgewerksehnlen, 
Gewerbeschulen,  Handelssehnlen,  teehn.  Yorbereitungsschnlen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  Universitäten,  Land-  und  Forstwissensehaftssehnlen, 
Militärschulen,  Torbereitnngü- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Eli^ährig- Frei- 
willige- und  Offlxiers-Examen,  etc. 

Die  Schüler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese,  Sehritt  fttr  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung Immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  nnfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prflfuugen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  flberans  grosse  Frochtbarkelt  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgefahrt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  far  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  zani  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  in  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  verwerten.  Lust,  Liebe 
und  Verständnis  für  den  Schul-Ünterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fnohgeno>isen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Bernds- 
zweigen  rorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weitereu  praktischen  Verwertungen  und  weiteren  Forschnngen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.,  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart.  Die  Yerlagshandlung. 
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Vebnngsan^abe  266.    Welche  Gleichnng:  hat  das  Tangentenpaar  vom  Punkte  8,  2 
an  die  Hyperbel: 


AnflStimg.    Nach  Aufgabe  111  erhält  man: 

(T-f-0(f-^-0-(^-T-0'-«. 


oder: 

(15a:  —  14y  —  35)»  +  18  (ba^  —  7y«  —  35)  =  0, 
oder: 

9a:«--12a:y  +  2y«  — 30  a; +  28y  + 17  =  0, 
oder: 

9(a:  — 3)«— 12(ar  — 3)(y  — 2)  +  2(y  — 2)«  =  0. 
Der  Winkel  des  Tangentenpaares  ist  daher  nach  Aufgabe  4  gegeben  durch: 

yi44— 4.9.2  6  V2 

tgv  = =  -n— 

Um  die  Berfihmngspnnkte  zn  finden,  stellt  man  die  Gleichung  der  Polare  für  den 
Schnittpunkt  der  Tangenten  auf: 

^ ir-— 1  =0,  oder  15a:— 14y  —  35  =  0, 


7  5 

und  bestimmt  ihre  Schnittpunkte  mit  der  Hyperbel.    Man  erhalt: 

7  49  7 

af  =  35(5  +  2y),     ai*  = -^  i2b  +  209 -\-i!,')  =  j  (6 -{-!,'), 

also  * 

7  (25  +  20y  +  4y2)  =  45  (5  +  tf%  oder :  17y*  —  140y  +  50  =  0, 

und  _ 

70  ±  ViObO         70  ±ibV2        ,  105  ±  42  vT 

y  = yj = 17 '  ^«^•-  *  = 17 • 


ITebungsaufgabe  267.  In  einer  Hyperbel,  deren  Asymptotenwinkel  60^  beträgt, 
macht  ein  Durchmesser  35^  gegen  die  eine  Asymptote;  was  ist  der  Neigungswinkel  des 
koigugierten  Durchmessers  gegen  dieselbe  Asymptote? 

Auflösung,   Es  seien  ßi  und  ß^  die  Neigungswinkel  der  beiden  koogugierten  Bich- 

(O  (kl 

tungen  gegen  eine  Asymptote,  to  der  Asymptotenwinkel,  dann  sind  /}|  —  —  und  ß^  —  -r- 
die  Neigungswinkel  der  Durchmesserrichtungen  gegen  die  Hauptachse,  und  es  ist  wegen 

Ol  b 

Aufgabe  10,  Gleichung  37)  und  weil  <^-r-  =  -—  ist: 

«         et 


oder: 


{t9ßi  -  tg  y)  {tgß^  -t9j)  =  t9'  f  (l  +  tgß^  tg  j)  (l  +  tgß,  tg  y). 

t9ßit9ß%-t9^{t9ßx  +  tgß*)+tg'^  =  tg'^+tf^ifgßi+tgß^  +  tgßi  t9ßit9*j, 

oder:  /  «\ 

t9f(}-\-t9^j)ii9ßi-^t9ß^  =  tgßitgß»{i-¥Y), 

oder:  ^ 

tgßi+igß,  _  ^"^^'y 
tgßitgßi  .0» 

CraDx,  Analytische  Geometrie  der  Ebene,   n.  26 
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oder  (siehe  Kleyer,  Lehrbuch  der  Goniometrie): 

tgßi  +  tgß^ 


woraus : 
oder: 

also  in  unserem  Falle: 


tgß^{2ctgtütgß^---l):=tgß^, 

tgß^    

^^Pi—   2ctg(ütgß^^^' 


tgß^  =  -^ 


tgSb^ 


0,7002 


,    1^2  =  —  74M2' 40". 


tg  ^b"^  ctg  60^  —  l  0,1914 

Die  konjugierte  Richtung  macht  also  mit  der  andern  Asymptote  einen  Winkel 
von  U^  42'  40".  

XTebungsaufgabe  268.  An  eine  Hyperbel  sei  eine  Tangente  im  Punkte  F  gezogen. 
Zum  Brennstrahl  nach  dem  Berührungspunkt  sei  durch  den  Mittelpunkt  die  Parallele 
gezogen;  wie  gross  ist  das  Stück  der  Parallelen  zwischen  Mittelpunkt  und  Tangente? 

Auflösung,  Die  Tangente  werde  von  der  Hauptachse  in  M,  von  der  Parallelen 
in  S  geschnitten,  so  ist  (siehe  Figur  181): 

OS:FF=^OM:MF=OM:e^OM; 
aber  nach  Anmerkung  176  ist: 


Figur  181. 


0M  = 


a 


2 


und  nach  Anmerkung  179  ist: 


daher: 


also: 


OSiBX^  —  a  =  — :  a  ß  — 


X, 


X, 


x^'a{ex^  —  a)  ' 
Man  erhält  also  den  Satz: 

Zieht  man  zum  Brennstrahl  nach  dem  Berührungspunkt  einer 
Hyperbeltangente  die  Parallele  durch  den  Mittelpunkt,  so  ist  das 
Stück  der  Parallelen  zwischen  Mittelpunkt  und  Tangente  gleich  der 
halben  Hauptachse. 


Figur  182. 


XTebungsaufgabe  269.  Zu  beweisen:  Das 
Stück  einer  Hyperbeltangente  zwischen  dem  Be- 
rührungspunkt und  einer  Direktrix  wird  vom  za- 
gehörigen Brennpunkt  aus  unter  rechtem  Winkel 
gesehen. 

Auflösung.  Es  sei  (siehe  Figur  182)  T  der 
Berührungspunkt,  P  der  Schnittpunkt  der  Tangente 
mit  der  Direktrix,  F  der  Brennpuiüit,  TF  schneide 
die  Hyperbel  zum  zweitenmal  in  7\,  so  ist  nach 
Anmerkung  185  T7\  die  Polare  von  P,  also 
halbiert  nach  Anmerkung  183  die  Gerade  FP 
den  Winkel  TFT^ ,  welcher  =  180<>  ist,  d.  h. 
-^  TPF  ist  ein  rechter  Winkel. 
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Vebtmgsftu^abe  270.  Aaf  die  Polare  eines  gegebenGn  Punktes  P  in  Bezug  auf 
eine  HyperbiS  sind  von  dem  Punkt  P,  vom  Mittelpunkt  und  den  beiden  Brennpunkten  ans 
die  Lote  gefWt    Die  Lftnge  dieser  Lote  anzugeben. 

Auflösung.  £s  seien  x^^  y^  die  Koordinaten  von  P,  dann  ist  die  Gleicbnng  der  Polare : 
Daher  ist  nach  Teil  I,  Aufgabe  21  das  Lot  vom  Mittelpunkt  auf  dieselbe: 

Die  Lote  von  den  Brennpunkten  (+  e^  0)  auf  die  Polare  haben  die  Längen : 
Das  Lot  von  P  auf  die  Polare  hat  den  Wert: 


Vebnngsanfgabe  871.  Zu  beweisen:  Zieht  man  durch  einen  Punkt  P  der  Hyperbel 
zwei  zu  einander  rechtwinklige  Sehnen  und  verbindet  ihre  Endpunkte,  so  geht  die  Ver- 
bindnngsgerade  durch  einen  festen  Punkt  auf  der  Normale  von  P. 

Auflösung.  Man  denke  sich  die  Oleichnng  der  Hyperbel  auf  ein  Koordinatensystem 
transformiert,  dessen  X-Achse  die  Tangente  in  P  und  dessen  Ursprung  P  ist.  Da  der 
Koordinatenursprnng  ein  Punkt  der  Kurve  ist,  so  muss  der  linke  Teil  ihrer  Gleichung 
far  o;  =  0,  y  =  0  verschwinden ;  die  Gleichung  muss  also  von  der  Form : 

Äa^'\-Bxy  +  Cy^-\'Dx'\-Ey  =  0  sein. 

Da  aber  die  XAchse  Tangente  sein  soll,  so  müssen  die  beiden  Werte  von  x^  die 
man  erhält,  wenn  man  y  =  0  setzt,  zusammenfallen;  es  muss  also  die  Gleichung: 

Atx^'\-Dx  =  0 

zwei  gleiche  Wurzeln  haben,  oder  es  muss  i>  =  0  sein. 

Die  Gleichung  der  Kurve  ist  also: 

Ax^  ■^Bxy'\-Cy^-\-Ey  =  0. 

Ein  durch  den  Ursprung  gehendes  Geradenpaar  hat  die  Gleichung: 

ax^  4"  ^^.y  +  ^y^  ==  ^• 

Soll  sein  Winkel  em  Rechter  sein,  so  muss  nach  Aufgabe  4:  a-j-^  =  0  sein;  die 
Gleichung  des  Geradenpaares  lässt  sich  dann  also  schreiben: 

x^'\'mxy  —  y*  =  0. 

Multipliziert  man  diese  Gleichung  mit  Ä  und  subtrahiert  sie  von  deijenigen  der 
Hyperbel,  so  erhält  man: 

xy{B-'Äm)-\-y^(C-\-A)-\-Ey  =  (i 
oder: 

x{B'^Afn)'\-y{A-\-C)'\-E=^0.     . 

Dieser  Gleichung  müssen  die  Koordinaten  aller  Schnittpunkte  genügen,  welche  die 
Hyperbel  und  das  Geradenpaar  gemeinsam  haben;  sie  steUt  also,  da  sie  vom  ersten  Grade 
ist,  die  Gleichung  der  Schnittsehne  dar.    Setzt  man  darin  a?  =  0,  so  erhält  man  für  den 

—  E 

Schnittpunkt  der  Schnittsehne  mit  der  F- Achse  (Normale)  den  Wert  y  =    .  ,  ^.  Dieser 

Ausdruck  ist  von  m,  d.  h.  von  der  Lage  des  Geradenpaares  unabhängig,  also  wi;rd  die 
Normale  von  der  Schnittsehne  in  einem  festen  Punkt  geschnitten.  ''^ 
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Anmerkung  197.  Da  nacB  Erörterang  87  für  die  gleichseitige  Hyperbel  ^  -|-  C  =  0 
ist,  80  fftllt  fGr  diese  der  Schnittpankt  der  Normale  mit  der  Verbindongegeradeo 
der  Endpunkte  rechtwinkliger  Sehnen  in  unendliche  Entfernung,  d.  b.  jene  Ver- 
bindungsgerade ist  parallel  der  Normale;  man  hat  also  den  Satz: 

Zieht  man  durch  einen  Punkt  einer  gleichseitigen  Hyperbel 
zwei  zu  einander  senkrechte  SehneUi  so  ist  die  Verbindungsgerade 
der  Endpunkte  dieser  Sehnen  parallel  der  Normale  des  Punktes. 

Vebungsaufgabe  272.     Zu  beweisen:    Wenn  eine  gleichseitige  Hyperbel  einem 
Dreieck  umb^chrieben  ist,  so  geht  sie  auch  durch  den  Schnittpunkt  der  Höhen. 


Es  seien  x^,  y^,  x^,  y^»  ^si  ^s  ^®  Gleichungen  der  drei  Hyperbel- 
punkte, so  ist,  wenn  diese  auf  der  Hyperbel  liegen: 


Daher: 
oder: 
ebenso: 
und 


(a?i — ^t)  (^1 + ^2)  =  (yi— y2)(yi+y2)» 
(a?2 — ^s)  (a^2 + ^s)  =  (y2  —  ys)  (yt + ys) 


(^s — a?i)  (^3 + «1)  =  (ys — ffi)  (ys + yi)- 

Sind   I,  17  die  Koordinaten  des  Schnittpunktes  der  HOhen,  so  ist  nach  Teil  I, 
Uebnngsaufgabe  80: 

(I— «8)(^i— ^2)  +  («7--y8)(yi— y2)  =  0, 

(I  —  a:,)  (a:,  —  arg)  +  (17  —  yj  (y,  —  yj)  =  0, 

(I— iT«)  (a?8— ^1)  +  («7  —  y2)(y8— yi)  =  o. 

Ersetzt  man  nun  die  Differenzen  x^—  x^,  x^  —  x^,  x^  —  x^  durch  die  Ansdrficke 

^1"T"^2 

so  erhält  man  für  die  Koordinaten  des  Höhenabschnittpunktes  folgende  Gleichongen: 

(I— ^s)(yi+y8)  +  ('7~y8)(a?i+iP2)  =  0, 

(S— ari)Cy8  +  y8)  +  («7  — yi)(^2+^8)  =  0, 

(I  — arj)  (yg  +  yj)  -j-(,y  —  y,)  (x^  +  X^)  =  0. 

Durch  Subtraktion  der  beiden  ersten  Gleichongen  erhfilt  man: 

(l+«2)(y8-yi)  +  (i7+y2)(a?8— «i)  =  o, 

oder,  da  x,-^x,  =  ^!^-l^l^hl.  i,,., 

(l+i»^2)(^8+^i)+(i7+y2)(y8+yi)  =  o. 

Daraus  folgt: 

^8+^1  __  ??+y2 
y8+yt         l+y2 ' 

während  man  aus  der  Gleichung  der  dritten  Höhe  erhält: 

^LiLs.  _-  _  !•— ^2 
„  ,        .  y8+yi  17— y2* 

Es  ist  somit: 

-|^  =  -fE^.   oder:    (i7  +  y,)(i7-y,)  =  (t  +  ar^(|-ai). 

oder: 

f^  —  Vt^^^  —  x^,   d.h.:   ^  —  r^  =  x^  —  y^^\ 

aber  da  :c^,  y,  ein  Punkt  der  gleichseitigen  Hyperbel  ist,  so  ist  x^--y^  =  a\  also  ist 
atich  1^  —  rj^  =  a^^  d.  h.  der  Höhenschnittpunkt  |,  17  liegt  auf  der  Hyperbel. 
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XTebungsan^abe  273.  Man  soll  den  geometrischen  Ort  ffir  die  Mittelpunkte  aller 
gleichseitigen  Hyperbeln  bestimmen,  welche  durch  drei  gegebene  Pnnkte  gehen. 

Auflösung.  Man  lege  das  Koordinatensystem  so,  dass  die  Z-Achse  durch  die  zwei 
ersten  Punkte  geht  und  die  F-Achse  durch  den  dritten ;  die  Koordinaten  der  drei  Punkte 
seien  a^,  0;  a^,  0;  0,  b^;  dann  muss,  wenn: 

die  Gleichung  der  gleichseitigen  Hyperbel  ist  (siehe  Erörterung  87): 

^aj«  +  Z>a,  +  i?'=0.  "^^  -^V  +  ^^8+^==0  sein. 

■ 

Aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  erhSlt  man  durch  Subtraktion: 

Z>  =  — ^(a^  +  aj); 
dies  in  die  erste  eingesetzt,  giebt: 

Ä  = ,  daher:  D  = \  i-r   v 

dies  in  die  dritte  Gleichung  eingesetzt,  giebt: 


^='w\r^-^)^ 


Daher  wird  die  Gleichung  der  gleichseitigen  Hyperbel,  welche  durch  die  drei 
Punkte  geht: 

F                             F              Fia.-^-a^           FlbJ  —  a,a^) 
a^  +  Bxy y2 f-L-LXiäL ^j -l iLi^i L_jLy  i  j^^^q, 

oder,  wenn  man  — j— ^  =  X  setzt: 

Man  setze  zur  Abkürzung: 

*«*  —  <*i  '»a        . 

«i  +  ^a  =  «.     A~  =  *' 

«'s 

so  ist  die  Gleichung  der  Hyperbel: 

ar^-j-Xary  —  y^  —  ax-^by-^-üiü^  =  0. 

Die  Koordinaten  |,  ^  des  Mittelpunktes  haben  dann  nach  Erörterung  79  die  Werte: 

X6  — 2a  Xa  +  2b 

S—  X2  +  4    *       ^"~     X2  +  4    ' 

daraus  folgt: 

X2|  +  X6  +  4|  — 2a  =  0,    X-17  — Xa  +  4i7— 2ft==0. 

Multipliziert  man  die  erste  dieser  Gleichungen  mit  17,  die  zweite  mit  |,  so  erhftlt 
man  durch  Subtraktion: 

^_^  2(afi-bi) 

ai-{-bfi 
Setzt  man  diesen  Wert  in  die  erste  Gleichung  ein,  so  wird: 

4|(ai7-6Ö«  +  25(ai7-6|)(a|  +  fti7)  +  2(2|-a)(a|  +  6i5f)«  =  0, 
oder,  wenn  man  die  Klammerausdrticke  auflöst  und  durch  ^(a^-\'b^)  dividiert: 

Dies  ist  nach  Erörterung  15  die  Gleichung  eines  Kreises,  weil  die  KoSffizienten 
von  a^  und  y^  einander  gleich  sind  und  der  von  a:y  =  0  ist  Der  Kreis  geht  durch  den 
Koordinatenursprung,  weil  das  Absolutglied  fehlt.  Da  der  Koordinatenursprung  der  Fuss- 
pnnkt  einer  Höhe  ist,  so  steht  zu  vermuten,  dass  er  auch  durch  die  Fnsspunkte  der 
anderen  Höhen  geht 
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Die  Gleichungen  der  Seiten  des  Dreiecks  sind: 

y  =  0  und  b^x-\-a^y  —  a^h^  =  0, 
Z^jor  +  aiy  — O163  =  0; 
die  Gleichungen  der  Höhen  sind  daher  nach  Teil  I,  üebungsanfgahe  80; 

a;  =  0,    a^x  —  h^y-^a^a^  =  0, 

Die  Fnsspnnkte  der  Höhen  babai  daher  die  Koordinaten: 

^-0,   y-0,    o:-       ^^2^ft^2       »    y-      a,«  +  V      ' 

<  +  V       '     '^^       <  +  V     " 
Nun  lässt  sich  die  Gleichung  des  Kreises  schreiben: 

|(2|-a)  +  i7(2i/-*)  =  0, 
oder: 

Setzt  man  nun  statt  |  und  17  die  obigen  Werte  für  die  Koordinaten  der  Höhen- 
füsspnnkte  ein,  so  verschwindet  die  linke  Seite  identisch;  der  Kreis  geht  somit  dorch 
die  Fnsspnnkte  der  Höhen  des  gegebenen  Dreiecks. 

Ans  der  Gleichung: 

i(i-l)+,G-|)=« 

folgt  femer,  dass  der  Kreis  durch  den  Punkt  |  ==  -^ ,  17  =  0,  d.  1l  durch  die  Mitte  der 
auf  der  X Achse  liegenden  Dreieckseite  hindurchgeht;  femer  geht  er  durch  die  Punkte: 

S  =  Y,    i7  =  -2-  und  g  =  0,  i/  =  y. 
Setzt  man  |  =  —  a^,  97  =  —  63  in  die  Gleichung  des  Kreises,  so  wird  die  linke  Seite: 

9 
dieser  Ausdruck  ist  =  0,  daher  geht  der  fi-agliche  Kreis  auch  durch  die  Mitte  der  zweiten 

Dreieckseite;  dasselbe  findet  man,  wenn  man  |  =  -^^2»  ^  =  o~^>  ^^^^  (siehe  Teil  1, 
Anmerkung  60). 

Anmerkung  198.    Aus  der  vorhergehenden  Uebungsaufgabe  folgt  der  Satz: 

Die  Mittelpunkte  allej  gleichseitigen  Hyperbeln,  welche 
durch  die  Ecken  eines  Dreiecks  gehen,  liegen  auf  dem  Feuerbach- 
sehen  Kreis  des  Dreiecks. 

Anmerkung  198  a.  Weitere  Uebungsaufgaben  erhält  man  durch  üebertragimg  der  meisten 
Aufgaben  für  die  Ellipse  auf  die  Hyperbel;  z.  B.  lassen  sich  die  Uebungsaufgaben 
204,  205,  206,  208,  209,  214,  215,  216,  218,  219,  221,  223,  224,  226,  227,  228, 
229,  230,  231,  232,  233,  234,  235,  236,  237,  238,  239  teilweise  unverändert,  teü- 
weise  mit  geringfügigen  Aenderungen  auf  die  Hyperbel  tibertragen. 


Vebungsau^abe  274.    Eine  durch  die  Brennpunkte  und  die  Hauptachse  gegebene 
Hyperbel  punktweise  zu  zeichnen. 

AuflSsimg.    Sind  in  Figur  183  FF^  die  Brennpunkte,  O  die  Mitte  von  FJF^,  so 
mache  OÄ  ==:  OA^  =^  ä,eT  halben  Hauptachse,  wähle  auf  der  Verlängerung  von  F^i  die 
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Punkte  Cj,  (7,,  Cg,  C^  n.  s.  w.  und 
beschreibe  nm  F^  mit  -^iCj,  -^i^a, 
A^C^,  A^C^,  nm  -F  mit  AC^,  AC^, 
ACq,  AC^  q.  8.  w.  Kreise,  welche 
einander  in  P^,  P/;  P,,  P,';  P3,  P3'; 
P4,  P/  n.  8.  w.  schneiden,  so  erhält 
man  denjenigen  Ast  der  Hyperbel, 
welcher  den  BreDopnnkt  F  einschliesst 
Um  auch  den  andern  Ast  zn  zeichnen, 
beschreibt  man  nm  i^  Kreise  mit  A^C^j 
A^C^j  A^C^y  A^C^  n.  s.  w.;  um  F^ 
solche  mit  -iCj,  AC^,  AC^,  AC^, 

Der  Beweis  für  diese  Konstruktion 
folgt  ans  der  Definition. 


Figor  188. 


Vebnngsan^abe  275.    Wenn  die  Brennpunkte  und  die  Hauptachse  einer  Hyperbel 
gegeben  sind,  die  Nebenachse  und  die  Asymptoten  zu  bestimmen. 


Auflösui^.  Ueber  der  Breon- 
punktsdistanz  FF^  (siehe  Figur  184) 
als  Durchmesser  werde  ein  Kreis  ge- 
zeichnet, in  den  Scheiteln  A  und  A^ 
die  Lote  AD  und  AD^  auf  der  Achse 
errichtet  und  DD^  gezogen,  welche 
das  Mittellot  von  AA^  in  B  schneidet, 
so  ist  0^  die  halbe  Nebenachse  und 
OD  und  OD^  sind  die  Asymptoten; 
denn  nach  dem  pythagoräischen  Lehr- 
satz ist: 
OB^  =  AJi^  =  OD^—OA^  =  e2 


Figur  184. 


a 


2 


F,       A, 


und: 


tg  FOD  =  AD:OA=^b:a. 


ITebungsaufgabe  276.    Wenn  von  einer  Hyperbel  die  Brennpunkte  und  ein  Leit- 
kreis gegeben  sind,  die  Hyperbel  punktweise  zu  zeichnen. 

Auflösung.   Es  sei  (s.  Fig.  185)  ^^^'*''  ^®^' 

um  F  der  Leitkreis  mit  Halbmesser  2  a  ^ -J^  / 

beschrieben,  ziehe  nach  ihm  von  P^  aus  \ 

die  Sekante  F^  Q  P,  ziehe  FQ  und  FR 
und  Parallelen  dazu  durch  P^,  so  er- 
hält man  die  Hyperbelpunkte  P  und  P'. 
Denn  das  Dreieck  F^QP  ist  ähnlich 
mit  FQB,  also  wie  dieses  gleich- 
schenklig, daher  ist: 

PF'-FFi^PF--PQ  =  FQ  =  2a] 

ebenso  ist  Dreieck  FP*  R  ähnlich  mit 
QFR,  daher: 

P'F^'-P'F=^FR^2a. 

Legt  man  von  Pj  aus  an  den 
Leitkreis  die  Tangenten  F^  T  und  F^  T^ 
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nnd  zieht  durch  0  die  Parallelen  zu  den  Berührnngshalbmessem  FT  und  FT^^  so  erhalt 
man  die  Asymptoten. 

Errichtet  man  auf  F^  Q  (bezw.  F^  E)  das  Mitteilet^  so  ist  es  Tangente  der  Hyperbel 
im  Punkte  P  (bezw.  P'). 


Vebungsanflgabe  877.    Die  Schnittpunkte  einer  Geraden  mit  einer  doreh  Brenn- 
punkte und  Hauptachse  gegebenen  Hyperbel  zu  bestimmen. 

Auflösung.    Die  Lösuug  dieser  Aufgabe  stimmt  fast  wörtlich  mit  der  Lösung  der 
entsprechenden  Aufgabe  bei  der  Ellipse  überein  (siehe  Aufgabe  101). 


Figur  186. 


XTebungsanfgabe  278.  Von  einer 
Hyperbel  sind  die  Brennpunkte  und  die 
Hauptachse  gegeben;  von  einem  Punkte 
aus  die  Tangenten  zu  ziehen. 

Auflösung.  Da  nach  Anmerk.  181 
der  Fnsspunkt  des  vom  Brennpunkt  F 
(siehe  Figur  186)  auf  die  Tangente  ge- 
fällten Lotes  auf  dem  Scheitelkreis  liegt, 
so  erhält  man  die  Richtungen  der  Tan- 
genten vom  Punkt  P  aus,  wenn  man 
über  PF  als  Durchmesser  einen  Kreis 
beschreibt,  welcher  den  Scheitelkreis  in 
D  und  E  schneidet,  dann  sind  PD  und 
PE  die  Richtungen  der  Tangenten.  Um 
die  Berührungspunkte  zu  erhalten,  ver- 
längere man  PD  und  PE  bis  zum  Schnitt 
mit  dem  Leitkreis  des  Brennpunktes  F, 
in  R  und  iS",  dann  werden  PD  nnd  PE 
von  F^R  bezw.  F^S  in  den  Berührungs- 
punkten T  und  T^  getroffen. 


Figur  187. 


Vebungsaufgabe  279.  Von 
einer  Hyperbel  sind  die  Asymp- 
toten und  ein  Punkt  gegeben. 
Weitere  Hyperbelpunkte  zu  kon- 
struieren. 

Auflösung.  In  Figur  187 
seien  OÄ,  OB  die  Asymptoten, 
P  der  gegebene  Punkt.  Ziehe 
durch  P  beliebige  Geraden,  welche 
OA  in  Ci,  C\,  Cj,  C^,  CjUndOÄ 
in  D^,D^,D^,D^,  D^  schneiden. 
Trage  die  Strecken  PC^,  PC^^ 
PC;,,  PC^y  PC^  vonDi,  Z>j,  2>3. 
i>4,  Z>5  in  der  gleichen  Richtung 
auf  diesen  Geraden  ab  nach  £,, 
JS;,,  ^81  ^41  ^61  80  gehören  die 
letzteren  Punkte  der  gesuchten 
Hyperbel  an.  Der  Beweis  folgt 
aus  Anmerkung  189. 
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Anmerkimg  199.     Weitere  Eoiwtniktionsaafgabeii  über  die  Hyperbel  findet  man   in 
Vonderltnn,  Lehrbnoh  des  Frojektionszeicbnens,  dritter  Teü. 


Vebungsaufgabe  280.    Mit  Hilfe  einer  gleichseitigen  Hyperbel  einen  Winkel  in 
drei  gleiche  Teile  zu  teilen. 


AnnSsung.  ÄOB  (siehe Figur  188) 
sei  der  gegebene  Winkel,  um  0  sei  ein 
Kreis  mit  Halbmesser  1  beschrieben,  wel- 
cher die  Schenkel  in  A  und  B  schneidet 
und  von  einer  der  Teillinien  in  P  getroffen 
wird.  Sind  nun  a,  6  die  Koordinaten  von  ^, 
Xf  y  diejenigen  von  P,  -^AOB^^a,  also: 


Figur  188. 


so  ist: 


<*^pP=y«, 


a  =5  cosui 
h  =  Bin  a, 


X  =  eo8  -T-  a, 
«5 


y  =  8tn-^a. 


0' 


I 


Nun  ist  aber  (siehe  Kleyer,  Lehrbuch  der  Goniometrie): 

1        .1  1.2  l     .  f         l    \ 

1  f  ,  1  .    2    \ 

oder:  2xi/  =:  xb  —  ya. 

Führt  man  ein  zweites  paralleles  Koordinatensystem  ein,  in  welchem  o:',  y'  die 
Koordinaten  von  P  sind,  und  welches  so  liegt,  dass: 

x  =  a/—^a,    y^jb  —  y', 

so  wird  die  Gleichung  des  geometrischen  Ortes  für  P: 

K*'-i»)(T*-y')-*('^'-i'')+''(T*-y')=ö' 


oder: 


ar'y'  =  y**« 


Dies  ist  die  Gleichung  einer  gleichseitigen  Hyperbel. 

Man  kann  somit  den  Punkt  P  als  Schnittpunkt  eines  E^reises  um  0  und  einer 
gleichseitigen  Hyperbel  erhalten,  und  zwar  braucht  dieselbe  für  jeden  beliebigen  Winkel 
nur  ein  einziges  Mal  gezeichnet  zu  sein.  Die  Lage  von  Punkt  P  ergiebt  sidi  dann  als 
Schnittpunkt  eines  Kreises  um  0  mit  der  gleichseitigen  Hyperbel. 

Die  praktische  Ausführung  der  Auflösung  gestaltet  sich  in  folgender  Weise: 

Ein  Ast  der  gleichseitigen  Hyperbel  sei  auf  durchsichtiges  Papier  oder  Celluloid 
gezeichnet,  und  zwar  so,  dass  Asymptoten  und  Kurve  die  Begrenzungen  bilden.  Diese 
gleichseitige  Hyperbel  habe  die  lineare  Excentricitftt  e,  dann  ist  ihre  Gleichung: 

Daher  muss,  wenn  der  Badius  des  Kreises  AB  mit  r  bezeichnet  wird: 

e  e 


ab  =  rcosa-rsina  =  c*  sein,  oder:  r  = 


cos  a      stn  a 
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Ist  nun  (siehe  Fig^  189)  AOB  der  gegebene  Winkel,  so  beschreibe  nm  O  mit  e 
einen  Kreis,  welcher  die  Schenkel  in  L  nnd  M  and  die  Senkrechte  zu  OA  durch  O  isk  N 

tridt;  ziehe  in  L  nnd  N  Tangenten  an  den 


Fignr  189. 


Kreis,  welche  die  GM  in  P  nnd  Q  schneiden. 
Dann  ist: 

stna  cosa 

Wenn  man  also  fiber  der  grösserai  der 
beiden  Strecken  OP  and  OQ,  hier  OQ,  einen 
Kreis  beschreibt  nnd  dieser  durch  das  auf 
OP  in  P  errichtete  Lot  in  R  geschnitten 
wird,  so  ist  (siehe  Kleyer^  Lelirbnch  der 
ebenen  Geometrie)  OR  mittlere  Proportionale 
za  OP  and  OQ,  also: 

OjR2== 


cosa  stna 


Beschreibe  am  0  mit  OR  einen  Krdis, 
der  die  Schenkel  des  Winkels  in  Ä  nnd  B 
schneidet,  halbiere  OB  in  C,  ziehe  durch  C 
die  Parallele  zn  OA,  welche  ON  in  D  trifft, 
verlängere  CD  am  sich  selbst  nach  E,  so 
ist  E  die  Stelle  für  den  Mittelponkt  der 
gleichseitigen  Hyperbel;  denn  es  ist: 

ED=  —  CD  =  '-OC€OSa  =  —-^rcosa 


and 


OD  =  -\--^rsina. 


Ans  den  Transformationsformeln: 

.       1 

X  =  X TT   ö. 


y=_(y'-lj) 


ergiebt  sich,   dass  die  X Achse  der  Hyperbel  die  Richtang  von  OA  hat,  also  mit  EC 
znsammenföllt;  die  F- Achse  dagegen  die  entgegengesetzte  Richtong  von  OK 

Die  gleichseitige  Hyperbel  markiert  dann  aaf  dem  Kreis  AB  den  Pankt  S,  welcher 
mit  0  verbanden  die  gesachte  Teillinie  des  Winkels  giebt. 


Fignr  190. 


Vebnngsanfgabe  28L  Die  Hyperbel  mechanisch 
za  erzeagen. 

AaflSsnng  I.  Um  den  Brennpankt  F^  (s.  Fig.  190) 
sei  ein  Lineal  drehbar  angebracht;  am  andeni  Ende  R 
des  Lineals  ist  ein  Faden  befestigt,  dessen  Länge  gl^ch 
deijenigen  des  Lineals  F^  R,  vermindert  nm  die  Haupt- 
achse ist,  also: 

Faden  RC  =  ÄJP;  — 2a. 

Wenn  nun  das  andere  Ende  des  Fadens  im  zweiten 
Brennpankt  F  befestigt  ist  nnd  darch  einen  Bleistift  P 
der  Faden  stets  ans  Lineal  angedrückt  nnd  gespannt 
erhalten  wird,  so  beschreibt  der  Stift  P  bei  Drehung 
des  Lineals  einen  Hyperbelast. 

Der  Beweis  folgt  aas  der  Definition  der  Hyperbel, 
denn  es  ist: 

PF^  —  PF=RF^-^R  P—  PF  =  RF^  —  RC  =  2a. 
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Figur  191. 


AnflSsnng  IL  Ein  fester  Winkel  (s.  Fig.  191) 
lasse  sich  längs  der  Geraden  Z>2>i,  der  Direktrix, 
mit  seinem  einen  Schenkel  verschieben ;  am  Ende  R 
des  andern  Schenkels  ist  ein  Faden  befestigt,  welcher 
mit  dem  andern  Ende  im  Brennpunkt  F  festgeheftet 
ist.  Wenn  nun  während  der  Verschiebung  des  Win- 
kels der  Bleistift  P  den  Faden  stets  am  zweiten 
Schenkel  gespannt  eiMlt,  so  beschreibt  er  eine 
Hyperbel,  wenn  die  Länge  des  Fadens,  also  RP-^-  PB 
=  der  Länge  RB  des  zweiten  Schenkels  ist,  denn 
es  ist  stets  PF  =  PB,  nnd  PB  steht  zum  Abstand 
des  Punktes  P  von  der  Direktrix,  d.  h.  zu  PQ,  in 
konstantem  Verhältnis  (siehe  Anmerkung  185). 

Da    PQ'.PB  =  sinPBD  =  sin  AB R  und 

nach  Anmerkung  185:  PQiPB  =  l:e  sein  soll,  so 

muss: 

1         a 
sin  ABR  =  —  ==  — , 

oder: 

cos(-4J9jB  — 90<>)  =  -^ 

sein,  folglich: 

tg{ABR  —  dO^)  =  -, 

d.  h.  es  muss  mit  Bücksicht  auf  Erörterung  78   der   Schenkel  BR  parallel  zu  einer 
Asymptote  sein. 


T.   Krümmungsmittelpunkt  der  Linien  zweiten  Grades. 

Erörteruiig  88.  Irgend  zwei  Linien  zweiten  Grades  schneiden  einander 
in  vier  Punkten,  von  denen  entweder  zwei  oder  alle  vier  imaginär  sein  können, 
denn  die  Elimination  einer  der  Koordinaten  aus  den  beiden  Gleichungen  führt 
für  die  andere  auf  eine  Gleichung  vierten  Grades.  Wenn  nun  zwei  dieser 
Schnittpunkte  in  einen  einzigen  zusammenfallen,  so  ist  die  Yerbindungsgerade 
dieser  zusammenfallenden  Punkte  Tangente  an  jede  der  beiden  Kurven;  man 
sagt  dann,  die  beiden  Kurven  haben  dort  eine  Berührung  erster  Ordnung 
miteinander. 

Um  die  Bedingung  zu  untersuchen,  welche  zwischen  den  Koeffizienten  der 
Gleichungen  beider  Kurven  in  diesem  Falle  bestehen  muss,  denke  man  sich  das 
Koordinatensystem  so  gelegt,  dass  der  Berührungspunkt  Ursprung  und  die 
-X-Achse  Tangente  werde. 

Nach  Uebungsaufgabe  271  sind  dann: 

A,x'  +  B,xy-{-Cy^E,y  =  0 

die  Gleichungen  der  beiden  Kurven. 

Multipliziert  man  die  erste  dieser  Gleichungen  mit  .4^,  die  zweite  mit  A 
und  subtrahiert,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

y[x{AB,-A,B)  +  y{AC,-^A,C)  +  (AE,-A,E)]  =  0. 

Dieser  Gleichung  müssen  die  Koordinaten  aller  Schnittpunkte  beider  Kurven 
genügen;  sie  stellt  ein  Geradenpaar  dar,  dessen  erste  Gerade  die  gemeinsame 
Tangente  y  =  0,  d.  h.  die  XAchse  ist ;  die  zweite  Gerade : 

1)  .  .  .  x(AB^  —  A,B)  +  y{AC^—A,C)~\'AE,  —  A^Ez=0 

geht  dann  durch  die  beiden  übrigen  Schnittpunkte. 
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Wenn  nun  auch: 

2)  .  .  .  AE^  —  Ä^E=0 

ist,  so  geht  diese  Grerade  ebenfalls  durch  den  Eoordinatenursprung ,  also  in 
unserem  Falle  durch  den  Berührungspunkt,  es  muss  also  dann  noch  ein  dritter 
Schnittpunkt  mit  dem  Berührungspunkt  zusammenfallen;  man  sagt  in  diesem 
Falle:  die  Kurven  haben  eine  Berührung  zweiter  Ordnung  miteinander. 

Hat  ein  Kreis  mit  einer  Kurve  zweiten  Grades  eine  Berührung  zweiter 
Ordnung,  so  nennt  man  ihn  Krümmungskreis  der  Kurve  im  Berühmngspnnkt 

Legt  man  durch  drei  nicht  zusammenfallende  Punkte  einer  Kurve,  P^ ,  P, ,  P, , 
einen  Kreis,  so  ist  sein  Mittelpunkt  der  Schnittpunkt  der  Mittellote  von  PiP^ 
und  P^Pz'  Wenn  nun  Pi  und  Pg  in  Pg  zusammenfallen,  so  vrird  die  Sehne  PjP, 
zur  Tangente  in  P^,  und  das  Mittellot  auf  P1P2  wird  zur  Normale  in  P,;  ftUt 
auch  noch  P^  mit  P^  zusammen,  so  wird  auch  das  zweite  Mittellot  mit  der  Nor- 
malen des  Punktes  Pg  zusammenfallen,  und  der  durch  P^P^P^  gehende  Kreis 
wird  zum  Krümmungskreis;  sein  Mittelpunkt  ist  also  die  Grenzlage,  welcher 
sich  der  Schnittpunkt  zweier  Normalen  nähert,  die  immer  mehr  aneinanderrücken. 

Erörteran/i^  89.    Es  sei: 

die  Gleichung  einer  Kurve  zweiter  Ordnung,  welche  die  J&Achse  im  Koordinaten- 
ursprung berührt,  dann  ist  nach  Erörterung  16: 

a?*-j-2xy  co5w-|-y*  —  2y(6-|-acosöi)  =  0 

die  Gleichung  eines  Kreises,  welcher  ebenfalls  die  X-Achse  im  Ursprung  berührt 
SoH  daher  der  Kreis  Krümmungskreis  sein,  so  muss  nach  Gleichung  2): 

3)  .  .  .  E=  —  2A(b-\-acosa}) 

sein.  Nun  sind  aber  (siehe  Erörterung  15)  a  und  b  die  Koordinaten  des  Mittel- 
punktes, und  da  der  Kreis  durch  den  Ursprung  geht,  so  ist  nach  Teil  I,  Aufgabe  6: 

-j-  (6  -|-  a  C05  w)  ==  r  cos  qp, 

wenn  man  q>  den  Neigungswinkel  des  Berühmngshalbmessers  gegen  die  positive 
1^ Achse  nennt;  dieser  ist  aber  =  90^^  —  0;,  daher  ist: 

rsitiü)  =  b-^-acoso) 
und 


4) 


E  =  —  2Arsina)j 
E 


r  z= 


2Asinw 

Zu  ähnlichen  Formeln  gelangt  man,  wenn  man  das  Koordinatensystem  so 
legt,  dass  die  F- Achse  Tangente  im  Ursprung  wird.  Die  Gleichung  der  Kurve 
wird  dann: 

Ax^  +  Bxy  4-  Cy""  +  Da?  =  0 
und  die  des  Kreises: 

x^  4"  2^y  cosci)  -[-  y*  —  2x(a-{-b  cosoi)  =  0. 

Die  Schnittpunkte  beider  Kurven  müssen  der  Bedingungsgleichung: 

x  [a;(.4  — C)  +  y  (B  —  2Ccosw)  4-Z>  + 2C(a-|-6co«oi)  =  0 

genügen,  d.  k  sie  liegen  einerseits  auf  der  gemeinsamen  Tangente  x  =  0,  d.  h. 
der  l^Achse,  andererseits  auf  der  Geraden: 

a?(^  — C)-f  y(JS  — 2Cco«w)-f  2)  +  2C(a-f  6cosw)]  =  0. 

Diese  Gerade  geht  durch  den  Koordinatenursprung,  d.  h.  ein  dritter  Scfanittr 
punkt  fällt  in  den  Koordinatenursprung,  wenn: 

D==:  —  2C(a-|-6coscci)  ist 
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Wenn  aber  cp  den  Winkel  bezeichnet,  welchen  der  Halbmesser  r  gegen  die 
positive  ^-Achse  bildet,  so  ist  nach  Teil  I,  Aufgabe  6: 

rco8q>z=  a-\-bco8ü}. 

Weil  der  Ereis  die  F-Achse  berührt ,  so  steht  sein  Halbmesser  auf  ihr 
"^nkrecht;  es  ist  also: 

daher  : 

also: 

folglich : 


co8q>  =  stnto, 
rsino)  =  a-^bcosoßy 


6) 


D  =  —  2Crsin(o, 
_  D 

2C8tn(a' 


Aufgabe  113.  Den  Erfimmungs- 
halbmesser  einer  Ellipse  in  einem  ge- 
gebenen Punkt  zu  bestimmen. 


Erkl«  146.    Setzt  man: 

a?  =  ä'  +  r^ , 
80  wird  die  Ellipsengleichnng: 


oder: 


oder: 


r,"  ^    r,«      '    r,«  ^  r,« 


Figur  192. 


Ai 


Anflösnng.  Es  sei  r^  der  Halb- 
messer nach  dem  gegebenen  Ellipsen- 
punkt und  Tg  der  zu  ihm  konjugierte, 
dann  ist  die  Gleichung  der  Ellipse,  be- 
zogen auf  die  beiden  konjugierten  Halb- 
messer als  Achsen: 

—  4-^-1 

'1^2 

(siehe  Aufgabe  90). 

Transformiert  man  nun  auf  ein  pa- 
ralleles Koordinatensystem,  dessen  Ur- 
sprung der  Endpunkt  von  r^  ist,  so  ist: 


X' 


X 


1  > 


also:  x=zx'-\-r„ 

also  die  Gleichung: 

(siehe  Erkl.  146). 

Vermöge  der  Formel  6)  muss  daher, 
weil  die  Y'-Acbae,  d.  h.  die  Tangente, 
gemeinsame  Tangente  von  Ellipse 
und  Erümmangskreis  sein  soll: 


2.V 


2 


sein. 

Aber  (siehe  Figur  192)  r^  sin  cd 
ist  das  Lot  vom  Mittelpunkt  auf 
die  Tangente  =  9,  und  dieses  hat 
nach  Uebungsaufgabe  205  den  Wert : 

ab 
3  =  -::-; 
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es  ist  daher: 


r» 


wobei  das  negative  Voraseichen  weg- 
gelassen ist,  welches  nur  bedeutet,  daas 
der  Erämmungsmittelpunkt  auf  der  nega- 
tiven Seite  der  Tangente  liegt 


Aufgabe    114.     Den    Krümmungs- 
halbmesser   einer   Hyperbel    in    einem 

gegebenen  Punkt  zu  berechnen.  Auflösung.   Transformiert  man  die 

Gleichung  der  Hyperbel  auf  den  Halb- 
messer nach  dem  gegebenen  Punkt  r^ 
und  die  zu  ihm  konjugierte  Bichtung, 
und  ist  r'g  der  zu  r^  konjugierte  Halb- 
messer der  konjugierten  Hyperbel ,  so 
ist  die  Gleichung  der  Hyperbel: 

^    —1  =  0 


(siehe  Anmerkung  172). 

Die  gleiche  Transformation  wie  bei 
Aufgabe  113  giebt  dann  die  Gleichung: 

also  wird  der  Krümmungshalbmesser: 


aber  nach  Anmerkung  176  ist: 

ab 


^2 


daher  wie  bei  der  Ellipse: 

7"^  r  — -^ 

ff  I  •  •  •  /  — —      ,  • 

^  ab 


Aufgabe  115.  Den  Krümmungs- 
halbmesser der  Parabel  in  einem  ge- 
gebenen Punkt  zu  berechnen.  Auflösung.      Die    Gleichung    der 

Parabel,  bezogen  auf  einen  Durchmesser 
und  die  Tangente  in  seinem  Endpunkt 
als  Achsen,  ist: 

y*  —  2p' X  =  0, 

wo  p'  der  Halbparameter  des  betreff^i- 
den  Durchmessers  ist  Daher  wird  ver- 
möge Gleichung  5): 

f*  —  .^ =— — ■ 
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Erkl.  147.    Wenn: 
tg^tü  = 


sin-  Ol 


>2 


SO  ist: 


1  —  sm^ai 


)2 


bi  ' 


i2 


daher : 


und 


oder: 


und 


p«  4-  62        p'         2V^2  ' 


P'  = 


JV« 


Nun  ist  aber  nach  Aufgabe  66: 

«'=  2a  =  -^^-— i- — , 

P 

P 

wo  2|>  den  Hanptparameter  und  b  die 
Ordinate  des  Parabelpunktes  bedeutet; 
femer  ist,  wenn  man  mit  N  die  Länge 
der  Normale  bezeichnet,  nach  Aufgabe  68 : 

daher  erhält  man  (siehe  Erkl.  147): 


8) 


•  •  •  1  \    P  V  P^  ' 


rsirrw  =  N. 


Aufgabe  116.  Die  Koordinaten  des 
Krfimmungsmittelpunktes  für  eineEllipse, 
Hyperbel  oder  Parabel  zu  bestimmen. 


Figur  194. 


Anflösnng.  Es  sei  (siehe  Fig.  193 
und  194)  P  der  Kurvenpunkt,  0  der 
Mittelpunkt,  bezw.  bei  der  Parabel  der 
Scheitel,  Q  der  Krümmungsmittelpunkt, 
welcher  auf  der  Normale  PN  liegt, 
NB  die  Subnormale,  S  die  Projektion 
des  Krümmungsmittelpunktes  auf  die 
Hauptachse,  (p  der  Neigungswinkel  der 
Normale  gegen  die  Hauptachse,  N  die 
Länge  der  Normale,  n  die  Subnormale, 
r  der  Krümmungshalbmesser,  X,  Y  die 
Koordinaten  des  Krümmungsmittelpunk- 
tes, Xu  y^  diejenigen  des  Kurvenpunk- 
tes, dann  ist  für  die  Ellipse  (siehe 
Figur  193): 

X=  x^  —  SR  =  x^  —  rco8(p, 
Y  =  y^'-' PT=  y,  --rsinq}, 

für  die  Hyperbel  und  Parabel  (siehe 
Figur  194): 

X=  x^-^rcosq), 

Y  =^y^  —  rsinf, 

aber :  , ^ 

cosqi  =  n:Ny 

sinq)  =  y^:N, 
^folglich  ist  (vergl.  Erkl.  148): 
für  die  Ellipse: 


9)  .  .  . 


r=  — 


416 


Analytisehe  Geometrie  der  Ebene. 


Erkl.  148.    Es  ist: 

rn 


und  da  fttr  die  Ellipse  nnd  Hyperbel: 


für  die  Hyperbel: 

^  — ^ 


'ab'' 


10)  ...  ^ 


ferner  für  die  Ellipse  nach  Aufgabe  89: 
nach  Angabe  94: 

ist,  so  wird  fttr  die  ElUpse: 


aber: 
also: 

femer: 


=  y,(3 


ab  \/a<yi8  +  6*JPi« 


In    der    Parabel   ist   nach   Auf- 
gabe 116: 

r  =  - — , 
P 

aber  nach  Aufgabe  66  ist: 

P'  =  2a  =  2(1  +  0.,), 

wenn     der     Eoordinatenursprung     im 
Scheitel  liegt ;  femer  nach  Aufgabe  68 : 

n=Pj 

daher  ist  für  die  Parabel: 

X=  3x1+1), 


) 


10)  .  •  . 


_       Vi 


Y= 


.8    ' 


-62) 


WO  a?i  und  y,  die  auf  den  Scheitel  be- 
zogenen Koordinaten  sind. 


Bei  der  Hyperbel  ist  nach  Anmerknng  174: 
daher  * 

^  -  *'  V  +       ^Jis      ;  -  ä*^  ' 

oder  da  in  der  Hyperbel: 

<»*(^-|-yi*)  =  ***i*  ist: 

ebenso  wird: 

Bei  der  Parabel  ist: 
X  =  .,  + -^  =  .,+ J^-J- =  «i +!■■  =  «,+»  +  »»,=»», +!■, 

r  =  ,.-^  =  ,.(.-t) 

aber  * 

,-  =  ^!±£a^.   also:^l  =  ^i±l^, 

P  P  Jr 

folglich:  g 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a,  M.  1881- 

Der  ausführliche  Prospekt  and  das  ausführliche  Inhalts- 
Ferzelchnls  der  „Tollständig  gelösten  Aufgabensammlung  von 
Dr.  Ad,  Kleyer*'  kann  Ton  jeder  Buchhandlang,  sowie  von  der 
Verlagshandlung  gratis  und  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aofgeschnitten  und  gut  brocbiert,  um  den  Boiortigen  und  dauern- 
den Gebrauch  zu  gestatten.   * 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
und  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 
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beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vorzügUchste  Lehrbuch 
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8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 
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Inhaltsyerzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 
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Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  Über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 
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Vollständig  gelöste 

Aufgaben  -  Sammlung 

-  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  - 

mit 

Angabe  und  EntwlcUnng  der  benutzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  und  Antw orten 

erläutert  durch 

viele  Holzschnitte  &  lithograph.  Tafeln, 

auB  allen   Zweigen 

der  Rechenkunst,  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  e^benen  u.  sphärische d 
Trigonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  u.  höheren  Hathematik  (höhere  Analysis, 
Differential-  u.  Integral-Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  n.  des  Baumes  etc.);  — 
ans  allen  Zweigen  der  Physik,  Mechanik,  Graphostatik,  Chemie,  Geodäsie,  Nantik, 
mathemat«  Geographie,  Astronomie;  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbahn-,  Wasser-, 
Brflcken-  u.  Hochban's;  der  Konstroktionslehren  als:  darstell,  Geometrie,  Polar-  u, 

Parallel-Perspeetire,  Sehattenkonstrnktionen  etc.  etc. 

fflr 

Schüler,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 

zum  einzig  richtigen  und  erfolgreicticn 

Stadium,   zur  Forthülle  bei  Schularbeiten   und   zur   rationellen  Terwerinng 

der  exakten  Wissenschaften, 

herausgegeben  von 

]>r«  Adolph  Kleyer, 

Mathematiker,  vereideter  kOnigl.  preus.B.  Feldmesser,  vereideter  grossh.  hessischer  Geometer  I.  Klasse 

in  Frankfurt  a.  M. 

unter  Mitwirkung  der  bewährtesten  Kräfte. 
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Verlag  von  Julius  Maier. 

Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kanr 
durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1681. 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  ähnliches  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3—4 
Heften  zu  dem  billigten  Preise  von  25  /^  pro  Heft  nnd  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gesamtgebifte  der  Mathematik,  Physik, 
Mechanik)  math.  Geographie,  Astronomie,  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbahn-, 
Brtteken-  nnd  Hoehbanes,  des  konstrnktiTen  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  Tollstftndig- 
gel5ster  Form,  mit  Tielen  Figuren,  Erklärungen  nebst  Angabe  und  Entirickelung  der 
benutzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  g^rdssere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelösten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltsTerzeich- 
nis,  Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärungen  Über  das  betrefTende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  I«  nnd  IL  Ord«,  gleich- 
berechtigten höheren  Bflrgerschnlen,  PriTatschnlen ,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro- 
gymnasien, Schullehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  B«ugewerkschnlen, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn.  Torbereitnngsschulen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  Universitäten,  Land-  nnd  ForstwisBenschafteschulen, 
Militärschulen ,  Yorbereitungs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Einjährig-Frei- 
willige- nnd  Offlziers-Examen,  etc. 

Die  Schaler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  terhnischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese,  Schritt  fOr  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  überaus  grrosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgaben  Sammlung  eine  kräftige  Stütze  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  zum  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zn  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zn  verwerten«  Lust,  Liebe 
und  Terständnis  für  den  Schul-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Faehgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Berufs- 
zweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Verwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.,  Fischerfeldstrasse  1(3,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart.  Dio  Ycrlagsbandlnng. 
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Anmerkung  800.  Die  Krümmungshalbmesser  in  den  Scheiteln  der  Hauptachse  einer 
Ellipse  oder  Hyperbel  erhält  man  aas  Oleichnng  6)  und  7),  wenn  man  r^  bezw. 
rJ  =  b  setzt;  nämlich: 

a 

Den  Erümmongshalbmesser  im  Scheitel  ehier  Parabel  erhält  man  ans  der 
Formel  8):  

iirenn  man  p'  =p  setzt ;  also : 

R=p. 

Der  Krümmungshalbmesser  im  Scheitel  der  kleinen  Achse  einer  Ellipse  wird 
entsprechend : 

Die  Gleichung  des  Krümmungskreises  im  Scheitel  der  grossen  Ellipsenachse 
wird  somit  erhalten,  wenn  man  in  der  Gleichung  des  Kreises: 

b-  '  b^ 

statt  ^  den  Ausdruck  |  =  a;  —  a  +  -—  und  statt  r  den  Ausdruck  —  einführt; 

man  erhält  dann  die  Gleichung: 

o«  — ft2 
x^  —  2x \-v^  +  a^  —  2b^  =  0. 

Subtrahiert  man  davon  die  Ellipsengleichung: 

b^x^ 

SO  erhält  man  als  Gleichung  der  Linie,  welche  durch  die  Schnittpunkte  hindurchgeht: 

a«  —  ft2             ^2  _  52 
x^ r, 2x [-a2  — 62  =  0, 


o*  a 


oder :  ^2 


2x  (x         V 

-+1=0,   d.h.:   (--lj=0. 


Diese  Gleichung  stellt  aber  die  doppelt  gerechnete  Scheiteltangente  dar;  d.  h.: 

Die  vier  Schnittpunkte  des  Kreises  und  der  Ellipse  fallen  im 
Scheitel  zusammen.    Oder: 

Der  Krümmungskreis  im  Scheitel  der  grossen  Achse  einer 
Ellipse  hat  mit  dieser  eine  Berührung  dritter  Ordnung. 

Dasselbe  Besultat  findet  man  für  die  Krümmungskreise  in 
den  Scheiteln  der  Hyperbel  und  Parabel  und  für  die  Krümmungs- 
kreise in  den  Scheiteln  der  kleinen  Achse  einer  Ellipse. 

Vebnngsani^abe  282.  Den  Krümmungskreis  einer  Ellipse  geometrisch  zu  kon- 
struieren. 

Anflöinng.  Errichte  im  Schnittpunkt  iV^  (siehe  Figur  195)  der  Normale  mit  der 
grossen  Achse  das  Lot  auf  der  Normale,  welches  den  Brennstrahl  i^^P  in  Q  schneidet, 
errichte  auf  dem  Brennstrahl  F^F  vdl  Q  das  Lot,  welches  die  Normale  in  J  schneidet, 
80  ist  J  der  Krümmungsmittelpunkt. 

Beweis.    Ist  d  der  Winkel  zwischen  Brennstrahl  und  Normale,  so  ist: 

FQ 

cos  6  * 
aber:  p^  py 

PQ  = r,   daher:    PJ=--^--. 

€08 ö  COS^Ö 
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Figur  195. 


Nun  ist  nach  Erörterung  72: 

q 
cos  6  =  — , 
Q 

wo  q  das  Lot  vom  Brennpunkt  auf 
die  Tangente  und  q  den  E^ennstrahl 
bedeutet,  und  nach  Aufgabe  96  ist: 

i-  =  A 

wo  r^  den  zum  Halbmesser  OP  kon- 
jugierten bedeutet,  also  ist: 


COS'Ö  = 


b^' 


8    > 


femer  ist  nach  Aufgabe  94: 


folglich: 


PN  = 


a 


PJ 


2 


ab 


=  r  (siehe  Aufgabe  113). 


Vebnngsaufgabe  282  a.    Den  Krümmungskreis  der  Hyperbel  geometrisch  zu  kon« 
struieren. 

Figur  196. 


Auflösung.    Wörtlich  wie  bei  der  Ellipse  (siehe  Figur  196). 


TTebungsanfgabe  283.  Den  Erümmungskreis  der  Parabel  geometrisch  zu  kon- 
struieren. 

Auflösung.  P  (siehe  Figur  197)  sei  der  Parabelpunkt,  F  der  Brennpunkt,  PN  die 
Normale.  Errichte  auf  dem  Eadiusvektor  FP  in  F  das  Lot  bis  zum  Schnitt  mit  der 
Normale  in  Q,  mache  QJ=  PQ,  so  ist  J  der  Krümmungsmittelpunkt. 

Beweis.    Es  ist: 

PJ=z2PQ  =  2 


PF 


cos  FPN  ' 
aber  nach  Anmerkung  113  ist,  wenn  PD  den  Durchmesser  des  Punktes  bedeutet: 

^  FPN  =  <J:  NPD  und  <^  NPD  =  ^  PNF  (als  Wechselwinkel), 
daher  ist  Dreieck  FPN  gleichschenklig,  FP=  FN,  also: 

2FN 


PJ== 


cos  FPN  ' 
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aber: 

=  90«  —  cü, 
daher: 

cos  FFN  =  siniOf 

und,  da  Dreieck  FPN  gleichschenklig 
ist,  so  ist  (siehe  Kleyer^  Lehrbach  der 
ebenen  Trigonometrie): 

^PN:FN=co8FPN, 


Figur  197. 


N 


also: 

FN=  — 

2  cos  FPN 

folglich  ist: 


2  sin  (o 


N 


sin^to  * 


also  nach  Aufgabe  115    gleich    dem 
Krümmungshalbmesser. 

Anmerkung  201.  Da  der  Erümmnngskreis  mit  der  Linie  zweitön  Grades  drei  zusammen- 
fallende Punkte  im  Berührungspunkt  gemein  hat,  so  schneidet  er  sie  noch  in  einem 
Tierten  Punkt.  Die  Verbindungssehne  des  Berührungspunktes  mit  diesem  vierten 
Punkt  heisst  Ernmmungssehne.  Ihre  Gleichung  ist  nach  Erörterung  89,  be- 
zogen auf  den  Berührungspunkt  als  Ursprung  und  die  Tangente  als  F-Achse: 

x(A  —  C)-\-i/{B  —  2Cco8to)  =  0. 

Liegt  eine  Ellipse  vor,  deren  Halbmesser  nach  dem  Berührungspunkt  =  r^ 
ist,  während  der  konjugierte  den  Wert  r^  hat,  so  wird  die  Gleichung  der  Krüm- 
mungssehne : 

/    1  1    \  2c080i 

X  l  — — 5^  I 2 —  y  =  0, 


oder: 


2 


X  (rj2  —  r^)  -|-  2yr^  cos  w  =  0. 

Transformiert  man  auf  ein  paralleles  System  durch  den  Mittelpunkt,  d.  h.  auf 
die  konjugierten  Halbmesser  als  Achsen,  so  wird  die  Gleichung  in  diesem  System: 

Eine  Parallele  zur  Krümmungssehne  durch  den  Mittelpunkt  hat  also  in  diesem 
System  ebenfalls  die  Gleichung: 

rcj  {r^  —  r^  +  2yr^  cosat  =  0. 

Es  bilde  nun  r^  gegen  die  Hauptachse  den  Winkel  a^,  dann  ist  nach  Teü  I, 
wenn  rr,  y  die  auf  die  Achsen  bezogenen  Koordinaten  sind: 

a?!  sin  (o  =  X  sin  (w  +  «i)  —  t/  ^^5  (a>  -f-  a^), 

yi  sin  öl  =  —  X  sin  «i  +  y  cos  «^ , 

daher  die  Gleichung  des  zur  Krümmungssehne  parallelen  Durchmessers: 

X  [(rj^  —  rj^  sin  (w  +  «i)  —  2  r,^  cos  w  sin  a  J 

+  y  [2  r^^  cos  b)  cos  «1  —  (r^^  —  r^^  cos  (w  +  «j)]  =  0, 
oder: 

^  [(^"i^  —  ^2^)  sintocosai  +  (''i^  —  ^2^)  cos  (o  sin a^  —  2r^^cos(osinai] 

+  y  [2  »*i^  cos  (o  cos  «1  —  (r^^  —  rg^)  cos  <o  cos  «^  -|-  (r^^  —  r^^)  sin  o)  sift  a  J  =  0, 
oder: 

X  [(r^  —  rg2)  sin  tocosai  —  (r^^  -\-  r^  cos  ot  sin  «,] 

+  !/  [(**i*  —  ^2^)  5^«  w  sin  «1  +  (rj*  +  r,«)  cosa  cos  a  J  =  0> 
oder: 
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Nnn  ist  aber  nach  Aufgabe  89: 

a^iffai-j-h-ctgoi^ o*  tff^  g,  -f-  ^* 

^S""—  ^z^Tftä  —  ~  (a*  —  b^)  tg  ai  ' 

___  —  g«  (gg  <^g  «1  —  ftg)  +  6«  (gg  ^.y«  a^  —  &^) 
""  g^^il'^^i+ft^ 

Folglich  wird  die  Gleichung  des  zur  Krümmungssehne  parallelen  Dnrchmessers: 


X 

oder: 


^^(l  +  ^i?'^ai)  +  a-(l  +  '^/«i)y  =  0,  oder:  ^«a:  — g«<^aiy  =  0. 


Ist  also  X  der  Winkel,  welchen  die  Krämmongssehne  mit  der  Hauptachse 
hildet,  so  ist: 

y  b^ 

Die  Oleichong  der  Tangente  im  Punkte  x^i/^  ist  aber  nach  Aufgabe  86: 

^2    n-    ^2         1  —  u, 
die  Pai'allele  zur  Tangente  durch  den  Mittelpunkt  hat  also  die  Gleichung: 

a«    ^    b^     ~"' 
der  Winkel  «2»  welchen  sie  gegen  die  Hauptachse  bildet,  ist  daher  gegeben  durch: 

1/  Xi    b^  b^ 

^^/^2  =  —  =  -— -^  =  -'  aHga^  ' 

somit  ist: 

tgX  =  —tgfi,  also:  A  +  ju  =  180^ 
oder  in  Worten: 

Die  Krümmungssehne  hat  gegen  die  Hauptachse  die  gleiche 
Neigung  wie  die  Tangente. 

TTebungsaufgabe  284.   Den  in  Anmerkung  201  ausgesprochenen  Satz  auch  für  die 
Hyperbel  zu  beweisen. 

Auflösung.    Ganz  analog  wie  bei  der  Ellipse. 


Vebungsaufgabe  286.    Den  Satz  von  Anmerkung  201  auch  für  die  Parabel  zu 
beweisen. 

Auflösung.    Ist  die  Parabel  auf  Tangente  und  zugehörigen  Durchmesser  bezogen, 
welche  miteinander  den  Winkel  a  bilden,  so  ist  die  Gleichung  der  Parabel: 

y2  —  2p' X  =  0. 
Es  ist  also:  ^==0,  5  =  0,  C=l;  folglich  wird  die  Gleichung  der  Krümmungssehne: 

^i  +  2yiC0Sa>  =  0. 
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Die  Gleichung  der  Krümmnngssehne  in  einem  zur  Achse  nnd  Scheiteltangente 
parallelen  System  mit  dem  BerUhrongsponkt  als  Ursprung  erhält  man  nach  Teil  I,  Auf- 
gabe 6|  wenn  man: 

y 
ar,  =  ic  —  yctgw,    j/i  =  —. —  setzt 

Sie  wird  also: 

X'\-2i/ctg6f  —  yctgta  =  x-\-yctgto  =  0, 

Es  ist  somit  der  Winkel  A.,  welchen  die  Krtbnmungssehne  gegen  die  Achse  bildet, 
gegeben  durch: 

tgX  =  ^  =  —tgo),  also:  X  +  o)  =  180^ 

SP 

und  da  ct>  der  Winkel  ist,  welchen  die  Tangente  gegen  die  Achse  bildet,  so  ist  der  Satz 
bewiesen. 


TTebungsaufjgabe  286.  Mit  Hilfe  der  Sätze  von  Anmerkung  201,  üebungsanfgabe  284 
und  285  eine  weitere  geometrische  Konstruktion  des  Erümmungskreises  an  eine  Kurve 
zweiten  Grades  anzugeben. 

Auflosung.  Man  ziehe  durch  den  Berührungspunkt  die  Tangente  und  die  Normale, 
sowie  eine  Gerade,  welche  mit  der  Achse  den  gleichen  Winkel  bildet  wie  die  Tangente, 
bestimme  den  Schnittpunkt  dieser  Geraden  mit  der  Kurve  und  konstruiere  (nach  Cram^ 
Das  Apollonische  Problem)  einen  Kreis,  welcher  durch  diesen  Punkt  und  durch  den  Be^ 
rührungspunkt  geht,  und  dessen  Mittelpunkt  auf  der  Normalen  liegt  (d.  h.  man  errichte 
auf  der  Krtimmungssehne  das  Mittellot,  welches  die  Normale  im  Krümmungsmittelpunkt 
schneidet). 


Anhang. 

U.   Die  Kurven  zweiten  Grades  als  Kegelschnitte. 

Erörternng  90,  Die  Kurven  zweiter  Ordnung:  Ellipse,  Hyperbel,  Parabel, 
Kreis,  Geradenpaar,  führen  den  gemeinsamen  Namen  „Kegelschnitte",  weil 
sie  entstehen,  wenn  man  einen  geraden  Kreiskegel  durch  eine  Ebene  schneidet 

Ein  Kegel  (siehe  Vonderlinn,  Lehrbuch  des  Projektionszeichnens)  ist  eine 
krumme  Fläche,  welche  dadurch  entsteht,  dass  man  nach  allen  Punkten  eines 
Kreises  Strahlen  von  einem  ausserhalb  seiner  Ebene  liegenden  festen  Punkte 
aus  zieht.  Liegt  der  feste  Punkt  auf  dem  Lot,  das  auf  der  Ebene  des  Kreises 
in  seinem  Mittelpunkt  senkrecht  steht,  so  heisst  der  Kegel  ein  gerader  Kreis- 
kegel.  Der  Kreis  heisst  Grundkfeis,  der  feste  Punkt  Spitze,  das  Lot  von  der 
Spitze  auf  die  Ebene  des  Grundkreises  Achse,  die  Strahlen  von  der  Spitze  nach 
den  Punkten  des  Grundkreises  heissen  Mantellinien.  Alle  Mantellinien  der  ge- 
raden Kreiskegel  sind  einander  gleich,  alle  zur  Grundkreisebene  parallelen  Ebenen 
schneiden  den  Kegel  nach  Kreisen,  jede  durch  die  Spitze  gehende  Ebene,  welche 
den  Grundkreis  schneidet,  hat  mit  dem  Kegel  zwei  Mantellinien  gemeinsam, 
schneidet  ihn  also  nach  einem  Geradenpaar. 

Anmerkung  202.  Es  sei  in  Figur  198  das  gleichschenklige  Dreieck  SMM^  der  Schnitt 
einer  durch  die  Achse  SX  gehenden  Ebene  mit  dem  Kegel,  MM^  der  in  dieser 
Ebene  liegende  Grundkreisdurchmesser,  und  es  sei  durch  die  Spitze  eine  Ebene 
gelegt,  welche  den  Grundkreis  nicht  schneidet  und  auf  der  Ebene  des  Achsen- 
schnittes SMM^  senkrecht  steht.  Diese  Ebene  schneidet  die  des  Achsenschnittes 
nach  der  Geraden  SB,    Parallel  zur  Ebene  SB  gehe  eine  andere  Ebene,  welche 
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den  Achsenschnitt  nach  der  Geraden  AA^  schneidet.     Die  vordere  HSlfte   der 
Schnittfignr  ist  perspektivisch  dnrch  APA^  dargestellt 

Man  denke  sich  nun  zwei  Kugeln 
K  nnd  K^  konstruiert ,  welche  den 
Kegel  und  die  Ebene  AA^  berühren, 
so  werden  ihre  Mittelpunkte  auf  der 
Achse  SN  liegen;  die  Kugeln  be- 
rühren  den  Kegel  nach  zwd  zum 
Grundkreis  parallelen,  also  zur  Ebene 
des  Achsenschnittes  senkrechten  Krei- 
sen, welche  perspektivisch  änrch  LCE^ 
D^C^Ei  dargestellt  sind;  die  Berüh- 
rungspunkte FF^  der  Kugeln  mit  der 
Sclmittebene  liegen  im  Achsenschnitt, 
weil  die  erstere  auf  dem  Achsenachnitt 
senkrecht  steht 

SCC^  sei  in  perspektivischer  Dar- 
stellung eine  Mantellinie,  welche  die 
Schnittfigur  in  P,  die  Berübrungskreise 
in  C  und  C^  trifft;  man  ziehe  PF  und 
PJ^i,  dann  sind  PF  und  PC  zwei 
Tangenten  von  P  an  die  Kugel  K, 
ebenso  PF^  und  PC^  zwei  Tangenten 
von  P  an  die  Kugel  K^,  folglich  ist: 


daher: 


PF=PC,    PFi  =  PC\, 
Pt  +  PPj  =  PC-\-  PC^  =  CCi  =  EE^, 


also  konstant  Die  Schnittfignr  hat  also  die  Eigenschaft,  dass  die  Summe  der  Ent- 
fernungen irgend  eines  Punktes  auf  ihr  von  den  festen  Punkten  F  und  F^  konstant 
ist,  d.  h.  sie  ist  nach  Erörterung  52  eine  Ellipse. 

Anmerkung  208.     In  Figur  199  sei  SMM^  wieder  der  Achsenschnitt  eines  Kegels; 
dieser  selbst  sowohl  wie  sein  Scheitelkegel  SM'M^  werden  von  einer  zur  Ebene 

des  Achsenschnittes  senkrechten  Ebene 


Figur  199. 


so  geschnitten,  dass  eine  zu  ihr  parallele 
Ebene  SB,  welche  durch  die  Spitze 
geht  und  mit  dem  Achsenschnitt  die 
Schnittgerade  SB  gemeinsam  hat,  den 
Grundkreis  schneidet.  Dann  zerfällt 
die  Schnittfigur  in  zwei  getrennte  Aeste. 
Konstruiert  man  wie  in  Anmerkung  175 
die  beiden  Berührungskugeln  if  und  K^ 
an  die  Schnittebene,  so  dass  jF,  f^  ihre 
im  Achsenschnitt  liegenden  Berührungs- 
punkte mit  der  Schnittebene,  DCE 
und  D^  C^  E^  die  perspektivischen  Bilder 
ihrer  Berührungskreise  mit  dem  Kegel 
sind,  und  zieht  man  eine  beliebige 
Mantellinie,  welche  die  Schnittfignr 
(perspektivisch)  in  P,  die  Berübrungs- 
kreise in  C  und  C^  schneidet,  dann 
sind  aus  dem  gleichen  Grunde  wie  in 
Anmerkung  175: 

PF=PC,   PFi  =  PC^, 
also: 

PF^—Pt=PC^^PC=CC^==DD^, 

also  konstant 
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Jeder  Punkt  der  Schnittfigur  hat  also  die  Eigenschaft «  dass  die  Differenz 
seiner  Abstände  von  den  festen  Punkten  F  und  F^  konstant  ist,  d.  h.  die  Schnitt- 
fignr  ist  eine  Hyperbel  (siehe  Erörterung  76). 

Anmerkung  204.    In  Figur  200  gehe  die  Schnittebene,  welche  auf  der  Ebene  des  Achsen- 
schnittes  SMM^  senkrecht  steht,  parallel  der  Mantellinie  SMi,  dann  giebt  es  nur 
die  eine  Bernhrungskugel  K,  welche  die  Schnittebene  im  Punkte  F  auf  der  Ebene 
des  Achsenschnittes  bertihrt.    Der  Be- 
riihmngskreis  zwischen  der  Kugel  K 
und    dem   Kegel    sei    perspektivisch 
durch  DCD^  dargestellt.  Seine  Ebene 
treffe  die  Schnittebene  nach  einer  auf 
der  Ebene  des  Achsenschnittes  senk- 
rechten Geraden,  welche  perspektivisch 
in  GG^  dargestellt  ist.    Der  Schnitt- 
punkt  von    GG^    mit    dem   Achsen- 
schnitt sei  B. 

Man  denke  sich  darch  P  noch 
einen  weiteren  zum  Gmndkreis  paral- 
lelen Kreis  gelegt,  welcher  vom  Achsen- 
schnitt nach  dem  zu  DD^  parallelen 
Durchmesser  HH^^  geschnitten  wird 
und  perspektivisch  durch  HPH^  dar- 
gestellt ist.  Die  Mantellinie  iS'Pschneide 
den  Berührungskreis  DCD^  in  C. 

Fälle  von  P  auf  die  Ebene  des 
Achsenschnittes  das  Lot  PQ,  so  liegt 
dieses  ganz  in  der  Schnitt  ebene,  also 
Q  in  der  Schnittlinie  5^  F  der  Schnitt- 
ebene mit  dem  Achsenschnitt;  fällt 
man  endlich  von  P  aaf  die  Gerade  G  G^ 

das  Lot  PH,  so  liegt  dieses  ebenfalls  in  der  Schnittebene,  PHBQ  ist  ein  Rechteck 
und  daher  PH  =  BQ. 

Aber  da  ^^  parallel  SM^  ist,  so  haben  BQ  und  DH  gleiche  Neigung  gegen 
HQ,  sind  also  einander  gleich;  DH  ist  gleich  PC^  weil  sie  Stücke  von  Mantellinien 
zwischen  denselben  Parallelkreisen  sind ;  femer  PC  =  PF  als  Tangenten  von  P  an 
die  Kugel  K\  folglich  ist  für  jeden  Punkt  P  der  Schnittfigur:  PF  =  PH,  d,  h.  die 
Schnittfigur  hat  die  Eigenschalt,  dass  j^der  ihrer  Punkte  gleichweit  von  dem  festen 
Punkte  P  und  der  festen  Geraden  GG^  entfernt  ist;  oder:  die  Schnittfigur  ist  eine 
Parabel  (siehe  Erörterung  47). 


Berichtigungen  zum  I.  Teil  dieses  Werkes. 

Im  L  Teile  dieses  Werkes  sind  nach  der  Dmekleg^g  nachfolgende  Druck- 
fehler bezw.  Verstösse  znm  Vorschein  gekommen: 

Seite  12,  Zeile  6  von  nnten  lies:  x  -= ^ statt  x  = ~ -, 

8%nm  airnp 

Seite  18,  Zeile  22  von  oben  lies:  y  =  x^sina  -\-y^sin  (oi -\- a)  statt  y  =  a?lCO«a  +  yl««(ö>+«)• 
Seite  13,  Zeile  3  von  unten  lies:  co8{to-^a)  statt  co«(a>4*'^)* 

Seite  14,  Zeile  14  von  unten  lies:  F=  — t-t^C— a?»tw«  +  y«m((ü  — o)]. 

Seite  14,  Zeile  16  von  unten  lies:  X  =     .       [x sin  (Ä  -|-  a)  -|- y  w»  (Ä  -}-  o  —  w)]. 
Seite  19,  Zeile  6  von  unten  lies:  PiP:P^P^  =  min. 


Seite  20,  Formel  11)  lies:   11)  .  .  . 


1  +  x 

^_  yi  +  ^y» 
i+x 


Seite  34,  Zeile  2  von  unten:  zwischen  „dann"  und  y,eine  endliche  Anzahl''  einzufügen  „im  all- 
gemeinen''. 

Seite  35,  Zeile  2  von  oben  lies:  „jede  der  zugehörigen  Wurzeln  y*^. 

Seite  35,  Zeile  11  von  oben  zwischen  „auch"  und  „reelle"  einzufügen:    „stetig  aufeinander 
folgende". 

Seite  40,  Formel  2)  lies:  x(y^  —  y,)  —  y  (x^  —  a?,)  +  a^iy,  —  afjyi  =  0. 

Seite  41,  Zeile  9  von  oben  lies:  xy^  —  yx^  =0. 

Seite  43,  Formel  16)  lies:  r Vr^ sin (y,  —  y)  —  ^j *»«  (y  —  y«)}  +  »"i^i *»«  (v«  —  Vi)  =  0. 

Q 

Seite  43,  Zeile  19  von  unten  lies:     Für  o?  =  0  ist  y  = —  z=  h, 

Seite  65,  Zeile  5  von  unten  lies:  die  Koordinaten  a;^,  y^;  o?,,  y,;  x^,  y,  haben. 

Seite  68,  Zeile  5  v.  u.  bis  Seite  69,  Zeile  6  von  oben  ist  zu  ersetzen  durch  folgende  Zeilen: 

A(^^^t;  +  B)  +  A(B^^^_^)  =  0. 

AB  Ä 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  ist  -^  und  -—-  zu  berechnen.    Man  erh&lt  —^ ,  wenn 

man  die  erste  mit  Btgv  —  Ä^  die  zweite  mit  y^  multipliziert,  -^^    durch    Multiplikation    der 

ersten  Gleichung  mit  Aigv-^-B^  der  zweiten  mit  x^. 
Es  wird  daher: 

A  [(Ba:^  -  ^yO  ^^re,  -  (Xr,  +  By,)]  =  A-B tgv, 
^'  [{Bx,  —  Ay,)  tgv  -  (^x,  +  ByJ\  =  B  +  Atgvi 


Cr 

man  kann  daher  setzen: 

Ai  =  A  —  Btgvj      Bi  =  B  +  A  tgv,      C^  =  {Bx^  —  Ay^)  tgv  —  {Ax^^  +  By^). 
Die  gesuchte  Gleichung  ist  also: 

{A  —  B tgv)x  +  {B  +  Atgv)y^{Bx^  —  ^y^)  tgv  —  (^ar,  +  ByJ  =  0. 
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Seite  69,  Zeile  5  von  nnten  lies:  „der  Ecken"  statt  „derselben". 
Seite  71,  Zeile  8  von  oben  lies:  „Gleichung  einer  Geraden". 
Seite  92,  Zeile  14  von  nnten  lies: 


Seite  98,  Zeile  12  von  nnten  lies:  A.  — A,^,  =  0. 

Seite  105,  Zeile  7  von  unten  lies:  <r  =  2r  =       *^^^ 


2  Vs(8'-l,)(8-l^)(8-'l^) 

Seite  106,  letzte  Zeile  der  Erklärung  lies:     r  = 


4  \/«  («  —  a)  (8  —  6)  (8  —  c) 
Seite  107,  ErkL  54,  Zeile  7  lies : 


a  =  2lJ,k:VQ,  +  l,  +  h){l,+l,-hni,-l,  +  h)i^l,  +  l,  +  h). 


»,  a,  Äg 


Seite  113,  Zeile  2  von  unten  lies:     a  =  ^  , /   .  ^  .  ""=  .  . 

2  V« («  —  »i)  («  -  «,)  («  —  «;) 

Seite  118,  Zeile  9  von  oben  lies:    -=—  statt  h^,  -=—  statt  Äj,  -=--  statt  ä,. 

Ä,  Äj  Ä, 

Seite  118,  Formel  21)  lies:  a,a:i  +  ^j*j  +  ^8^«  =  ^* 

Seite  120,  Zeile  14  von  oben  lies:   h^  =  Oi  cos ß -{- a^  cos a  —  a^. 

Seite  123,  Zeile  10  von  oben  hes:  d.  =     ^    .       , —   .'     ,     *  . — . 

^  x^8tna-f-  ar,  stnß  -{'  x^  stny 

Seite  125,  Zeile  21  von  unten  lies:   „der  gegebenen  Geraden  L  sei". 

Seite  131,  Zeile  16  von  oben  lies:   „Die  Koordinaten  von  C  sind:  0,  0,  %,". 

r,  n        lÖ      «  «         n       yi  =  0,      y,  =  0,      y,  =  Ä„ 

n  n22„         „„6,  =  —  ttjÄg,     &,  =  0,     6,  =  0. 

Seite  142,  Zeile  13  von  oben  lies:  x,  =  — (V  + V  — Ssi^V  — *i*V  — ««*V)' 

Seite  142,  Zeile  17  von  oben  lies:  («i*«j«  +  «i««8*  — «i^)  8****  («i*V  + W  — V)- 
Seite  158,  Formel  26)  ist  vor  beiden  Bruchstrichen  das  Vorzeichen  —  zu  setzen. 
Seite  160,  Zeile  9  von  oben  muss  es  in  dem  ersten  Klamm erausdruck  heissen: 

"^-"»       statt       *^«"-"' 


«<8«^l— «I^'S  "8«'l  —  «1«^« 

Seite  172,  Formel  22)  Schluss  lies:     T«^)}''*' 

Seite  174,  Zeile  12  von  oben  lies:   X^,  X,,  X,  statt  ^r^,  o?,,  a^s* 
Seite  174,  Zeile  10  von  unten  lies:  PX,  =  Pj:^^,  statt  PXj  =  P, :JEj. 
Seite  177,  Zeile  18  von  unten  lies:  Gleichung  29)  statt  Gleichung  28). 
Seite  183,  Formel  50):  der  Nenner  muss  beidemale  heissen: 

8inSl  (1  +  au'  +  bv')  statt  sinto  (1  +  au'  +  bv'). 

Seite  185,  Zeile  13  von  oben  lies:    „Der  vier  Elemente  1,  2,  3,  4". 
Seite  194,  Zeile  28  von  oben  lies:     ^»""^^   :   ]*^]'  • 

A«  ""^  Aa  A^    ■  '     Aa 

Seite  201,  Zeile  12  von  unten  lies:   G'  +  XH'  =  0  statt  G^'  +  ^H'  =  0. 

Seite  203,  Erkl.  107  lies:    „Soll  die  Gleichung:  {C  +  X,D)  —  ^ k(C  +  X^D)  z=  0' 

Seite  205,  Zeile  12  von  unten  lies:  pX^^-^qX^  +  r  =  0. 
Seite  205,  Zeile  5  von  unten  lies:   q  =  aa, -f'^i^  +  ^i^i* 

Seite  208,  Zeile  5  von  oben  lies:      *"~  ,*   = —, 

^j  — *8  a6«32-16 

■    .^  I  +4. 

ac-|-oa         / 


Berichtigungen  znm  I.  Teil  dieses  Werkes.  427 

Seite  212,  Zeile  23  von  nnten  lies:    x  =  — -y,    y  =  -ry. 

4  5 

»      19    n        n        »     »im  Punkte  a?  =  —  y,    y  =  +y**. 

Seite  212,  Zeile  17  von  unten  lies: 

/26        5\         /      11    ,    4\   ,         11     6  4    26        ^      ,    « 

»H"i7-'yj-H-'i7-+-3-j+-~-i7^-y — ¥-17-  =  ^'^^^'^ 

Seite  213,  Zeile  16  von  unten  lies:  x-\-hy — 7  =  0; 

Seite  213,  Zeile  3  von  oben  lies:   3j:  — 3y— 1  =0. 

„      6     „        „       „     „2a:  — 2y  +  c=(2a:  — y  f  l)  +  A(2a?  +  2y  — 1)  =  0,  also": 
„       7     „        „       „     „^(2a?-2y  +  c)  =  2a;~y  +  l  +  A(24T  +  2y  —  l),  woraus": 

„  „      9    „        „      ,.     „also  ist  die  Gleichung  dieses  Strahles:  6a?—  6y  +  5  =  0". 

„     13     „        „       „       (6a;-6y  +  5)  +  ^'(2a:  +  2y-l)  =  0. 

Seite  213,  Zeile  16  von  oben  lies: 

(T(2a:  — y  +  l)  +  (7u(2a?  +  2y-  1)=  (6ar  — 6y  +  5) +  ^' (2a:  +  2y  —  1), 

Seite  213,  ZeUe  18  von  oben  lies:   ^ (1  +  ^)  =  1  +  3^'»    <^  (2  +  2^)  =  6+2^'. 

„      19     „        „       „       p(l-2Z)  =  l-3X',    (T(-l+2^)  =  -6  +  2^'. 
20     „        „       „       ea-^)  =  l--^'»     <r(l--^)  =  5-^'; 

222  —  32  __  152  4. 22 
Seite  214,  Zeile  2  von  oben  lies:  „il'«— A' 15.22  4- 2»3^ 1  =  0.  oder": 

197 

„      8    „       „      „    „r«-^i'-l  =  0,  daraus  folgt«: 


»  r 


« 


__  127  +  5  \/516r         ,  _  127  —  5  \/5161 

n  4  „  „  „  Aj       _  ggg  ,  Aj       —  ggg 

_    127  4-  5  1/5I6I  __  75  y  5161  — 5487 

"  "        «       »       ^1-  336  .    ^1-    15^5161-291 

o  ,    __    127  —  5  \/5l6l      ,,    _   75  /öTöI  +  5487 

15  V/ 5161 +291 


336 


Seite  214,  Zeile  9  von  oben  lies: 

336              _   127  —  5  1/5161  _  3917  +  55  1/5161 

'""        127  +  5  \/6T6f  ""              336            '  ^^  ""     631  +  5  1/5161 
Seite  214,  Zeile  10  von  oben  lies: 

336 127  +  5  1/6161  _  3917  —  56  1/5161 

*  ""        127—5  l/öiel  ~             336            *  ^*  ~     631—5  l/öiel 

Seite  214,  Zeile  12  von  oben  lies :  „nämlich  = -^ ". 


1 Q                              t.«„.Hp1,  -  848+_5j/5161  „ 
«  „      13    „        „      „      „nämlich  = gg «. 

.       15     n        n       n      OT +  y  +  1  +  i^^^^^— (3^  -  3y  -  1)  =  0. 


«       17     „        „       „       6a:-6y  +  5  + ^^^ (2a;  +  2y  -  1)  =  0. 


348  +  5  l/5i61 

ua?  —  uy  "p  «^  ~t" 

Seite  215,  Zeile  5  von  oben  lies: 

(,,  +  t?  +  l)+A/'„-.l.|,  +  i^=:0,  oder:  19w  +  7f»  +  19  =  0. 


428  Analytische  Geometrie  der  Ebene. 

Seite  215,  Zeile  6  von  oben  lies: 

(_„_2p4-1)  — ^/'u  +  y  r-  1^  =  0,  oder:  19u  +  7t^-19  =  0. 

Seite  217,  Zeile  21  von  oben  lies:   „perspektivisch,  folglich  liegen '^ 
Seite  218,  Zeile  5  von  oben  lies :   „so  hat  irgend  ein  Pnnkt  auf  Pi  Pk*  ^. 

7    „        «       „     »Irgend  ein  Punkt  auf  PkPi"^. 
11  von  unten  lies:  „Schenkel''  statt  „Winkel''. 
Seite  224,  Zeile  1  von  oben  lies:   „Die  Strecke  c*h"  =z  eh'^, 
Seite  225,  Zeile  3  von  oben  lies :   (3)  -4  +  ^,  B  =  0,    (4)  -4  +  ^,  J5  =  0. 
Seite  227,  Zeile  11  von  unten  lies:    „oder  (siehe  Kleyer,^ 
Seite  232,  Zeile  5  von  unten  lies :  A  —  XB  =iQ  und  A  —  fiC  z=.0, 

Seite  239,  Zeile  16  von  oben  lies:   nff^^  =  ^'9'Q'Sfy  folglich'': 
Seite  240,  Zeile  10  von  unten  lies:  tg  statt  ty. 
Seite  251,  Zeile  20  von  oben  lies:  A^  X,,  A„  A^,  X^,  X^, 

1        B^  +  ABX  b 


Seite  253,  Zeile  18  von  unten  lies :  /li  =  — 


A  B  +  AX 


-*'. 


Verlag  von  Julius  Maier  in  Stuttgart. 


Von  JKleyers  Encyklopädie  der  gesamten  mathematischen^  technischen  u» 
exakten  Natur -Wissenschaften  sind  nachstehende  Bände  vollständig  erschienen: 

Lehrbuch  der  Grundrechnungsarten.  Erstes  Baoh:  Das  Beohnen  mit  unbenannten  ffanzen 
Zahlen.  Mit  71  Erkläranireii  und  einer  Sammlang  von  057  gelösten  und  ungelösten  analogen  Anfkaben. 
Nebst  Resultaten  der  ungelösten  Aufgaben.  Bearbdtet  nach  System  Kleyer  von  A.  Frtf mter.  Preis :  M.  3.  — . 

do.  do.  Zweites   Buch:   Das  Bechsan  mit  benamiten  Zahlen.    Mit  80  Erklärungen 

nnd  einer  Sammlang  von  518  gelösten  und  ungelösten  analogen  Aufgaben.  Nebst  Resultaten  der  un- 
gelösten Aufgaben.    Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  FrÖmter  und  Neubttser.    Preis:  M.  S.~. 

do.  do.  Drittes  Buch:   Das  Beohnen  mit  unbenannten  gebrochenen  Zahlen.    (Die 

gemeinen  Brüche  und  die  Dezimalbrücdie.)  Mit  260  Erklärungen  und  einer  Sammlung  von  909  ge- 
losten und  ungelösten  Aufjgaben,  nebst  den  Resultaten  der  ungelösten  Auflgaben.  Bearbeitet  nach  System 
Kleyer  von  J.  G.  Maler,    roia :  M.  3.  — . 

Lehrbuch  des  bürgerlichen  und  kaufmännischen  Rechnens.  Erster  Teil:  Die  Schiuss« 
und  Kettenrechnung  (die  einfache  und  zusammenffesetzte  Resreldetri  und  der  Beesische 
Satz)  nebst  Anwendim^ren.  Mit  100  Fragen.  325  Erklärongen,  63  Anmerkungen,  1250  Aufgaben, 
18  Fifl:nren,  den  Ergebnissen  der  nicht  gelösten  Aufgaben  und  einer  Münz-,  Mass-  und  OeTVichts- 
tabelle.  Zum  Sdbststndium ,  Nachschlagen,  sowie  zum  Schulgebrauch  bearbeitet  nach  System  Kleyer 
von  Dr.  Richard  Olbrleht.    Preis:  M.  4.50. 

do.  do.  Zweiter  Teil:  Die  Prozent-  und  Zinsrechnunsr  nebst  ihren  Anwendun^ren, 

mit  Blnschluss  der  Diskontrechnun^ ,  der  TerminrechnuniT»  der  Kalkulationen  und  Konto- 
korrente. Mit  ISO  Fragen,  444  Erklärungen,  27  Anmerkungen,  1520  Aufgaben,  zahlreichen  schema- 
tischen Figuren,  einem  Formelverzeichnis,  emer  Fristen-  und  Zinsenberechnungstabelle,  sowie  den  Ergeb- 
nissen der  nicht  gelösten  Aufgaben.    Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  Dr.  R.  Olbricht.    Preis:  M.  ö.— . 

do.  do.  Dritter  Teil:    Die  Geld-,  Silber-.  Münz-,  Effekten- und  Wechsel rechnung,  sowie  die 

Gesellschafts-  und  Mlschungsrechnung.  Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  Dr.  R.  Olbricht.  —  Befindet 
sich  unter  der  Presse.  — 

Lehrbuch  der  Grundrechnungsarten  mit  Buchstabengrössen  (Elemente  der  Bnchstaben- 

rechnimg),  der  Verhältnisse  und  Proportionen  mit  einer  Sammlung  von  478  gelösten  und 
analogen  ungelösten  Aufgaben  und  den  Resultaten  der  ietsteren.  Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von 
Hans  Staudaeher,  Prof.  an  der  kgl.  Industrieschule  zu  Nttmberg.     Erster  Teil.    Preis:  M.  5.  — . 

do.  do.  Zweiter  Teil:  Elemente  der  Zahlenlehre,  Dezimal-  und  Kettenbrüohe  und 

Rechnung  mit  imvollständisren  Zahlen.  Mit  einer  Sammlung  v.  277  gelöst,  u.  analogen  ungelöst. 
Aufg.,  nebst  d.  Resultaten  d.  letzteren.    Bearb.  n.  System  Kleyer  v.  Prof.  Hans  Staudaeher.  Preis:  mTö.  — . 

Lehrbuch  der  Potenzen  und  Wurzein  nebst  einer  Sammlung  von  3206  gelösten  und  ungelösten 
analogen  Beispielen.    Von  Ad.  Kleyer.    Preis:  M.  9;—. 

Lehrbuch  der  Lonrlthmen  nebst  einer  Sammlung  von  1996  gelösten  und  ungelösten  analogen  Beispieleii. 
Von  Ad.  Kleyer.   Preis:  M.  4.  — . 

Fünfstellige  korrekte  Logarithmentafeln  nebst  einer  trlgonometrisohen  Tafel  und  einer  Anzahl  von 
anderen  TabeUen.    Von  Ad.  Kleyer.    Preis:  gebunden  M.  2.50. 

Lehrbuch  der  arithmetischen  und  geometrischen  Progressionen,  der  Busammenfireeetsten-, 
harmonischen-,  Ketten-  und  Teilbruohrelhen  nebst  einer  Sammlung  von  ttber  400  gelösten  una 
ungelösten  analogen  Aufgaben.    Von  Ad.  Kleyer.    Preis :  M.  4.  —. 

Lehrbuch  der  Zinseszins-  und  Rentenrechnung  nebst  einer  Sammlung  von  525  gelösten  und  un- 
gelösten analogen  Aufgaben  ans  allen  Zweigen  des  Berufslebens.    Von  Ad.  Kleyer.  Preis :  M.  6.  — . 

Lehrbuch  der  Gleichungen  des  I.Grades  mit  einer  Unbekannten.  Sammlung  von  2381  Zahlen-, 
Buchstaben-  und  Teztanfgaben,  grösstenteils  in  vollständig  gelöster  Form,  erläutert  durch  290  Erklä- 
rungen und  26  in  den  Text  gedruckte  Figuren.    Von  Ad.  Kleyer.    Preis:  M.  8.  — . 

Lehrbuch  der  Gleichungen  des  1.  Grades  mit  mehreren  Unbekannten.  Sammlung  von 
905  Zahlen-,  Buchstaben-  und  Textaufgaben ,  grossenteils  in  vollständig  gelöster  Form,  erläutert  durch 
408  Erklärungen  und  Anmerkungen.  Neost  Resultaten  der  ungelösten  Augaben.  Bearbeitet  nach  System 
Kleyer  von  Otto  Prange.    Preis:  M.  7.—. 

Lehrbuch  der  Gleichungen  des  2.  Grades  mit  einer  Unbekannten.  (Quadrat.  Gleichungen.) 
Sammlung  von  1650  Zahlen-,  Buchstaben-  und  Teztanfgaben.  grossenteils  in  voUständig  gelöster  Form 
erläutert  durch  872  Erklärungen  und  53  Figuren.  Nebst  Besultaten  der  ungelösten  Aufgaben.  Bearbeitet 
nach  System  Kleyer  von  Dr.  Aug.  Blind.    Preis :  M.  10.  — . 

Lehrbuch  der  Gleichungen  3.  und  4.  Grades ,    nebst  der  trlflenometrlschen  AiiflSsung  der  Glei- 
chungen 2.  Grades.  Sammlung  von  253  Zahlen-,  Buchstaben-  nnd  Teztaufeaben,  grossenteils  in  vollstän^g 
Selöster  Form.    Mit  251  KrUärungen  und  10  in  den  Text  gedruckten  Figuren.    Bearbeitet  nach  System 
leyer  von  Prof.  Conrad  Metger.    Preis :  M.  6.  — . 

Lehrbuch  der  unbestimmten  Gleichungen  des  1.  Grades.  (Diophantiscbe  Gleichnngen.) 
Sammlung  von  374  Zahlen-,  Buchstaben-  und  Teztanfgaben  in  vollständig  gelöster  Form  und  zahl- 
reichen Erklärungen  und  Erläuterungen.  Nebst  den  Abhandlungen  des  Baohez  de  M6ziriac,  im 
französischen  Originale  mit  beigefügter  deutscher  Uebersetzung.  Bearbeitet  zum  Teil  nach  System  Kleyer 
von  W.  Fr.  Schiller.    Erstes  Buch.    Preis:  M.  4.50. 

Geschichte  der  Geometrie  für  Freunde  der  Mathematik  gemeinverständlich  dargesteUt  von  Richard 
Klimpert.    Mit  100  in  den  Tezt  gedruckten  Figuren.    Preis :  M.  3.  — . 

Lehrbuch  der  ebenen  Elementar- Geometrie  (Planimetrie).  Erster  Teil:  Die  gerade  Lixüe» 
der  Strahl,  die  Strecke,  die  Bbene  und  die  Kreialinie  im  aUffemelnen.  Nebst  einer  Sammlung 
gelöster  Aufgaben.  Mit  234  Erklärungen  und  109  in  den  Tezt  gedruclrten  Figuren.  Von  Ad.  Kleyer. 
Preis:  M.  I.Sd. 
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Lehrbuch  der  ebenen  Elementar-Geometrle  (Planimetrie).  Zweiter  Teil:  Der  Winkel 
und  die  parallelen  Linien.  Nebst  einer  Sammlung  gelöster  Aufgaben.  Mit  201  Erklärungen  mid 
113  in  den  Text  gedrackten  Figuren.    Bearbeitet  naob  System  Kleyer  von  Dr.  i.  Sachs.    PreisTlf.  2. 20. 

do.  do.  Dritter  Teil:   Die  g'eometrischen  Gebilde  und  ihre  La^n-VerSnderunffen. 

Die  einftfcchen  Vielecke.  Nebst  einer  Sammlung  gelöster  und  ungelöster  Aufgaben.  Mit  den  Ergeb- 
nissen der  ungelösten  Aufgaben.  Mit  737  Erklärungen  und  343  in  den  Text  gedruckten  Figuren.  Betr- 
beitet  nach  System  Kleyer  von  Dr.  J.  Sachs.    Preis :  M.  6.  — . 

do.  do.  Vierter  Teil:   Die  Lehre  vom  Kreis.    Die  geometrieohen  Oerter  und  die 

merkwürdigen  Punkte  dee  Dreiecks.  Nebst  einer  Sammlung  gelöster  und  nngelöster  Aufgaben, 
mit  den  Ergebnissen  der  ungelösten  Aufgaben.  Mit  589  Erklärungen  und  290  in  den  Text  gedruekteo 
Figuren.    Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  Prof.  Dr.  J.  Sachs.    Preis:  M.  6.—. 

do.  do.  Fünfter  Teil:  Die  Flächen  der  ereradlinlgren  Fieruren.    Nebst  einer  Sammlung 

gelöster  und  ungelöster  Aufgaben.  Mit  den  Ergebnissen  der  ungelösten  Aufgaben.  Mit  346  Erklirnngen 
und  96  in  den  Text  gedruckten  Figuren.  Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  Prof.  Dr.  J.  Sachs.  Preis :  M.  4.— . 

do.  do.  Sechster  Teil:  Proportionalität  der  Strecken.  Nebst  einer  Sammlung  gelöster 

und  ungelöster  Aufgaben,  mit  den  Ergebnissen  der  ungelösten  Aufgaben.  Mit  37B  Erklärungen  und  90  in 
den  Text  gedruckten  Figuren.     Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  Prof.  Dr.  J.  Sacht     Preis :  M.  4.  — 

do.  do.  Siebenter  Teil:    Die  AehnUchkeit  der  sreradlinlflren  Fi^ruren.    Nebst  einer 

Sammlung  gelöster  und  ungelöster  Aufgaben.  Mit  den  Ergebnissen  der  ungelösten  Aufgaben.  Mit 
394  Erklärungen  und  76  in  den  Text  gedruckten  Figuren.   Bearbeitet  von  Prof.  Dr.  J.  Sachs.    Preis :  M.  4.  ^. 

Lehrbuch  der  planimetrischen  Konstruktionsaufgaben  gelöst  durch  geometritche  Aaalyift. 
Erster  Teil:  Aufgaben,  srelöst  ohne  An'wendxing'  der  Proporüonenlehre.  Mit  1962  gelösten 
und  ungelösten  Aufgaben,  178  Anmerkungen,  207  Erklärungen  und  214  in  den  Text  gedruckten  Figuren. 
Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  E.  R.  MOIIer.    Preis:  M.  5.—. 

do.  do.  Zweiter  Teil:    Aufjgaben  gelöst  mit  Anwendun^r  der  Proportionenlehre. 

Mit  1327  gelösten  und  ungelösten  Aufgaben,  126  Anmerkungen.  100  Erklärungen  und  174  in  den  Text 
gedruckten  Figuren.    Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  E.  R.  MOIIer.    Preis:  M.  4.  — . 

do.  do.  Dritter  Teil:    Verwandlun^s-  und  Teilun|rsaufffaben ,   sowie  Aui^ben 

über  ein-  und  umbeschriebene  Figxiren.  if it  510  gelösten  und  ungelösten  Aufgaben ,  40  Anmer- 
kungen, 72  Erklärungen  und  54  in  den  Text  gedruckten  Figuren.  Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von 
Prof  E.  R.  MOIIer   Preis :  M.  2.  -. 

Das  apoilonlsche  Berührungsproblem  und  verwandte  Aufgaben.  Sammlung  von  163  ge- 
lösten und  ungelösten  Aufgaben  und  200  Figuren.  Zur  Ergänzung  des  Schulunterrichts  und  zum  Selbst- 
studium. Nach  System  Kleyer  durchaus  neu  bearb.  Zweite  Aufl.  Von  Prof.  Heinr.  Cranz.  Preis:  M.  6.— . 

Lehrbuch  des  Projektionszeichnens  (darstellende  Geometrie).  Erster  Teil:  Die  recht- 
winklige Projektion  auf  eine  und  mehrere  Projektionsebenen.  Nebst  einer  Sammlons 
crelöster  Aufgaben.  Mit  271  Erklärungen  und  226  in  den  Text  gedruckten  Figuren.  Bearbeitet  nach 
System-  Kleyer  von  J.  Vonderlinn,  Privatdocent  an  der  techn.  Hochschule  in  München.    Preis:  M.  3. 50. 

do.  do.  Zweiter  Teil:    Ueber  die  rechtwinklisre  Projektion  ebenflächlarer  Körper. 

Mit  190  Erklärungen  und  99  in  den  Text  gedruckten  Figuren.  Bearbeitel  nach  System  Kleytr  von 
J.  Vonderlinn.    Preis:  M.  3. 50. 

do.  do.  Dritter  Teil.    Erste  Hälfte:  Schiefe  Parallelprolektion,  Centralprolektlon 

einschliesslich  der  Elemente  der  projektiven  Oeometrie.  Mit  19&  Erklärungen  und  Iw  in  des 
Text  gedruckten  Figuren.    Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  J.  Vonderlinn.    Preis:  M.  3. 50. 

do.  do.  Dritter  Teil.    Zweite  Hälfte:   Centraloolllneation  ebener  und  räumlicher 

Systeme,  Keerelschnitte,  rechtwinklige  und  sohiefwinklicre  Axonometrie.  Mit  218  SrtdänmgeB 
und  210  in  den  Text  gedruckten  Figuren.  Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  J.  VendsrIInn.  Preis :  M.  5.  — . 

do.  do.  Vierter  Teil:    Krumme  Linien  (ebene  \md  räumliche  Kurven).    Knimme 

Oberflächen.  Schatten-  und  Beleuchtung'slehre.  Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  i.  Vtnderiins 

Befindet  sich  unter  der  Presse. 


Lehrbuch  der  Analytischen  Geometrie  der  Ebene.  Erster  Teil:  Analytische  Oeometrie 
des  Punktes  und  der  Qeraden.    Mit  einer  Sammlung  von  100  Aufgaben,  206  gelösten  Uebungsauf* 

gaben  und  92  in  den  Text  gedruckten  Figuren.    Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  Prof.  Heinr.  Crtsz. 
reis:  M.  6.—. 

do.  do.  Zweiter  Teil:  Analytische  Geometrie  der  einzelnen  Linien  zweiten  Grs^ 

des.    Mit  einer  Sammlang  von  116  Aufgaben,  286  gelösten  Uebungsauigaben  und  200  in  den  Text  ge- 
druckten Figuren.    Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  Prof.  H.  Cranz.    Preis:  M.  8. ->. 

Lehrbuch  der  Goniometrie  (Winicelmessungslehre)  mit  307  Erkl.  und  52  in  den  Text  gedruckten 
Figuren  nebst  einer  Sammlung  v.  513  gelöst,  u.  ungelöst,  analogen  Aufigabea.  Von  Ad.  Kleyer.  Preis:  M. 7.—. 

Lehrbuch  der  ebenen  Trigonometrie.  Eine  Sammlung  von  1049  gelösten,  oder  mit  Andeutungen  ve^ 
sehenen,  trigonometrischen  Aufgaben  und  178  ungelösten,  oder  nüt  Andeutungen  versehenen  trigonometöschen 
Aufgaben  aus  der  angewandten  Mathematik.  Mit  797  Erkl.,  563  in  den  Text  gedruckten  Fig.  u.  65  Anmerk. 
nebst  einem  ausfUhriioh.  FormelverzeiGlmis  von  aber  500  Formeln.  Von  Ad.  Kleyer.    Preis:  M.  18.—. 

Lehrbuch  der  sphärischen  Trieonometrie.  Nebst  einer  Sammlung  gelöster  Aufgaben.  Mit  236  Er- 
klärungen und  56  in  den  Text  gedruckten  Figuren  und  einem  Formelvereeiehnis.  Bearbeitet  nach  System 
Kleyer  von  Dr.  W.  L&ska.    Preis :  M.  4.  50. 

Lehrbuch  der  Ausgteichsrechnung  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate.  Mit  52  ge- 
lösten und  ungelösten  analogen  Aufgaben,  mit  den  Ergebnissen  der  ungelösten  Aufgaben,  29  Brkl.  und 
17  in  den  Text  gedruckten  Figuren.    Bearb.  nach  System  Kleyer  von  Dr.  K.  i.  Bobek.    Preis:  M.  5.—. 


Verlag  von  Julius  Maier  in  Stuttgart 


Lehrbuch  der  Vermessungskunde  (Geodttsie).  Mit  einer  Sammlnng  yon  153  gelösten  Aufgaben 
und  angewandten  Beispielen,  zahlreichen  Erklärungen  nnd  481  in  den  Text  gedmckten  Figaren.  unter 
BerückBichtignng  des  Selbstunterrichts  für  Oeometer-Eleven,  Studierende  des  Bau-,  Berg-  und  Ingenieur- 
Fachs,  sowie  zum  praktischen  Oebrauch  (Ur  Feldmesser,  Kulturtechniker,  Katasterbeamte  etc.  Von 
Dr.  W.  L&ska.    Preis :  M.  10.  -. 

Lehrbuch  der  rSumllchen  Elementar-Geometrie  (Stereometrie).  Erster  Teil:  Die  Lasre 
von  geraden  Ldnien  und  Ebenen  im  Raum.  Nebst  einer  Sammlung  gelöster  und  ungelöster  Auf- 
gaben, mit  den  Ergebnissen  der  ungelösten  Aufgaben.  Uit  bTS  Erklärungen  nnd  174  in  den  Text  ge- 
druckten Figuren.    Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  Dr.  H.  Stipp.    Preis :  M.  6.  — . 

Lehrbuch  der  Körperberechnunsen.  Erstes  Buch.  Mit  vielen  gelösten  und  ungelösten  analogen 
Aufgaben  nebst  184  in  den  Text  geunckten  Figuren.    Zweite  Auflage.    Von  Ad.  KItyar.    Preis:  M.  4.— 

do.  do.  Zweites  Buch.    Eine  Sammlung  von  772  vollständig  gelösten  und  ungelösten  ana- 

logen Auligaben  nebst  742  Erklärungen  nnd  2&0  in  den  Text  gedruckten  Figuren.  Von  Ad.  iQeyer.  Preis : 
M.  9.  — • 

Lehrbuch  der  Determinanten  und  deren  Anwendungen.   Erster  Teil.    Mit  einer  Sammlung 

von  460  gelösten  und  ungelösten  Aufgaben .  mit  den  Ergebnissen  der  letzteren ,  nebst  226  Erklärungen. 
Bearbeitet  nach  Syttom  Kleyer  von  Dr.  G.  Welchoid.    Preis :  M.  10.  — . 

do.  do.  Zweiter  Teil.    Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  Dr.  G.  Welcbold.    Xtl^  Befindet 

sich  unter  der  Presse. 


Lehrbuch  des  Rechnens  mit  imaglnSren  und  komplexen  Zahlen.  Mit  221  Erklärungen  und 
88  in  den  Text  gedruckten  Figuren.  Mit  einer  Sammlung  von  289  gelösten  und  ungelösten  analogen 
Aufgaben  nebst  den  Resultaten  der  ungelösten  Aufgaben  und  einem  Formelverzeichnis.  Bearbeitet  nach 
System  Kleyer  von  Richard  Krüger.    Preis:  M.  5.— 

Lehrbuch  der  Differentialrechnung.  Erster  Teil:  Die  einfache  und  wlederbolte  Differen- 
tiation ezplizieter  Funktionen  von  einer  unabhänfiri^ren  Variablen.  Ohne  Anwendung 
der  Grenzen-  und  der  Nullen-Theorie  und  ohne  Vernachlässigung  von  Grössen.  Nebst  einer  Sammlung 
gelöster  Aufgaben.    Zweite  Auflage.    Von  Ad.  Kleyer.    Preis:  M.  5.  — . 

do.  do.  Zweiter  Teil:    Die  vollständig  Differentiation  entwickelter   und  nicht 

entwickelter  Funktionen  von  einer  und  von  mehreren  reellen  Veränderlichen.  Reihen- 
entwicklungen, unbestimmte  Formen,  Maidma  und  'm-^t^Itwa.  Nebst  352  gelösten  Aufgaben, 
78  Figuren  und  230  Erklärungen.   Bearbeitet  nach  dem  System  Kleyer  von  Prof.  Dr.  Haas.    Preis:  M.  8.  — . 

do.  do.  DritterTeil:  Anwendung*  der  Dlfferentiedrechnimo'  auf  die  ebenen  Kurven. 

Nebst  425  gelösten  Aufgaben,  IdS  Erklärungen  und  164  in  den  Text  gedmckten  Figuren.  Bearbeitet  nach 
System  Kleyer  von  Prof.  Dr.  Haas.    Preis  M.  7.  — . 

do.  do.  Vierter  Teil:    Anwendung  der  Differentialrechnxmg  auf  Baumkurven  und 

Flächen.  Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  Prof.  Dr.  Haas.   WH^  Befindet  sich  in  Bearbeitung.  '^H^ 

Lehrbuch  der  Integralrechnung.  Erster  Teil.  Mit  einer  Sammluns  von  502  gelösten  Aufgaben. 
Fttr  das  Selbststudium,  zum  Oebrauch  an  Lehranstalten,  sowie  zum  Nachschlagen  von  Integrationsformeln 
und  -Regeln.  Bearbeitet  nach  eigenem  System  und  im  Anschlusa-  an  das  Lehrbuch  der  Differentialrechnung 
von  Adolph  Kleyer.    Preis :  M.  lO.  — . 

Einfuhrung  in  die  Funktionentheorie.  Er^änzunf  zu  den  Iiehrbüchem  der  Differential-  und 
Inteerntlrechnungr.    Mit  23  in  den  Text  gednicktenFiguren.    Von  Dr.  W.  LAska.    Preis :  M.  1.  50. 

Lehrbuch   der  Kombinatorik.    Ausführliche   Darstellung  der  Lelire   von   den  kombinatorischen 

Operationen  ^p ermutieren,  Kombinieren,  Variieren).  Mit  506  gelösten  und  analogen  ungelösten 
Uebungsbeispielen  nebst  den  Resultaten  der  letzteren  nach  System  Kleyer  für  den  Unterricht  und  zum 
Selbststudium  bearbeitet  von  Prof.  H.  Staudacher.    Preis:  M6.  — . 

Lehrbuch  der  Wahrscheiniichkeltsrechnung.  Mit  908  gelösten  und  ungelösten  analogen  Aufgaben, 
mit  den  Ergebnissen  der  ungelösten  Aufgaben,  68  Brtdärungen  und  27  in  den  Text  gedruckten  Figuren. 
Nach  System  Kleyer  bearbeitet  von  Dr.  K.  J.  Bobek.    Preis :  M .  6.  — . 

Lehrbuch  der  sphSrisch.  und  theoret.  Astronomie  und  der  mathematischen  Geoeraphie. 

Nebst  einer  Sammlung  gelöster  und  ungelöster  Aufgaben  mit  den  Resultaten  der  ungelösten  Aufgaben. 
Mit  328  Erklärungen,  Formelverzeichnis,  148  in  den  Text  gedmckten  Figuren  und  2  Tafeln.  Bearbeitet 
nach  System  Kleyer  von  Dr.  W.  L&ska.    Preis:  M.  6.—. 

Lehrbuch  der  allgemeinen  Physik.  (Die  Grundbeffriffe  und  Grundsätze  der  Pfaysilc)  Mit 
549  Erklärungen,  83  in  den  Text  gedruckten  Figuren  und  einem  Formelverzeichnis,  nebst  einer  Samm- 
lung von  120  gelösten  und  ungelösten  analogen  Aufgaben ,  mit  den  Resultaten  der  ungelösten  Auflgaben. 
Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  Richard  Klimpert.    Prds :  M.  8.  — . 

Lehrbuch  der  absoluten  Masse  und  Dimensionen  der  physikalischen  Grössen.     Mit 

352  Fragen ,  545  Erklärungen  und  einer  Sammlung  von  561  gelösten  nnd  ungelösten  Aufgaben  nebst  den 
Ergebnissen  der  ungelösten  Aufgaben.  Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  Dr.  H.  Hovestadt.  Preis :  M.  6.—. 

Lehrbuch  der  Statik  fester  Körper  (Geostatik).  Mit  2B1  Erklärungen  und  880  in  den  Text  ge- 
dmckten Figuren  und  einem  ausführlichen  Formelverzeiohnis  nebst  einer  Sammlung  von  350  gelösten 
und  ungelösten  analogen  Aufgaben.  Bearbeitet  naeh  System  Kleyer  von  Riebard  Klimpert.  Preis :  M.  9.—. 

Lehrbuch  der  Dynamik  fester  Körper  (Geodynamik).  Mit  eeo  Erklftmngen,  S80  in  den  Text  ge- 
druckten Figuren  und  einem  ausführhchen  Formelveraeiohnis  nebst  einer  Sammlung  von  500  gelöston 
und  ungelösten  analogen  Aufgaben,  mit  den  Resultaten  der  ungelösten  Aufigaben.  Bearbeitet  nach  System 
Kleyer  von  R.  Klimpert.    Preis:  M.  13.50. 

Lehrbuch  über  die  Percusslon  oder  den  Stoss  fester  Körper.  Bearbeitet  nach  System  Kleyer 
von  Richard  Klimpert.    Preis:  M.  8.  — . 

Lehrbuch  der  Elasticitttt  und  Festigkeit.  Mit  212  Erklärungen,  186  in  den  Text  gedmckten  Figuren 
nnd  einem  ausführlichen  Formelverzeichnis,  nebst  äner  Sammlung  von  167  gelöston  und  ungelösten  ana- 
logen Aufgaben,  mit  den  Besulteton  der  ungelösten  Aufgaben.  Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von 
Richard  Klimpert.    Preis:  M.  5. 50. 


Verlag  von  Julius  Maier  in  Stuttgart 


Lehrbuch  der  Statik  flüssiger  Körper  (Hydrostatik),  icit  4S&  ErUSmngen,  aoo  in  dn  T«it  st- 
druckten  Flffnren  und  einem  Formeiverzeiohnis,  nebst  einer  Sammlung  von  206  Rösten  und  nnalogoi 
ungeldeten  Aufgaben.    Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  Richard  Klimpert.    Preu:  M.  8.  —. 

Lehrbuch  der  Bewegung  flüssiger  Körper  (Hydrodynamik).  Erster  Band:  Die  Beweffpoge- 
erscbeinuDffon  flüssiger  .Körper,  'welche  aus  den  Boden-  und  Seitenwänden  von  Qefassen, 
Bowle  durch  Böhremeltunsren  bei  konstanter  sowie  veränderlicher  Druckfaöhe  fliessen. 
Hit  434  Erklärungen,  mehr  als  3C0  in  den  Text  gedruckten  Figuren  und  einem  FormelverKeiofaniB,  nebst 
einer  Sammlung  von  220  gelösten  und  ungelösten  Aufgaben,  und  den  Resultaten  der  letstenn.  Beaib. 
nach  System  Kleyer  von  R.  Klimpert.    Preis :  M.  8.  — . 

do.  do.  Zweiter  Band.    Erste  Hälfte:  Die  Beweffunfirserscheinunsen  des  Wassere 

in  Kanälen  und  Flüssen ,  sowie  der  dabei  ausfireübte  Stoss  und  Widerstand.  Mit  2Si  Er- 
klärungen, mehr  als  150  in  den  Text  gediniokten  Figuren  und  einem  Formelverzeichnis,  nebst  einer 
Sammlung  von  134  gelösten  und  analogen  ungelösten  Aufgaben,  mit  den  Resultaten  der  letzteren. 
Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  R.  Klimpert.    Preis:  H.  5.  — . 

do.  do.  Zweiter  Band    Zweite  Hälfte:  Von  der  Anwendun^r  der  lebendigren Kraft 

des  bewegrten  Wassers  als  Motor  oder  Beweg'er.  Mit  208  Erklärungen,  88  in  den  Text  gedrackten 
Figuren  und  einem  Fonnelverzeichnis ,  nebst  einer  Sammlung  von  30  gelösten  und  analogen  uneelöstsn 
Aufgaben,  mit  den  Resultaten  der  letzteren.  Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  R.  Klimpert.  Preis:  M.  3.50. 

Lehrbuch  über  das  spezifische  Gewicht  fester,  flüssiger  und  gasförmiger  Körper. 

Mit  ö5  gelösten  und  analogen  ungelösten  Aufgaben,  nebst  den  Resultaten  der  letzteren  und  28  in  dsi 
Text  gedruckten  Figuren.    Preis :  M.  2.  — . 

Lehrbuch  des  Magnetismus  und  des  Erdmagnetismus.  Nebst  einer  Samml.  von  gelösten  u.  n- 
gelösten  Aufgaben  erläutert  durch  189  in  den  Text  gedr.  Fig.  u.  10  Karten.  Von  Ad.  Kltysr.  Preis:  M.  6.—. 

Lehrbuch  der  Relbungselektricitttt  (FrUrtlons-Elektricität,  statischen  oder  ruhenden  Slsk- 
trlcität).  Erläutert  durch  860  Erklärungen  und  273  in  den  Text  gedruckte  Figuren,  nebst  einer  Samn- 
lung  gelöster  und  ungelöster  Aufgaben.    Von  Ali.  Kleyer.    Preis:  M.  7.—. 

Lehrbuch  der  KontaktelektricItSt  (Galvanismus).  Nebst  ehier  Sammlung  von  gelösten  md  nn- 
lösten  Aufgaben.  Mit  731  Erklärungen,  238l  in  den  Text  gedruckten  Figuren  nnd  einem  FoxmelysraeidiBS. 
Bearbeitet  naoh  System  Kleyer  von  Dr.  Oscar  May.    Preis :  M.  8.  — . 

Lehrbuch  der  Elektrodynamik.  Erster  Teil.  Mit  105  in  den  Text  gedrackten  Figuren.  Besrbeitst 
nach  System  Kleyer  von  Dr.  Oscar  May.  Preis :  M.  3.  ~. 

Lehrbuch  des  Elektromagnetismus.  Mit  302  Erklärungen ,  152  in  den  Text  gedruckten  Pigaraa  ud 
einem  ausführlichen  Formelyerzeichnis ,  nebst  ehier  Sammlung  gelöster  Aufgaben.  Bearbeitet  nadi 
System  Kleyer  von  Dr.  Oscar  May  und  Adolf  Krebs.    Preis:  M.  4.50. 

Lehrbuch  der  Induktlonselektricität  und  ihrer  Anwendungen  (Memente  der  mektroteofanUc). 
Mit  4S2  Erklärungen  und  213  in  den  Text  gedruckten  Figuren  nebst  einer  Sammlung  gelöster  Aufgaben. 
Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  Dr.  Adolf  Krebs.    Preis :  M.  6.  — . 

Lehrbuch  der  angewandten  Potentlaitheorie.  Mit  588  Erklärungen  und  47  in  den  Text  gednekt« 
Figuren  nebst  einer  Sammlung  von  erläuternden  Beispielen  und  üebongsanf^aben.  Bearbeitet  naeh 
System  Kleyer  von  Dr.  H.  Hovestadt.    Preis :  M.  7.  — . 

Lehrbuch  der  reinen  und  technischen  Chemie.  Anoreranlsche  Bxperlmental-Ghemle.  Erster 
Band:  Die  Metalloide.  Mit  2208  Erklärungen,  332  Experimenten  und  366  in  den  Text  gedrücktea 
Figuren.    Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  wllh.  Steffen.    Preis :  M.  16.  — . 

do.  do.  Anorsranische  Experixnental-Chemie.  ZweiterBand:  Die  MetaUe.  Ifit  573  Er- 

klärungen, 174  Experimenten  und  33  in  den  Text  gedruckten  Figuren.  Bearbeitet  nach  System  Kleyer  toi 
W.  Steffen.    Preis:  M.  16.  — . 

Im  gleichen  Verlag  sind  femer  erschienen: 

Vierstellige  logarlthm Ische  Tafein  der  natürlichen  und  trigonometrischen  Zahlen  nebst  den  eEforle^ 
liehen  Hilfstabellen.  Für  den  Schulgebrauch  und  die  allgemeine  Praxis  bearbeitet  von  E.  R.  Niller. 
Preis :  gebunden  60  Pfg. 

Das  Zeichnen  der  Stereometrie.  Als  Vorschule  zur  darstellenden  Geometrie  und  zum  Faehseichnea 
für  Lehranstalten  sowie  zum  Selbstunterricht.    28  Tafeln  mit  Text.    Von  Prof.  A.  Brude.    Preis :  M.  6.  -. 

Stereoskopische  Bilder  aus  der  Stereometrie.  Bezogen  auf  den  Kubus  und  entnommen  dem  Werke 
desselben  Verfassers  „Das  Zeichnen  der  Stereometrie**,    von  Prof.  A.  Brude.    Preis :  M.  3.  — . 

Vorlegeblätter  für  den  Unterricht  im  Linear-  und  Projektionszeichnen,    zum  Oebraache 

an  Realschulen ,  höheren  Bürgerschulen ,  gewerblichen  Fortbildungsschulen  ^  Gewerbe-  und  Handwerker* 
schulen  u.  s.  w.  12  Tafeln  mit  erläuterndem  Text.  Entworfen  und  gezeichnet  von  Jakob  Vonderiins, 
Ingenieur,  Lehrer  an  der  Kgl.  Oberreal-  und  Baugewerkschule,  sowie  an  der  Sonntags-  und  Abendschnls 
iür  Handwerker  zu  Breslau.    Preis:  In  Mappe  M.  5.50. 

Darstellende  Geometrie  für  Bauhandwerker.  Erster  Teil:  Geometritche  Konstruktionen, 
Elemente  der  Projektionslehre,  Konstruktion  der  Durchdringungen  zwischen  Ebenen  und  Körpern, 

rechtwinklige  und  schiefwinklige  Axonometrie,  einfache  Dachausmittelungen,    zum  Gebrauche  an 
Baugewerkschulen  und  ähnlichen  Lehranstalten .  sowie  zum  Selbstunterricht  für  Banhandwerker.    Mit 
258  Figuren.    Bearbeitet  von  Jakob  Vonderlinn.    Preis:  broschiert  M.  3  — .,  gebunden  M.  3.  30. 
do.  do.  Zweiter  Teil:    Schattenlehre,  Verteilung   des  Lichtes  auf  der   OberfUcbe 

eines  Körpers,  Schiftung  bei  Dächern,  Windschiefe  Dächer,  Darstellung  eines  TreppenkrOaimlings, 
Steinschnitt,  Centraiperspektive.  Anhang:  Bildliche  Darstellung  der  Beleuchtung  auf  Körpern. 
Zum  Gebrauche  an  Baugewerkschulen  und  ähnlichen  technischen  Lehranstalten,  sowie  zum  Sdbst- 
unterricht  für  Bauhandwerker.    Mit  217  Fig.   Bearbeitet  von  J.  Vonderlinn.  Preis:  M.  3.  — .  geb.  M.  3  30. 
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Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


Der  ansfilhrliche  Prospekt  und  das  ausfuhrliche  In- 

haltsyerzeichnis  der  ,^ vollständig  gelösten  Aufgabensammlung 
von  Dr.  Ad,  Kleyer"  kann  von  jeder  Buchhandlung,  sowie  von 
der  Verlagshandlung  g^ratis  und  portofrei    bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschDÜten  und  gut  brochiert,  um  den  sofortigen  und  dauern- 
den Gebrauch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
und  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreise  von  25  Pfg.  pro  Heft. 

5).  Die  Reihenfolge  der  Hefte  im  nachstebenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  aus  dem  Prospekt  ersichtlich,  ohne  jede  Bedeutung 
fttr  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  Alles,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  für  Schüler  aller  Schulen,  das 
beste  Handbach  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  Yor2Üglichste  Lehrbuch 
zum  Selbststudium,  das  vortrefflichste  Nachschlagebuch  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


Das  vollständige 

Inhaltsyerzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  worden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  Über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Druck  von  Carl  Hammer  in  Stuttgart. 


K. 
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